Ă. Ć. Ąşńĺŋśłĺľ, Ă. Ŋ. Ÿĺř£ěć Šěőřĺ£ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć

Őčńăćńěŋĺě

Ńěłűĺ£ 1. Śńşůăľŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺ£ . . . . . . . . . . 5 Ńěłűĺ£ 2. Śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż. Ŕřőűěśśż ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 Ńěłűĺ£ 3. Čăşśśőćśłĺě ŕřőűěśśż. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 Ńěłűĺ£ 4. Śćőľśšćă šřăěłšőřĺľ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ . . . . . . 57 Ńěłűĺ£ 5. Ňăřšĺŋčăńż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 Ńěłűĺ£ 6. Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć . . . . . . . . . 103 Ńěłűĺ£ 7. Ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 Ńěłűĺ£ 8. Űěŕĺ Ňăřłőćă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 Ńěłűĺ£ 9. Śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă.

Ťőřňşńż İřńăŋčă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 Ńěłűĺ£ 10. Ĺŋšěčřăń ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě. . . . . . . 182 Ńěłűĺ£ 11. Śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć 201 Ńěłűĺ£ 12. Ĺŋšěčřăń Ĺšő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 Ńěłűĺ£ 13. Śšőţăśšĺůěśłĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ . . . . . 255

Ńěłűĺ£ 1. Śńşůăľŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺ£

Ŕřěďňěš šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, ŋěłőšőřżě ğăďăůĺ. Śńşůăľŋżě ¡ńěňěŋšż ĺ ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺ£. Űĺńĺŋďřĺůěśłă£ σ-ăńčěąřă B_T . Śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ łăł śěňěľśšćő śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć ĺ łăł őďŋő ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě. Őŕĺśăŋĺě B_T ďń£ ąěśłőŋěůŋőčő T . Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ŕřőěłűĺľ ňěřż. Ťőřňşńĺřőćłă šěőřěňż Łőńňőčőřőćă. Ŕőśšřőěŋĺě śěňěľśšćă ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć ś ğăďăŋŋżňĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ňĺ. İňŕĺřĺůěśłĺě ňěřż, ŕřőűěśśż ůăśšŋżţ śşňň, ŕřőűěśśż ćőśśšăŋőćńěŋĺ£, ňőďěńĳ śšřăţőćăŋĺ£ Łřăňěřă { Ńşŋďąěřčă, ŕşăśśőŋőćśłă£ śńşůăľŋă£ ňěřă. İłćĺćăńěŋšŋżě śńşůăľŋżě ťşŋłűĺĺ.

Ćăęŋěľÿěľ őśőąěŋŋőśšĳ¿ śőćřěňěŋŋőľ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ £ćń£ěšś£ šő, ůšő ěě ňěšőďż ĺ řěğşńĳšăšż ŕřěďśšăćń£¿š ŋě šőńĳłő śăňőśšő£šěńĳŋżľ ňăšěňăšĺůěśłĺľ ĺŋšěřěś, ŋő ĺ ŋăţőď£š řăğŋőőąřăğŋżě ŕřĺńőęěŋĺ£ ć ďřşčĺţ ŋăşůŋżţ ďĺśűĺŕńĺŋăţ, šăłĺţ łăł ťĺğĺłă, ţĺňĺ£, ąĺőńőčĺ£, ťĺŋăŋśőćă£ ňăšěňăšĺłă ĺ ďř., ă šăłęě ć šěţŋĺłě. Ć ůěň ęě śŕěűĺťĺłă šőčő řăğďěńă šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋżňĺ ŕřőűěśśăňĺ?

Ćŋăůăńě šěőřĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ ĺňěńă ďěńő śő śńşůăľŋżňĺ ¡łśŕěřĺňěŋšăňĺ (ŕőďąřăśżćăŋĺě ňőŋěšż ĺ š. ŕ.), ć łőšőřżţ ĺğşůăńőśĳ, ŕřőĺğőÿńő ĺńĺ ŋěš łăłőě-ńĺąő £ćńěŋĺě (ÀśőążšĺěÁ). Ğăšěň ćőğŋĺłńő ŕőŋ£šĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż, łőšőřőě ŕőğćőńĺńő łőńĺůěśšćěŋŋő őŕĺśżćăšĳ řěğşńĳšăšż ŕřőćőďĺňżţ ¡łśŕěřĺňěŋšőć, ŋăŕřĺňěř, ćżĺčřżÿ ć ńőšěřěě. Ŋăłőŋěű, ć śńşůăľŋżě ¡łśŕěřĺňěŋšż ążń £ćŋő ććěďěŋ ťăłšőř ćřěňěŋĺ, š. ě. ŕő£ćĺńăśĳ ćőğňőęŋőśšĳ śšřőĺšĳ ňőďěńĺ, őŕĺśżćă¿źĺě ďĺŋăňĺłş řăğćĺšĺ£ ĺğşůăěňőčő śńşůăľŋőčő £ćńěŋĺ£. Ĺŋăůě čőćőř£, ĺśţőďż ! śńşůăľŋżţ ¡łśŕěřĺňěŋšőć, łőšőřżě řăśśňăšřĺćă¿šś£ ć šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŋěłőšőřżě ťşŋłűĺĺ.

Ŕřěęďě ůěň ŕěřěţőďĺšĳ ł śĺśšěňăšĺůěśłőňş ĺğńőęěŋĺ¿ łşřśă, şŕőň£ŋěň ŋěśłőńĳłő ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋżţ ğăďăů, ąőńĳÿĺŋśšćő ĺğ łőšőřżţ ąşďěš řăśśňőšřěŋő ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ.

1. Łăłş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ ňőďěńĳ ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ďń£ őŕĺśăŋĺ£ "ţăőšĺůěśłőčő" ďćĺęěŋĺ£, śłăęěň, űěŋ ăłűĺľ ĺńĺ ďćĺęěŋĺ£ ůăśšĺű űćěšőůŋőľ ŕżńĳűż ć ćőďě? Śőćěřÿěŋŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ňőďěńĺ ďĺťťşğĺĺ ĺğşůăńĺśĳ Ąăÿěńĳě, İľŋÿšěľŋőň, Śňőńşţőćśłĺň, Ńăŋęěćěŋőň, Ćĺŋěřőň, Łőńňőčőřőćżň ĺ ďřşčĺňĺ şůěŋżňĺ. Ňż şćĺďĺň, ůšő ć łőŋśšřşłűĺĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£, ĺśŕőńĳğşěňőčő ďń£ őŕĺśăŋĺ£ "ţăőšĺůŋőśšĺ" śőőšćěšśšćş¿źĺě šřăěłšőřĺĺ, £ćń£¿źĺěś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ, őłăğżćă¿šś£ ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě.

2. Ć ść£ğĺ ś ŕřěďżďşźĺň ŕşŋłšőň ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś, ğăůěň ňőčşš ŕőŋăďőąĺšĳś£ šăłĺě ¡łğőšĺůěśłĺě ŕřőűěśśż? Ňż ŕőłăęěň, ůšő ŋă őśŋőćě ŕřőűěśśőć ŕőďőąŋőčő šĺŕă ňőčşš ążšĳ řěÿěŋż őůěŋĳ ćăęŋżě ÀŋěśńşůăľŋżěÁ ğăďăůĺ, ŋăŕřĺňěř, ğăďăůă Ďĺřĺţńě: ŋăľšĺ čăřňőŋĺůěśłş¿ ć őąńăśšĺ G ⊂ R^d ťşŋłűĺ¿, łőšőřă£ ŕřĺŋĺňăěš ğăďăŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋă čřăŋĺűě ¡šőľ őąńăśšĺ (ďăńěě ňż şšőůŋĺň ťőřňşńĺřőćłş).

3. Ąşďěš őąž£śŋěŋő, łăł ĺğşůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńőć őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ŕőğćőń£ěš, ŋăŕřĺňěř, ďőłăğăšĳ ğŋăňěŋĺšżľ łřĺšěřĺľ śőčńăśĺ£ Łőńňőčőřőćă, ĺğńăčă¿źĺľś£ ć łşřśě ňăšěňăšĺůěśłőľ śšăšĺśšĺłĺ.

4. Şŕőň£ŋşšżě ć ŕşŋłšě 1 ŕřőűěśśż śšĺňşńĺřőćăńĺ řăğćĺšĺě šěőřĺĺ śšőţăśšĺůěśłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, šřěąş¿źěľ, łăł ąşďěš £śŋő ć ďăńĳŋěľÿěň, őśőąőčő Àśšőţăśšĺůěśłőčő ĺśůĺśńěŋĺ£Á. Čďě ňőčşš ŕřĺčőďĺšĳś£ ŕőďőąŋżě şřăćŋěŋĺ£? Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺğşůă£ šăłőčő řőďă şřăćŋěŋĺ£, ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ¡ťťěłšĺćŋżľ śŕőśőą (ŕřĺňěŋ£ěňżľ ŋă ŕřăłšĺłě!) ćżďěńěŋĺ£ (ÀťĺńĳšřăűĺĺÁ) ŕőńěğŋőčő śĺčŋăńă, śłřżšőčő ć ŕőňěţăţ(ÀÿşňÁ).

5. Őůěćĺďŋă ćăęŋőśšĳ ğăďăůĺ ŕřőčŋőğă: ŋă őśŋőćăŋĺĺ ŋăąń¿ďěŋĺľ śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă ďő ňőňěŋšă ćřěňěŋĺ t šřěąşěšś£ ŕřěďśłăğăšĳ ěčő ŕőćěďěŋĺě ć ňőňěŋšż t+s (s > 0). Šăłĺě ğăďăůĺ ćőğŋĺłă¿š, ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ ăŋăńĺğě ťńşłšşăűĺľ łşřśőć űěŋŋżţ ąşňăč ŋă ťĺŋăŋśőćőň řżŋłě. Ć ¡šőľ ść£ğĺ ąőńĳÿőľ ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš ğăďăůă őą őŕűĺőŋăţ (ňőďěńĳ łşŕńĺ-ŕřőďăęĺ ăłűĺľ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋőě ćřěň£ ŕő ğăřăŋěě şśšăŋőćńěŋŋőľ űěŋě, łőčďă ĺśšĺŋŋă£ űěŋă ŕőďćěřęěŋă śńşůăľŋżň łőńěąăŋĺ£ň).

6. Ŋăłőŋěű, şŕőň£ŋěň řăğŋőőąřăğŋżě ğăďăůĺ ăśĺňŕšőšĺůěśłőčő ăŋăńĺğă śńşůăľŋżţ őąžěłšőć. Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă şłăęěň ŋă ćżćőďĺňżě ć łşřśě ťőřňşńż İřńăŋčă, ŕőğćőń£¿źĺě ŕřěďśšăćĺšĳ, ůšő ąşďěš ŕřőĺśţőďĺšĳ Àŕřĺ ąőńĳÿĺţ ćřěňěŋăţÁ ć ňőďěńĺ, őŕĺśżćă¿źěľ ťşŋłűĺőŋĺřőćăŋĺě šěńěťőŋŋőľ śšăŋűĺĺ, łşďă ć śńşůăľŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ ŕőśšşŕă¿š ćżğőćż, ŕřĺůěň ďńĺšěńĳŋőśšĺ řăğčőćőřőć ăąőŋěŋšőć šăłęě śńşůăľŋż.

Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ć ŕşŋłšăţ 1, 4{6 ňż śšăńłĺćăěňś£ ś šřşďŋőśš£ňĺ ďćşţ šĺŕőć. Ćő-ŕěřćżţ, šřěąşěšś£ śőğďăšĳ śőďěřęăšěńĳŋş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ ňőďěńĳ ĺğşůăěňőčő £ćńěŋĺ£, ă ćő-ćšőřżţ, šőůŋő ŕőśšăćĺšĳ ğăďăůş ĺ řěÿĺšĳ ěě. Ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ćěśĳňă śşźěśšćěŋŋőě řăğćĺšĺě šěőřĺĺ. Ŕřĺ ğŋăłőňśšćě ś őśŋőćăňĺ ¡šőľ šěőřĺĺ ňż şąěďĺňś£, ůšő ŕřĺňěŋ£ěňżě ňěšőďż ĺ ŕőńşůăěňżě ś ĺţ ŕőňőźĳ¿ řěğşńĳšăšż, łăł ŕřăćĺńő, őřĺěŋšĺřőćăŋż ŋă ĺśśńěďőćăŋĺě őŕřěďěńěŋŋżţ łńăśśőć śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć.

Őąřăšĺňś£ ł ŕőŋ£šĺ¿ śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă {X(t); t ∈ T }. Ŕřőźě ćśěčő śłăğăšĳ, ůšő ć łăęďżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ňż ĺňěěň ďěńő ś ďěľśšćĺšěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ X(t), őŕĺśżćă¿źěľ ĺğşůăěňżľ őąžěłš. Ś łăłĺňĺ śńőęŋőśš£ňĺ ŕřĺţőďĺšś£ śřăğş śšőńłŋşšĳś£ ŋă ¡šőň ŕşšĺ? Ěśńĺ ňż ţőšĺň ĺğşůăšĳ ŋě šőńĳłő šő, ůšő ŕřőĺśţőďĺš ć őďĺŋ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ňőňěŋš t, ă ţőš£ ąż šő, ůšő śőćěřÿăěšś£ ć ń¿ążě ďćă ňőňěŋšă t_1 ĺ t_2 ĺğ řăśśňăšřĺćăěňőčő ŕřőňěęşšłă, šő ćĺďĺň, ůšő ćśě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż X(t) ďőńęŋż ążšĳ ğăďăŋż ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; P ). Ĺŋăůě ążńő ąż ąěśśňżśńěŋŋő čőćőřĺšĳ, ŋăŕřĺňěř, ő ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő |X(t_1) − X(t_2)| < a, čďě a | ŋěłőšőřőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Łřőňě šőčő, ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕőćěďěŋĺě ŕřőűěśśă ňőęěš őšřăęăšĳ ćńĺ£ŋĺě ŕřěďżśšőřĺĺ ŋă ďăńĳŋěľÿěě řăğćĺšĺě, š. ě. ďń£ łăęďőčő t ŕőćěďěŋĺě ŕřőűěśśă ŕőśńě ďăŋŋőčő ňőňěŋšă ć łăłőň-šő śňżśńě ść£ğăŋő ś ěčő ŕőćěďěŋĺěň ďő ňőňěŋšă t. Ĺšăł, ćőğŋĺłăěš ŋěőąţőďĺňőśšĳ őŕĺśżćăšĳ ćńĺ£ŋĺě őďŋőľ śőćőłşŕŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă ďřşčş¿ śőćőłşŕŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕőłă ňż ŋě őąśşęďăěň, ć łăłĺţ šěřňĺŋăţ ¡šő ćőğňőęŋő ďěńăšĳ ĺ şďăśšś£ ńĺ ŕřĺ ¡šőň ğăďăšĳ ćśě X(t) ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ). Ąőńěě šőčő, ďăęě ďń£ śěňěľśšćă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, őŕřěďěńěŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, śńěďşěš ćż£śŋĺšĳ, ňőęŋő ńĺ čőćőřĺšĳ ő ćěřő- £šŋőśšĺ šőčő, ůšő ğŋăůěŋĺ£ ŕřőűěśśă, š. ě. ćěńĺůĺŋż X(t), ąşďşš ńěęăšĳ ć łăłőň-šő ğăďăŋŋőň ŕőďňŋőęěśšćě ŕřőśšřăŋśšćă ćśěţ ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ ŋă ĺğşůăěňőň ŕřőňěęşšłě ćřěňěŋĺ.

Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ňŋőčĺě ĺŋšěřěśŋżě ğăďăůĺ ść£ğăŋż ś ĺśśńěďőćăŋĺěň ŕőćěďěŋĺ£ śńşůăľŋżţ őąžěłšőć, ĺğňěŋ£¿źĺţś£ ŋě šőńĳłő ćő ćřěňěŋĺ, ŋő ĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě (ŋăŕřĺňěř, ňěšěőřőńőčĺůěśłĺě ďăŋŋżě ĺğňěř£¿šś£ ć ňőňěŋšż t ć šőůłăţ z ∈ R^3). Ŕőďůěřłŋěň, ůšő śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż, ţăřăłšěřĺğş¿źĺě śőśšő£ŋĺě śńşůăľŋőčő őąžěłšă, šăłęě ŋě őą£ğăŋż ążšĳ śłăń£řŋżňĺ. Ąőńěě šőčő, ĺňě¿šś£ ĺŋšěřěśŋżě ňőďěńĺ, őŕĺśżćă¿źĺě ŕřőĺśţőď£źĺě ďőćőńĳŋő śńőęŋżň őąřăğőň śńşůăľŋżě ĺğňěŋěŋĺ£ ĺğşůăěňőľ śĺśšěňż ć śńşůăľŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ (ŋăŕřĺňěř, ňőďěńĺ ćğăĺňőďěľśšćş¿źĺţ ůăśšĺű).

Šăłĺň őąřăğőň, ěśšěśšćěŋŋő őąřăšĺšĳś£ ł őąźěľ śţěňě ĺğşůěŋĺ£ śěňěľśšćă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ) X(t), ŕăřăňěšřĺğőćăŋŋżţ ¡ńěňěŋšőň t ŋěłőšőřőčő ăąśšřăłšŋőčő ňŋőęěśšćă T ĺ ğăďăŋŋżţ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ). Ďń£ ¡šőľ űěńĺ ŕőšřěąşěšś£ ŕőŋ£šĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ňŋőęěśšćě X .

Ŕşśšĳ (˙; F) ĺ (X ; B) | ĺğňěřĺňżě ŕřőśšřăŋśšćă, ğďěśĳ F ĺ B { ŋěłőšőřżě ff-ăńčěąřż ŕőďňŋőęěśšć ˙ ĺ X śőőšćěšśšćěŋŋő (˙ ≠ ∅ ĺ X ≠ ∅). Őšőąřăęěŋĺě X : ˙ → X ŋăğżćăěšś£ F | B-ĺğňěřĺňżň (ŕĺÿěň X ∈ F | B) , ěśńĺ X^{−1}(B) ⊂ F, š. ě. X^{−1}(B) := {! : X(!) ∈ B} ∈ F ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B. Ŕřĺ ¡šőň X ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋżň ¡ńěňěŋšőň (ś.¡.), ěśńĺ ŋă F ğăďăŋă ćěřő£šŋőśšĳ P , š. ě. ĺňěěšś£ ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; P ). Ćěřő£šŋőśšŋżě ňěřż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕřőśšő ňěřăňĺ, śŕěűĺăńĳŋő őčőćăřĺćă£ ŕřőšĺćŋőě.

Ďń£ śěňěľśšćă M ŕőďňŋőęěśšć X őąőğŋăůĺň ff{M} ŋăĺňěŋĳÿş¿ ff-ăńčěąřş (ś ěďĺŋĺűěľ X ), śőďěřęăźş¿ M. Ěśńĺ X | šőŕőńőčĺůěśłőě, ć ůăśšŋőśšĺ, ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă B(X ) := ff{M}, čďě M | śőćőłşŕŋőśšĳ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć X . Ŕřĺ X = R^k (ś ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłőľ) ĺ B = B(R^k), ěśńĺ k > 1, šő F | B-ĺğňěřĺňżľ ś.¡. X ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋżň ćěłšőřőň, ă ěśńĺ k = 1, | (ďěľśšćĺšěńĳŋőľ) śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ćňěśšő ś.¡. ůăśšő čőćőř£š śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ĺńĺ ćěłšőř śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć X , ďăęě łőčďă X őšńĺůŋő őš R^k.

Ńěňňă 1.1. Ŕşśšĳ X : ˙ → X (őšőąřăęěŋĺě X ŋě ŕřěďŕőńăčăěšś£ ĺğňěřĺ-

ňżň őšŋőśĺšěńĳŋő łăłĺţ-ńĺąő ff-ăńčěąř) ĺ M | ŋěłőšőřă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ŕőďňŋőęěśšć X . Šőčďă X £ćń£ěšś£ A | ff{M}-ĺğňěřĺňżň őšőąřăęěŋĺěň, čďě

A := ff{X^{−1}(M)}:

Ŕřĺ ¡šőň ff{X^{−1}(M)} = X^{−1}(ff{M}).

2 Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő śěňěľśšćő ňŋőęěśšć D := {D ⊂ X : X^{−1}(D) ∈ A} ěśšĳ

ff-ăńčěąřă, š. ł. ćğ£šĺě ŕřőőąřăğă śőţřăŋ£ěš šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋżě őŕěřăűĺĺ ĺ A £ćń£ěšś£ ff-ăńčěąřőľ. Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ M ⊂ D, śńěďőćăšěńĳŋő, ff{M} ⊂ D, ĺ ğŋăůĺš, X ∈ A | ff{M}, š. ě. X^{−1}(ff{M}) ⊂ A. Őůěćĺďŋő, X^{−1}(M) ⊂ X^{−1}(ff{M}), ŕřĺůěň X^{−1}(ff{M}) ěśšĳ ff-ăńčěąřă. Ŕő¡šőňş A = ff{X^{−1}(M)} ⊂ X^{−1}(ff{M}). Ĺšăł, A = X^{−1}(ff{M}). 2

Śńěďśšćĺě 1.2. Ŕşśšĳ X : ˙ → X ĺ F { ff-ăńčěąřă ć ˙. Ěśńĺ X^{−1}(M) ⊂ F ďń£

ŋěłőšőřőľ śőćőłşŕŋőśšĺ M ŕőďňŋőęěśšć X , šő X ∈ F|ff{M}.

2 Ŕřĺňěŋĺň ńěňňş 1.1, şůĺšżćă£, ůšő ff{X^{−1}(M)} ⊂ F. 2

Śňżśń śńěďśšćĺ£ 1.2 śőśšőĺš ć šőň, ůšő ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă F | B-ĺğňěřĺňőś-šĺ X ŋěőą£ğăšěńĳŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőőąřăğż ćśěţ ňŋőęěśšć ĺğ B, ă ďőśšăšőůŋő ńĺÿĳ şąěďĺšĳś£, ůšő X^{−1}(B) ∈ F ďń£ ćśěţ B ∈ M, ěśńĺ B = ff{M}. Ĺňěŋŋő ŕő¡šőňş ć őŕřěďěńěŋĺĺ śńşůăľŋőčő ćěłšőřă X śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^k ďőśšăšőůŋő šřěąőćăšĳ, ůšőąż ďń£ ń¿ąőčő z ∈ R^k ňŋőęěśšćő

{! : X(!) 6 z} := {! : X_1(!) 6 z_1; : : : ; X_k(!) 6 z_k} ∈ F:

Ğăňěůăŋĺě 1.3. Ŕőńěğŋő ŕřěďśšăćń£šĳ, ůšő ff-ăńčěąřă ňőęěš ŕőřőęďăšĳś£ ŋě šőńĳłő ňŋőęěśšćăňĺ, ŋő ĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Šăł, ğăŕĺśĳ A = ff{Xt; t ∈ T }, čďě X_t : ˙ → X_t, (X_t; B_t) { ĺğňěřĺňżě ŕřőśšřăŋśšćă, t ∈ T , őğŋăůăěš, ůšő A { ŋăĺňěŋĳÿă£ ff-ăńčěąřă ŕőďňŋőęěśšć ˙, šăłă£ ůšő X_t ∈ A|B_t ďń£ łăęďőčő t ∈ T . Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő A = ff{X^{−1}_t (B_t); B_t ∈ B_t; t ∈ T };

ĺ ěśńĺ X_t ∈ F|B_t ďń£ t ∈ T , šő, őůěćĺďŋő, A ⊂ F.

Őŕřěďěńĺň śńşůăľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (ś.ť.) łăł śěňěľśšćő ś.¡., ğăďăŋŋżţ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ). Šőůŋěě čőćőř£, ŕşśšĳ {(Xt; Bt); t ∈ T } | ŋěłőšőřă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šőčďă śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ X = X(t; !) ěśšĳ ťşŋłűĺ£ ďćşţ ăřčşňěŋšőć, ďěľśšćş¿źă£ ĺğ T × ˙ ć^⋃_{t∈T} Xt, šăłă£ ůšő X(t; !) ŕřĺ łăęďőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň t ∈ T £ćń£ěšś£ F | Bt-ĺğňěřĺňżň ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć Xt. Ťşŋłűĺ¿ X(t; !) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň ! ŋăğżćă¿š šřăěłšőřĺěľ,

řěăńĺğăűĺěľ ĺńĺ ćżąőřőůŋőľ ťşŋłűĺěľ. Ăřčşňěŋš ! ć ğăŕĺśĺ ś.ť. őążůŋő őŕşśłă¿š ĺ ŕĺÿşš ŕřőśšő X(t) ĺńĺ X_t. Ěśńĺ T ⊂ R, šő t ∈ T ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ćřěň£ ĺ śńşůăľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋăğżćă¿š śńşůăľŋżň ŕřőűěśśőň (ĺńĺ śńşůăľŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, łőčďă T ⊂ Z). Ěśńĺ T ⊂ R^d, d > 1, šő čőćőř£š ő śńşůăľŋőň ŕőńě. Śńşůăľŋżň ŕřőűěśśőň ŋăğżćă¿š ĺ ń¿ąş¿ ś.ť. (ŋě šőńĳłő ďń£ T ⊂ R), ěśńĺ ¡šő ŋě ćżğżćăěš ŋěďőřăğşňěŋĺľ. Ğďěśĳ ęě ğăňěšĺň, ůšő ďăńěě ŕő£ć£šś£ ŕřĺňěřż śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ śěňěľśšćőň ŕőďňŋőęěśšć ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă. Ćőőąźě, łńăśśĺťĺłăűĺ£ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ, őśŋőćăŋŋă£ ŋă śšřşłšşřě ŕăřăňěšřĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă T ĺńĺ ŋă šĺŕăţ ŕřőśšřăŋśšć (X_t; B_t)_{t∈T} , ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ łőšőřżţ ńěęăš šřăěłšőřĺĺ ¡šĺţ ťşŋłűĺľ, ŋě £ćń£ěšś£ ćśěőąžěňń¿źěľ. Ďěńő ć šőň, ůšő ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ šěţ ĺńĺ ĺŋżţ £ćńěŋĺľ ŋă ŕěřćżľ ŕńăŋ ćżśšşŕă¿š řăğşňŋżě śćőľśšćă ĺśŕőńĳğşěňżţ (ĺğşůăěňżţ) ŕřőűěśśőć. Ĺňěŋŋő ŕő¡šőňş ććőď£šś£ őąÿĺřŋżě (ćőőąźě čőćőř£, ŕěřěśěłă¿źĺěś£) łńăśśż śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ, ŋăŕřĺňěř, ŕřőűěśśż ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, čăşśśőćśłĺě ŕřőűěśśż, ňăřšĺŋčăńż ĺ š.ď.

Śěľůăś ňż ąőńěě ŕřĺśšăńĳŋő řăśśňőšřĺň ĺśţőďŋőě őŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Őłăğżćăěšś£, śńşůăľŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (š. ě. śěňěľśšćő ś.¡.) şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ łăł őďĺŋ ś.¡. ŋă (˙; F; P ) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć śőőšćěšśšćş¿źěň ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă T . Ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋőćżě ŕőŋ£šĺ£.

Ďń£ U ⊂ T (U ňőęěš śőćŕăďăšĳ ś T ) őŕřěďěńĺň ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć

X_U = ∏ t∈U X_t (1.1)

łăł śőćőłşŕŋőśšĳ ťşŋłűĺľ y, ğăďăŋŋżţ ŋă U ĺ šăłĺţ ůšő y(t) ∈ X_t ďń£ łăęďőčő t ∈ U (ŕřĺňěř šőčő, ůšő ŋě ćśěčďă ěśšěśšćěŋŋő ąřăšĳ X_t = X ŕřĺ łăęďőň t ∈ T řăśśňőšřěŋ ć łőŋűě ńěłűĺĺ).

Ěśńĺ V ⊂ U ⊂ T , ććěďěň őšőąřăęěŋĺě (ÀŕřőěłšĺřőćăŋĺěÁ) ı_{U,V} : X_U → X_V , ŕőńőęĺć ı_{U,V} y = y|_V , y ∈ X_U , š. ě. ćğ£ć śşęěŋĺě ŋă V ťşŋłűĺĺ y, ğăďăŋŋőľ ŋă U (řĺś. 1.1). 6

- U

y y|_V

V

Řĺś. 1.1

Ťĺłśĺřşěň t ∈ U ĺ B_t ∈ B_t. Őŕřěďěńĺň ć X_U À¡ńěňěŋšăřŋżľ űĺńĺŋďřÁ C_U (t; B_t):= := {y ∈ X_U : y(t) ∈ B_t}, š. ě. ćőğĳňěň ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ŋă U, łőšőřżě ć šőůłě t

6

- U q t^{y ∈ XU Bt}_{Řĺś. 1.2}

ŕřőţőď£š ůěřěğ ÀćőřőšăÁ B_t (śň. řĺś. 1.2). Ğăňěšĺň, ůšő C_U (t; B_t) = ı^{−1}_{U,t} B_t, čďě ı_{U,t} := ı_{U,{t}} ďń£ šőůłĺ t ∈ U.

Ććěďěň ć X_U űĺńĺŋďřĺůěśłş¿ ff-ăńčěąřş B_U , ŕőřőęďěŋŋş¿ ćśěćőğňőęŋżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ űĺńĺŋďřăňĺ, š. ě.

B_U = ff{ı^{−1}_{U,t} B_t; t ∈ U}: (1.2)

Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăňěůăŋĺěň 1.3 ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő B_U ŕőřőęďăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ıU,t; t ∈ U. Ďăńěě (šěőřěňă 1.5) ňż şćĺďĺň, ůšő šă ęě ff-ăńčěąřă B_U ŕőřőęďăěšś£ ćśěćőğňőęŋżňĺ űĺńĺŋďřăňĺ, š.ě. ňŋőęěśšćăňĺ ćĺďă ı^{−1}_{U,V} B_V , čďě V { łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő U, ă őśŋőćăŋĺě űĺńĺŋďřă B_V ∈ B_V .

Šěőřěňă 1.4. Ś.ť. X = X(t; !), š. ě. śěňěľśšćő F | Bt-ĺğňěřĺňżţ ś.¡. X(t; ·), t ∈ T , ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł F | B_T -ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě X: ˙ → X_T , śőŕőśšăćń£¿źěě ! ∈ ˙ šřăěłšőřĺ¿ X(·; !), š. ě.

!^X−→ X(·; !): (1.3)

Őąřăšŋő, ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě (1.3) £ćń£ěšś£ F | B_T -ĺğňěřĺňżň, šő {X(t; ·); t ∈ T } ěśšĳ śěňěľśšćő F | B_t-ĺğňěřĺňżţ ś.¡.

2 Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋšăřŋżľ űĺńĺŋďř CT (t; Bt), t ∈ T , Bt ∈ Bt. Šőčďă

X^{−1}(CT (t; Bt)) = {! : X(t; !) ∈ Bt} ∈ F, ŕőśłőńĳłş X(t; ·) ěśšĳ F | Bt-ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě. Őśšăěšś£ şůěśšĳ (1.2) ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďśšćĺěň 1.2.

Őąřăšŋő, ěśńĺ X ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (1.3), šő X(t; !) = ı_{T,t} X(!). Ĺğ ńěňňż 1.1 ćżšěłăěš, ůšő

ı^{−1}_{U,V} (B_V ) ⊂ B_U ďń£ V ⊂ U ⊂ T; (1.4)

š. ě. ı_{U,V} ∈ B_U | B_V (ŕřőőąřăğ ¡ńěňěŋšăřŋőčő űĺńĺŋďřă ĺğ X_V ěśšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżľ űĺńĺŋďř ć X_U ). Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő śşŕěřŕőğĺűĺ£ ĺğňěřĺňżţ őšőąřăęěŋĺľ ďăěš ĺğňěřĺňőě (őšŋőśĺšěńĳŋő śőőšćěšśšćş¿źĺţ ff-ăńčěąř) őšőąřăęěŋĺě. 2 Ğăňěšĺň, ůšő ć šěőřěňě 1.4 ążńő ŋěśşźěśšćěŋŋő, śŋăąęěŋő ĺńĺ ŋěš ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F) ňěřőľ P .

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ X : ˙ → X £ćń£ěšś£ F | B-ĺğňěřĺňżň ś.¡. ĺ ŋă (˙; F) ğăďăŋă ňěřă P . Řăśŕřěďěńěŋĺěň X ŋăğżćăěšś£ ňěřă ŋă B, őąőğŋăůăěňă£ P_X ĺńĺ P X^{−1}, šăłă£ ůšő

P X^{−1}(B) := P (X^{−1}(B)); B ∈ B: (1.5)

Ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő şŕřăęŋěŋĺ£ ŕřőćěřĳšě, ůšő ťőřňşńă (1.5) ğăďăěš ňěřş ŋă B.

Ĺğ šěőřěňż 1.4 ćżšěłăěš, ůšő ś.ť. X(t), t ∈ T , ĺŋďşűĺřşěš řăśŕřěďěńěŋĺě PX ŋă (XT ; BT ). Řăśŕřěďěńěŋĺě ś. ¡. X őąőğŋăůă¿š šăłęě L(X) ("law" { ğăłőŋ). Ŕőśńěďŋěě őąőğŋăůěŋĺě őśőąěŋŋő şďőąŋő, łőčďă X ěśšĳ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£,

’ & $ % ’ & $ % ’ & $ % ’ & $ %^q (˙, F, P ) (X , B, P_X) ω X(ω) X^{−1}(B)∈F B ∈Bq

Řĺś. 1.3

š. ě. X = {X_t; t ∈ T }. Ŋăŕřĺňěř, ğăŕĺśĳ L(X_t; t ∈ T ) = L(Y_t; t ∈ T ) őğŋăůăěš, ůšő P_X = P_Y ŋă ff-ăńčěąřě B_T (ğďěśĳ Y = {Y_t; t ∈ T }).

Šăłĺň őąřăğőň, ćśěčďă ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő P (! : X(·; !) ∈ B), čďě B ∈ BT . Ŕő¡šőňş ŋăÿěľ śńěďş¿źěľ ğăďăůěľ ąşďěš ŕőďřőąŋěě őğŋăłőňĺšĳś£ śő śšřşłšşřőľ ff-ăńčěąřż BT .

Őąőğŋăůĺň C_T = ⋃ J∈F (T ) ı^{−1}_{T,J} B_J :

Šěőřěňă 1.5. Ŕşśšĳ T | ąěśłőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ĺ N(T ) | śőćőłşŕŋőśšĳ śůě-

šŋżţ ŕőďňŋőęěśšć T . Šőčďă

B_T = ⋃ U ∈N(T ) B_{T,U}; čďě B_{T,U} = ı^{−1}_{T,U} B_U (1.6)

ĺ B_T = ff{C_T }.

2 Ŕőńőęĺň ET :=^⋃_{U ∈N(T )} BT,U, š. ě. ćőğĳňěň śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőęěśšć ĺğ XT , ćţőď£-

źĺţ ć łăłş¿-ńĺąő ĺğ őąžěďĺŋ£ěňżţ ff-ăńčěąř B_{T,U} . Ŕřőćěřĺň, ůšő E_T ěśšĳ ff-ăńčěąřă. Őůěćĺďŋő, X_T = ı^{−1}_{T,U} X_U ∈ B_{T,U} ďń£ ń¿ąőčő U ⊂ T , ĺ ěśńĺ A = ı^{−1}_{T,U} B, B ∈ B_U , šő X_T \ A = ı^{−1}_{T,U} (X_U \ B) ∈ B_{T,U} . Řăśśňőšřĺň A_n ∈ E_T , n ∈ N. Šőčďă A_n ∈ B_{T,Un}

ďń£ ŋěłőšőřőčő U_n ∈ N(T ). Śńěďőćăšěńĳŋő, A_n ∈ B_{T,M} , čďě M =^∞ ⋃ n=1 U_n ∈ N(T ),

š. ł. B_{T,V} ⊂ B_{T,U} ďń£ ń¿ążţ V ⊂ U ⊂ T . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ V ⊂ U ⊂ T ĺňěěň ı_{T,V} = ı_{U,V} ı_{T,U} , ŕő¡šőňş

ı^{−1}_{T,V} = ı^{−1}_{T,U} ı^{−1}_{U,V} ; (1.7)

ĺ B_{T,V} = ı^{−1}_{T,V} B_V = ı^{−1}_{T,U} (ı^{−1}_{U,V} B_V ) ⊂ ı^{−1}_{T,U} B_U = B_{T,U} ć śĺńş (1.4). Ĺšăł,^∞ ⋃ n=1 A_n ∈ B_{T,M} ⊂ E_T .

Őůěćĺďŋő šăłęě, ůšő B_{T,U} ⊂ B_{T,T} = B_T ďń£ ćśěţ U ⊂ T (ı_{T,T} | šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě X_T ). Ŕő¡šőňş E_T ⊂ B_T . Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T , ćğ£ć U ∈ N(T ) šăł, ůšőąż t ∈ U, ŕőńşůĺň ı^{−1}_{T,t} B_t = B_{T,{t}} ⊂ B_{T,U} ⊂ E_T . Ć śĺńş (1.2) B_T ⊂ E_T .

Ŕşśšĳ C_n = ı^{−1}_{T,Jn} B_n, čďě B_n ∈ B_{Jn} , J_n ∈ F (T ), n = 1; 2. Őąőğŋăůĺň J = J_1 ∪ J_2. Šőčďă C_n = ı^{−1}_{T,J} (ı^{−1}_{J,Jn} B_n), ŕřĺůěň ı^{−1}_{J,Jn} B_n ∈ B_J , n = 1; 2, ć śĺńş (1.4). Śńěďőćăšěńĳŋő, C_n ∈ ı^{−1}_{T,J} B_J , n = 1; 2, ĺ C_1 ∪ C_2 ∈ ı^{−1}_{T,J} B_J ⊂ C_T . Őůěćĺďŋő, X_T = ı^{−1}_{T,J} X_J ∈ C_T ĺ C_T ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ďőŕőńŋěŋĺ£. Ďăńěě, C_T ⊂ B_T śőčńăśŋő (1.4). Ŕő¡šőňş ff{C_T } ⊂ B_T . Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ı^{−1}_{T,t} B_t ⊂ C_T ďń£ t ∈ T , őšłşďă B_T = = ff{ı^{−1}_{T,t} B_t; t ∈ T } ⊂ ff{C_T }. 2

Ĺŋăůě čőćőř£, šěőřěňă 1.5 şšćěřęďăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B_T ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ y (y ĺğ XT ) ňŋőęěśšćş B őŕřěďěń£ěšś£ šőńĳłő ěě ğŋăůěŋĺ£- ňĺ ŋă ŋěłőšőřőň śůěšŋőň ňŋőęěśšćě U ⊂ T (ćżąőř U ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš B, ěśńĺ śăňő T śůěšŋő, šő (1.6) śćőďĺšś£ ł řăćěŋśšćş B_T = B_{T,T} ). Řăśśňőšřĺň T = [0; 1], ĺ ŕşśšĳ X_t = R ďń£ t ∈ T . Šőčďă ĺğ śłăğăŋŋőčő śńěďşěš, ůšő, ŋăŕřĺňěř, C[0; 1] =∈ B_T , š. ě. ŕőłă ňż ŋě ňőęěň śšăćĺšĳ ćőŕřőś ő ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő šřăěłšőřĺĺ ŕřőűěśśă ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ. Ăŋăńőčĺůŋő, ňŋőęěśšćő S_α = = {y ∈ X_T : sup_{t∈T} y(t) 6 ¸} =∈ B_T ŕřĺ ń¿ąőň ¸ ∈ R. Ĺšăł, ć śńşůăě ŋěśůěšŋőčő T ćőğŋĺłă¿š śěřĳěğŋżě šřşďŋőśšĺ ć ść£ğĺ ś šěň, ůšő ňŋőčĺě ĺŋšěřěśŋżě ňŋőęěśšćă ć ŕřőśšřăŋśšćě šřăěłšőřĺľ ŋě ćţőď£š ć űĺńĺŋďřĺůěśłş¿ ff-ăńčěąřş. Ŋěłőšőřżě śŕőśőąż ŕřěőďőńěŋĺ£ ¡šĺţ šřşďŋőśšěľ ąşďşš őąśşęďăšĳś£ ŕőğďŋěě.

Śěľůăś ęě ğăňěšĺň, ůšő ĺğşůěŋĺě řăśŕřěďěńěŋĺľ F | B-ĺğňěřĺňżţ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć X ĺ ĺğşůěŋĺě ňěř ŋă (X ; B) ŕő śşšĺ őďŋő ĺ šő ęě. Ňż şęě ćĺďěńĺ, ůšő ń¿ąőľ ś.¡. X ĺŋďşűĺřşěš ňěřş PX . Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě śőďěřęĺš ¡ńěňěŋšăřŋă£

Ńěňňă 1.6. Ń¿ąş¿ ňěřş Q ŋă (X ; B) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł řăśŕřěďěńěŋĺě

ŋěłőšőřőčő ś.¡. X.

2 Ćőğĳňěň ˙ = X , F = B, P = Q ĺ X = I (šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě). 2

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ŋă (X_T ; B_T ) ğăďăŋă ňěřă Q, šő śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ X(t; !), ĺňě¿źă£ P_X = Q, őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

X(t; !) = !(t) ďń£ !(·) ∈ X_T : (1.8)

Ć šăłőň śńşůăě (1.8) ěśšĳ śěňěľśšćő łőőřďĺŋăšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă X_T ; ŕřĺ ¡šőň čőćőř£š, ůšő ŕřőűěśś ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ğăďăŋ.

Řăśśňőšřĺň ňěřż ŋă ťşŋłűĺőŋăńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ćĺďă (1.1) ś űĺńĺŋďřĺůěśłĺňĺ ff-ăńčěąřăňĺ. Ŕşśšĳ ŋă (X_T ; B_T ) ĺňěěšś£ ňěřă Q. Šőčďă ŋă (X_U ; B_U ), U ⊂ T , ćőğŋĺłă¿š ňěřż Q_U := Qı^{−1}_{T,U} (ÀŕřőěłűĺĺÁ ĺńĺ őąřăğż ňěřż Q), śň. (1.4).

#” !#” !#” !

(X_T , B_T , Q) (X_U , B_U , Q_U = Qπ^{−1}_{T,U} ) (X_V , B_V , Q_U π^{−1}_{U,V} )

z zj π_{T,V}

π_{T,U} π_{U,V}

Řĺś. 1.4

Ŕő¡šőňş ďń£ V ⊂ U ⊂ T , şůĺšżćă£ (1.5), (1.7), ĺňěěň Qı^{−1}_{T,V} = Q(ı^{−1}_{T,U} ı^{−1}_{U,V} ) = = (Qı^{−1}_{T,U} )ı^{−1}_{U,V} . Ć ĺšőčě ŕőńşůěŋż şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ŕřőěłűĺľ ňěřż Q:

Q_V = Q_U ı^{−1}_{U,V} ŋă B_V ŕřĺ ćśěţ V ⊂ U ⊂ T: (1.9)

Ğăňěůăšěńĳŋżľ ťăłš śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć ćěśĳňă őąźěľ śĺšşăűĺĺ şďăěšś£ ŕőśšřőĺšĳ ňěřş ŋă BT , řăśŕőńăčă£ śőčńăśőćăŋŋżň śěňěľśšćőň ňěř QU , ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ łőŋěůŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ U (š. ě. (1.9) ćżŕőńŋěŋő ńĺÿĳ ďń£ V; U ∈ F (T ), čďě F (T ) { śőćőłşŕŋőśšĳ łőŋěůŋżţ ŕőďňŋőęěśšć T ).

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕőńŋőě śěŕăřăąěńĳŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ŕőńĳśłĺň. Ŋăŕřĺňěř, šăłőćő ŕřőśšřăŋśšćő R^k ś ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłőľ.

Šěőřěňă 1.7 (Łőńňőčőřőć). Ŕşśšĳ {Xt; t ∈ T } | śěňěľśšćő ŕőńĳśłĺţ ŕřő-

śšřăŋśšć ś ąőřěńěćśłĺňĺ ff-ăńčěąřăňĺ B_t = B(X_t). Ŕşśšĳ ŋă (X_J ; B_J ) ğăďăŋż śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż Q_J , J ∈ F (T ). Šőčďă ŋă (X_T ; B_T ) śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ňěřă Q, šăłă£ ůšő Q_J = Qı^{−1}_{T,J} ďń£ ćśěţ J ∈ F (T ).

İšă šěőřěňă (ďń£ ăąśšřăłšŋżţ ŕřőśšřăŋśšć X_t; t ∈ T ŋăğżćăěňă£ šăłęě šěőřěňőľ Łőńňőčőřőćă { Ďăŋĺ¡ń£) ąşďěš ďőłăğăŋă ć ńěłűĺĺ 2. Śěľůăś ęě őąśşďĺň ěě şśńőćĺ£ ĺ ŕőńşůĺň ćăęŋżě śńěďśšćĺ£. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő T | ń¿ąőě ŋěŕşśšőě ňŋőęěśšćő. Őďŋăłő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śěňěľśšćă ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšć (X_t; B_t), t ∈ T , šěőřěňă 1.7, ćőőąźě čőćőř£, ŕěřěśšăěš ďěľśšćőćăšĳ (śň. šăłęě šěőřěňş Ď1.2 ĺ ğăňěůăŋĺě Ď2.11).

Śńěďśšćĺě 1.8. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 1.7. Šőčďă śşźěśšćşěš ś.ť. X = X(t; !), ğăďăŋŋă£ ŋă T ĺ ŋěłőšőřőň (˙; F; P ), šăłă£ ůšő ňěřż Q_J , J ∈ F (T ), £ćń£¿šś£ ŕřőěłűĺ£ňĺ ňěřż P_X.

2 Ŕő šěőřěňě 1.7 ććěďěň šăłş¿ ňěřş Q ŋă (XT ; BT ), ůšő QJ = Qı^{−1}_{T,J} ďń£ ćśěţ

J ∈ F (T ). Ŕő ńěňňě 1.6 śšřőĺň ś.¡. X: ˙ → X_T , ďń£ łőšőřőčő P_X = Q. Ĺŋăůě čőćőř£, ğăďăěň X(t; !) ŕő ťőřňşńě (1.8). Ŋő šőčďă Q_J = P_Xı^{−1}_{T,J} ŕřĺ J ∈ F (T ). 2 Śńěďśšćĺě 1.9. Ŕşśšĳ {Xt; t ∈ T } | ń¿ąă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ŕőńĳśłĺţ ŕřőśš-

řăŋśšć. Ŕşśšĳ ŋă (X_t; B(X_t)) ğăďăŋż ŋěłőšőřżě ňěřż Q_t, t ∈ T . Šőčďă śşźěśšćşěš (˙; F; P ) ĺ śěňěľśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. X_t : ˙ → X_t, £ćń£¿źĺţś£ F | B(X_t)-ĺğňěřĺňżňĺ, ďń£ łőšőřżţ P_{Xt} = Q_t ŋă B(X_t), t ∈ T .

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő řěğşńĳšăšă ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ Ńěňňă 1.10. Śěňěľśšćő ňěř QJ ŋă (XJ ; BJ ), čďě J ∈ F (T ), śőčńăśőćăŋő šőčďă

ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

Q_I(B_I ) = Q_J ı^{−1}_{J,I} (B_I) (1.10)

ďń£ ń¿ąőčő Àŕř£ňőşčőńĳŋĺłăÁ B_I = {y ∈ X_I : y(t) ∈ B_t; t ∈ I; B_t ∈ B_t}, ćśěţ J ∈ F (T ) ĺ I ⊂ J.

2 Ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ BI őąřăğş¿š ŕőńşłőńĳűő ňŋőęěśšć ˝I ś ěďĺŋĺűěľ XI

(K | ŕőńşłőńĳűő, ěśńĺ ? ∈ K, ěśńĺ A_1; A_2 ∈ K ćńěůěš A_1 ∩ A_2 ∈ K ĺ A_2 \ A_1 ďń£ A_1 ⊂ A_2 ŕřěďśšăćĺňő łăł őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő (ğăćĺś£źěčő őš A_1 ĺ A_2) ůĺśńă ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć ĺğ K). Şůšěň, ůšő

B_I = ff{˝_I} (1.11)

(őůěćĺďŋő, B_I = ⋂ t∈I ı^{−1}_{I,t} B_t; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡ńěňěŋšăřŋżľ űĺńĺŋďř ć B_I šăłęě

£ćń£ěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőň). Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ňěřă őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ś ŕőńşłőńĳűă K (ś ěďĺŋĺűěľ) ŋă ŕőřőęďěŋŋş¿ ĺň ff-ăńčěąřş ff{K} (śň., ŋăŕř., [?, čń. 3, §3]). 2

2 Ďőłăęěň śńěďśšćĺě 1.9. Ďń£ I ∈ F (T ) ĺ BI ∈ BI śő śšőřőŋăňĺ Bt, t ∈ I,

ŕőńőęĺň

Q_I(B_I ) := ∏ t∈I Q_t(B_t): (1.12)

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Q_I ěśšĳ łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ňěřă ŋă ŕőńşłőńĳűě ˝_I, ă ğŋăůĺš, ć śĺńş (1.11) ěě ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕřőďőńęěŋŋőľ ďő ňěřż ŋă B_I (ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 7, śň. (7.28)). Ďń£ şłăğăŋŋżţ ňěř, őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋěŋő (1.10), š. ł. ı^{−1}_{J,I} (B_I ) = {y ∈ X_J : y(t) ∈ B_t; t ∈ ∈ I ĺ y(t) ∈ X_t; t ∈ J \ I}, ă Q_t(X_t) = 1, t ∈ T . Ŕő śńěďśšćĺ¿ 1.8 ŋăţőďĺň ś.ť. X(t; !) ŋă T ĺ (˙; F; P ), ďń£ łőšőřőľ Q_I = P_Xı^{−1}_{T,I} , I ∈ F (T ). Ŕřĺ ¡šőň

Q_t = Q_{{t}} = P_Xı^{−1}_{T,t} = P_{Xt} ; t ∈ T;

š. ł. X(t; !) = ı_{T,t} X(!) ĺ {! : X(t; !) ∈ B_t} = {! : X(·) ∈ ı^{−1}_{T,t} B_t} ďń£ B_t ∈ B(X_t). Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő X_t = X(t; ·), t ∈ T , | śěňěľśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡., š. ě. ďń£ ń¿ąőčő I ∈ F (T ) ĺ ń¿ąőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă B_I śő śšőřőŋăňĺ B_t, t ∈ I, P ( ⋂ t∈I {! : X_t ∈ B_t} ) = ∏ t∈I P (! : X_t ∈ B_t): (1.13)

Ć ńěćőľ ůăśšĺ (1.13) śšőĺš P (ı_{T,I} X ∈ B_I ) = P (X ∈ ı^{−1}_{T,I} (B_I )) = P_Xı^{−1}_{T,I} (B_I ) = Q_I(B_I ), ă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ | ∏ t∈I P_{Xt} (B_t) = ∏ t∈I Q_t(B_t). Šăłĺň őąřăğőň, (1.13) śŕřăćěďńĺćő ć

śĺńş (1.12). 2

Ďăńěě ňż ŋěőďŋőłřăšŋő şćĺďĺň, ůšő ňŋőčĺě ćăęŋżě ŕřőűěśśż şďăěšś£ śšřőĺšĳ, őšŕřăćń££śĳ őš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. Ŕřĺćěďěň ŕ£šĳ ŕřĺňěřőć šăłőčő řőďă.

Ŕřĺňěř 1.11. Ŕşśšĳ 1; 2; : : : | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ (ŋ.ő.ř.) śńşůăľŋżţ ćěłšőřőć, ğăďăŋŋżţ ŋă (˙; F; P ) ĺ ŕřĺŋĺňă¿- źĺţ ğŋăůěŋĺ£ ć R^k (k ¿ 1). Ććěďěň ¡ňŕĺřĺůěśłĺě ňěřż

P_n(B; !) = 1 n n∑ j=1 1_B(_j (!)); B ∈ B(R^k); n ∈ N: (1.14)

čďě 1_B(·) | ĺŋďĺłăšőř ňŋőęěśšćă B, š. ě.

1_B(x) = { 1; x ∈ B; 0; x =∈ B:

(1.15)

Ŕőńĳğş£śĳ őŕřěďěńěŋĺěň ś.ť. łăł śěňěľśšćă ś.¡., ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ťőřňşńă (1.14) ŕřĺ łăęďőň n ∈ N ğăďăěš śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżľ ąőřěńěćśłĺňĺ ňŋőęěśšćăňĺ B, š. ě. T = B(R^k).

Ŕřĺňěř 1.12. Ŕşśšĳ {“j ; j ∈ Z^d} { śńşůăľŋőě ŕőńě, őąřăğőćăŋŋőě ŋ.ő.ř. ćěłšőřăňĺ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^k. Ŕşśšĳ — | ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B(R^d), d ¿ 1. Őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś ůăśšŋżţ śşňň

S_n(B; !) = ∑ j∈Z^d “_j(!)—(nB ∩ C_j); B ∈ B([0; 1]^d); n ∈ N; (1.16)

čďě C_j = (j − 1; j] = (j_1 − 1; j_1] × : : :× (j_d − 1; j_d] | ěďĺŋĺůŋżľ łşą ś ćěřţŋěľ ćěřÿĺŋőľ ć šőůłě j ∈ Z^d, nB = {x = ny; y ∈ B}. Ĺğşůěŋĺě ŕřőűěśśőć ůăśšŋżţ śşňň ŕřĺ d = 1 ŕőğćőń£ěš čńşąęě ŕőŋ£šĳ "ďĺŋăňĺłş ŕőćěďěŋĺ£" “_1 + : : : + “_n ś řőśšőň n.

Ŕřĺňěř 1.13. Ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {j ; j ∈ N} ŋ.ő.ř. ŋěćżřőęďěŋŋżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ ğăďăďĺň "ŕřőűěśś ćőśśšăŋőćńěŋĺ£" ťőřňşńőľ

X_t(!) = max{n : ∑ j6n j (!) 6 t}; t > 0 (1.17)

Ćś¿ďş śůĺšăěň śşňňş ŕő ŕşśšőňş ňŋőęěśšćş řăćŋőľ ŋşń¿, ŕő¡šőňş Xt(!) = 0, ěśńĺ _1(!) > t. Ćőőąźě čőćőř£, X_t(!) ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ ć R = R ∪ {∞} (ŕřĺ ¡šőň

B(R) śőśšőĺš ĺğ B ĺ B ∪ {∞}, čďě B ∈ B(R)). Ŋăğćăŋĺě ŕřőűěśśă őąĳ£śŋ£ěš śńě-

ďş¿źă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£. Ŕşśšĳ, ŋăůĺŋă£ ś t_0 = 0, ć ňőňěŋšż, őšďěńěŋŋżě ďřşč őš ďřşčă ŕřőňěęşšłăňĺ _j , ŕřőĺśţőď£š ŕőńőňłĺ ŋěłőšőřőčő şśšřőľśšćă, ĺ ćżÿěďÿĺľ ĺğ śšřő£ ąńőł ňčŋőćěŋŋő ğăňěŋ£ěšś£ ŋőćżň. Šőčďă X_t ěśšĳ ůĺśńő ğăňěŋ ("ćőśśšăŋőćńěŋĺľ") ŋă ŕřőňěęşšłě (0; t].

Ŕřĺňěř 1.14. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {_j; j ∈ N}, {”_j; j ∈ N} šăłĺţ, ůšő {_j; ”_j; j ∈ N} ŋěğăćĺśĺňż ć śőćőłşŕŋőśšĺ ĺ L(_j ) = L(_1), L(”_j ) = L(”_1), j ∈ N. Ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łőŋśšăŋš c, y_0 őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś

Y_t(!) = y_0 + ct − Xt(ω)∑

j=1 ”_j(!); t ¿ 0; (1.18)

ğďěśĳ X_t(!) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (1.17). Ŕřőűěśśż ćĺďă (1.18) ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć ňőďěńĺ śšřăţőćăŋĺ£ Łřăňěřă { Ńşŋďąěřčă. Ă ĺňěŋŋő, śůĺšăěšś£, ůšő y0 { ŋăůăńĳŋżľ łăŕĺšăń łőňŕăŋĺĺ, c { śłőřőśšĳ ŕőśšşŕńěŋĺ£ ćğŋőśőć, ”_j { řăğňěř ćżŕńăšż ć śńşůăľŋżľ ňőňěŋš fi_j = ∑_j i=1 _i (j ∈ N). Šőčďă Y_t { łăŕĺšăń łőňŕăŋĺĺ ć ňőňěŋš t.

Ŕřĺňěř 1.15. Ŕşśšĳ — { łőŋěůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ňěřă (— ≢ 0), ğăďăŋŋă£ ŋă ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřě B(X ) ŕőńĳśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X . Ŕşśšĳ Y; X_1; X_2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě śńşůăľŋżě ¡ńěňěŋšż ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) šăłĺě, ůšő Y { ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ŕşăśśőŋőćśłă£ ćěńĺůĺŋă ś ŕăřăňěšřőň – = —(X ), ă X_1; X_2; : : : { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż, £ćń£¿źĺěś£ F|B(X ) { ĺğňěřĺňżňĺ ĺ ďń£ łőšőřżţ P_{X1} (B) = —(B)=—(X ) ŕřĺ B ∈ B(X ). Ćőğňőęŋőśšĳ šăłőčő ŕőśšřőěŋĺ£ ćżšěłăěš ĺğ śńěďśšćĺ£ 1.9 (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ňż ĺśŕőńĳğşěň ćěńĺůĺŋż Y ĺ X_k śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć řăğŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ). Ććěďěň ŋă B(X ) × ˙ ťşŋłűĺ¿ Z(B; !), ŕőńőęĺć

Z(B; !) = Y (ω)∑

j=1 1_B(X_j (!)); (1.19)

Z(B; !) = 0, łőčďă Y (!) = 0. Ťőřňşńă (1.19) őŕřěďěń£ěš šăł ŋăğżćăěňş¿ ŕşăśśőŋőćśłş¿ śńşůăľŋş¿ ňěřş ś ňěřőľ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ (ĺńĺ ćěďşźěľ ňěřőľ) —. Śńşůăľ ff-łőŋěůŋőľ ňěřż — őšŋěśěŋ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł ¡šőľ ńěłűĺĺ, čďě őąśşęďă¿šś£ ĺ ďřşčĺě ććěďěŋŋżě ŕřőűěśśż.

Ŋăłőŋěű őąřăšĺňś£ ł ćăęŋőňş ćőŕřőśş, łăłĺě śńşůăľŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ ć łăłőň śňżśńě őšőęďěśšćń£¿šś£.

Ŕřőűěśśż X = {X_t; t ∈ T } ĺ Y = {Y_t; t ∈ T } őŕřěďěńěŋŋżě ŋă (˙; F; P ) ĺ ďń£ t ∈ T ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ ć (X_t; B_t), ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ (ĺńĺ śšőţăśšĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ), ěśńĺ

P (! : X_t(!) = Y_t(!)) = 1 ďń£ łăęďőčő t ∈ T:

Ń¿ąőľ ŕřőűěśś Y, ¡łćĺćăńěŋšŋżľ X, ŋăğżćăěšś£ ňőďĺťĺłăűĺěľ ĺńĺ ćěřśĺěľ X (ŕřĺ ¡šőň, őůěćĺďŋő, ĺ X £ćń£ěšś£ ňőďĺťĺłăűĺěľ Y). Ćśěčďă şďőąŋő śůĺšăšĳ ćěřő- £šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕőŕőńŋěŋżň, š. ě. ćłń¿ůĺšĳ ć F ćśě ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšć P -ňěřż 0 ĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ĺň šőęě ňěřş 0. Šřăďĺűĺőŋŋżľ ŕřĺňěř ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕřőűěśśőć: T = ˙ = [0; 1], F = B([0; 1]), P { ňěřă Ńěąěčă ŋă [0; 1], X_t(!) = 1_{{t}}(!) (śň. (1.15)), Y_t(!) ≡ 0; t ∈ T; ! ∈ ˙. Őšňěšĺň, ůšő ćśě šřăěłšőřĺĺ X řăğřżćŋż, ă ćśě šřăěłšőřĺĺ Y ŋěŕřěřżćŋż.

Ŕřőűěśśż X ĺ Y (ćőğňőęŋő, ğăďăŋŋżě ŋă řăğŋżţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, ŋő ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ ć (X_t; B_t)) ŋăğżćă¿šś£ śšőţăśšĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ ć ÿĺřőłőň śňżśńě, łőčďă P_X = P_Y ŋă B_T . Ěśńĺ X ĺ Y ğăďăŋż ŋă őďŋőň (ŕőńŋőň) ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺ (X_t; B_t); t ∈ T { ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă, šő ĺğ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śńěďşěš ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ć ÿĺřőłőň śňżśńě.

Ŕřőűěśśż X = {X_t; t ∈ T } ĺ Y = {Y_t; t ∈ T }, ğăďăŋŋżě ŋă (˙; F; P ) ĺ ŕřĺŋĺňă¿- źĺě ğŋăůěŋĺ£ ć (X_t; B_t) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T , ŋăğżćă¿šś£ ŋěřăğńĺůĺňżňĺ, ěśńĺ

P (! : X_t(!) ≠ Y_t(!) ďń£ ŋěłőšőřőčő t ∈ T ) = 0;

š.ě. ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śőćŕăďă¿š šřăěłšőřĺĺ ¡šĺţ ŕřőűěśśőć. İšő ćńěůěš ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ X ĺ Y. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ łăęďőčő s ∈ T ĺňěěň

{! : X_s(!) ≠ Y_s(!)} ⊂ {! : X_t(!) ≠ Y_t(!) ďń£ ŋěłőšőřőčő t ∈ T }

(ff-ăńčěąřă F ŕőńŋă).

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 1.1. Ěśńĺ (Xn; Bn); n ∈ N { ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšć (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ŕőńĳśłĺţ) ĺ Qn { ňěřă ŋă Bn (n ∈ N), šő ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. X_n ∈ F|B_n šăłĺţ, ůšő L(X_n) = Q_n ŕřĺ n ∈ N.

İšő şŕřăęŋěŋĺě ńěčłő ćżŕőńŋĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ śńěďş¿źěčő řěğşńĳšăšă.

Šěőřěňă Ď1.2 (Ĺőŋěśłş Šşńůĺ, śň. [?, ś. 266]). Ŕşśšĳ ŋă (X1; B1) ğăďăŋă ňěřă Q1

ĺ ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő n ∈ N ĺ ćśěţ x_k ∈ X_k, k = 1; : : : ; n ŋă (X_{n+1}; B_{n+1}) ğăďăŋż ňěřż Q_n(x_1; : : : ; x_n; ·), šăłĺě ůšő Q_n(·; : : : ; ·; B) ∈ F_n|B(R) ŕřĺ ń¿ąőň B ∈ B_{n+1}, čďě F_n = ⋁_n k=1 B_k (ŋăĺňěŋĳÿă£ ff-ăńčěąřă, śőďěřęăźă£ B_1; : : : ; B_n). Ŕşśšĳ ďń£ B_k ∈ B_k, k = 1; : : : ; n (n ¿ 2)

P_n(B_1 × : : : × B_n) = ∫ B_1

Q_1(dx_1) ∫ B_2

Q_2(x_1; dx_2) : : : ∫ Bn Q_n(x_1; : : : ; x_{n−1}; dx_n) (1.20)

(ŕřăćă£ ůăśšĳ (1.20) őŕřěďěńěŋă ć śĺńş šěőřěňż Ťşąĺŋĺ). Šőčďă ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śşźěśšćş¿š ś.¡. X_n, šăłĺě ůšő L(X_1; : : : ; X_n) = P_n; n ∈ N.

Şŕř. 1.3. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř śěňěľśšćă ff-ăńčěąř Aλ; – ∈ ~, śőśšő£źĺţ ĺğ ŋěłőšőřżţ ŕőďňŋőęěśšć ˙, šăłĺţ, ůšő ∪_{λ∈~}A_λ ŋě £ćń£ěšś£ ff-ăńčěąřőľ (śřăćŋĺšě ś šěőřěňőľ 1.5).

Şŕř. 1.4. Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćő G śőśšőĺš ĺğ ťşŋłűĺľ g : R^d → R, łőšőřżě ŋě şążćă¿š ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş. Ŕőłăęĺšě, ůšő G ∈ B_T (X_t = R; t ∈ T = R^d). Ŋăľďĺšě P_X(G), čďě X = {X_t = (1 + f(t)”); t ∈ R^d}, f : R^d → R £ćń£ěšś£ ŋěćőğřăśšă¿źěľ (ŕő łăęďőľ ŕěřěňěŋŋőľ) ťşŋłűĺěľ, ă ĺ ” { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż, řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżě ŋă őšřěğłě [-1,2].

Şŕř. 1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ([0; 1]; B([0; 1]); P ), čďě P { ňěřă Ńěąěčă, ŋěćőğňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ śěňěľśšćő {X_t; t ∈ R} ŋěğăćĺśĺňżţ ąěřŋşńńĺěćśłĺţ ćěńĺůĺŋ, š. ě. šăłĺţ, ůšő P (X_t = 0) = P (X_t = 1) = 1=2 ŕřĺ łăęďőň t (śřăćŋĺšě śő śńěďśšćĺěň 1.9).

Şŕř. 1.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋĺ ŋă łăłőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋěćőğňőęŋő ğăďăšĳ śěňěľśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ (ŋ.ő.ř.) ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ś.ć. X(t; !); t ∈ R; ! ∈ ˙, šăł, ůšőąż ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 šřăěłšőřĺĺ X(·; !) ążńĺ ŋěŕřěřżćŋż ŋă R.

Şŕř. 1.7. Ŕşśšĳ C(R) { ŕřőśšřăŋśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ŋěŕřěřżćŋżţ

ŋă R. Ğăďăďĺň ŋă "ŋěŕřěřżćŋżţ űĺńĺŋďřăţ", ĺňě¿źĺţ őśŋőćăŋĺ£ňĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺ-

łĺ, š. ě. ŋă ňŋőęěśšćăţ ćĺďă D_J = {x ∈ C(R) : x(t) ∈ B_t; t ∈ J}, čďě B_t ∈ B(R); t ∈ J ĺ J ∈ F (R), ťşŋłűĺĺ Q_J (D_J ) := ∏ t∈J Q_0(B_t);

ğďěśĳ Q_0 { ŋěłőšőřă£ ňěřă ŋă B(R). Ďőłăęĺšě, ůšő Q_J ; J ∈ F (R) śőčńăśőćăŋż ŋă ŕőńşłőńĳűě ććěďěŋŋżţ ćżÿě űĺńĺŋďřőć ć C(R) ĺ őąńăďă¿š łőŋěůŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĳ¿, ŋő ŋě őąńăďă¿š śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĳ¿ (śřăćŋĺšě śő śńěďśšćĺěň 1.9).

Şŕř. 1.8. Łăł ćżčń£ď£š šřăěłšőřĺĺ ŕřőűěśśőć (1.17) ĺ (1.18)? Şŕř. 1.9. Ŕşśšĳ k = 1 ć őŕřěďěńěŋĺĺ (1.16), š. ě. {“j} { ŋ.ő.ř. śłăń£řŋżě ćěńĺůĺŋż, ĺ ŕşśšĳ d = 1. Ŕőńőęĺň

X_n(t; !) = 1 √ n S_n([0; t]; !); t ∈ [0; 1]:

Ŕőśšřőľšě čřăťĺł šřăěłšőřĺĺ ¡šőčő ŕřőűěśśă, ěśńĺ ă)— { ňěřă Ńěąěčă ŋă R; ą)— { "śůĺšă¿źă£ ňěřă", š.ě. —(B) = ∑ j∈Z 1_B(j); B ⊂ R:

Ő ŕřőűěśśăţ, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ŕşŋłšăţ ă) ĺ ą) şŕř. 1.9 (śőőšćěšśšćěŋŋő ś šřăěłšőřĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě C[0; 1] ĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě Śłőřőţőďă D[0; 1]) ĺŋšěřěśŋő ŕřőůĺšăšĳ čńăćż 2,3 ňőŋőčřăťĺĺ [?].

Şŕř. 1.10. Ŕşśšĳ k = 1 ć őŕřěďěńěŋĺĺ (1.14). Ŕőńőęĺň F^∗_n (x; !) = P_n((−∞; x]; !); x ∈ R:

Ŕőśšřőľšě čřăťĺł šřăěłšőřĺĺ ŕřőűěśśă F^∗_n (x; !), ŋăğżćăěňőčő ¡ňŕĺřĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ć ůěň ąşďěš őšńĺůĺě śńşůăěć, łőčďă _j řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋż ŋă [0; 1], ĺ łőčďă _j { ąěřŋşńńĺěćśłĺě ćěńĺůĺŋż, š. ě. P (_j = 1) = p, P (_j = 0) = 1 − p, 0 < p < 1?

Łńăśś ňŋőęěśšć M ⊂ B(R^k) ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋő-ăŕŕřőłśĺňĺřşěňżň (ł.-ă.) őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Q, ğăďăŋŋőľ ŋă B(R^k), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ňőęŋő şłăğăšĳ S^{(ε)}_1 ; : : : ; S^{(ε)}_N ∈ B(R^k), čďě N = N("), šăłĺě, ůšő ďń£ łăęďőčő B ∈ M ŋăľďşšś£ S^{(ε)}_i ĺ S^{(ε)}_j śő śćőľśšćăňĺ S^{(ε)}_i ⊂ B ⊂ S^{(ε)}_j ĺ Q(S^{(ε)}_j \ S^{(ε)}_i ) < ".

Šěőřěňă Ď1.11 (śň. [?, ś. 421]). Ŕşśšĳ M { łńăśś ňŋőęěśšć, ł.-ă. őšŋőśĺšěńĳ-

ŋő ňěřż Q. Ŕşśšĳ P_n(B; !) { ŕřőűěśś, őŕřěďěńěŋŋżľ ťőřňşńőľ (1.14), ĺ P_{ξ1} = Q. Šőčďă sup_{B∈M} |P_n(B; !) − Q(B)| → 0 ŕřĺ n → ∞ (1.21)

ďń£ ćśěţ ! ∈ ~˙, čďě ˙ \ ~˙ ⊂ ˙_0 ĺ P (˙_0) = 0. Ĺŋăůě čőćőř£, ěśńĺ ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; P ) ŕőńŋő, šő ć (1.21) ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1. Şŕř. 1.12. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśś M = {(−∞; x]; x ∈ R^k}, š. ě. śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőęěśšć ćĺďă (−∞; x_1] × · · · × (−∞; x_k], (x_1; : : : ; x_k) ∈ R^k, £ćń£ěšś£ ł.-ă. őšŋőśĺšěńĳŋő ń¿ąőľ (ćěřő£šŋőśšŋőľ) ňěřż Q. Šěň śăňżň śŕřăćěďńĺć ňŋőčőňěřŋżľ ćăřĺăŋš šěőřěňż Čńĺćěŋłő { Łăŋšěńńĺ ő ŕ.ŋ. řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŕřĺ n → ∞ ¡ňŕĺřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F^∗_n (x; !) := P_n((−∞; x]; !) ł ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_{ξ1}(x).

Şŕř. 1.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ňěřă Q = Pξ_1 £ćń£ěšś£ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă ć R^k ĺ M { łńăśś ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć, šő (1.21) šăłęě śŕřăćěďńĺćő (ŋěšřĺćĺăńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě, ŋě ćżšěłă¿źěě ĺğ şŕř. 1.12, őšŋőśĺšś£ ł śńşůă¿ k ¿ 2).

Şŕř. 1.14. Ŕőłăęĺšě, ůšő şšćěřęďěŋĺě, śőďěřęăźěěś£ ć şŕř. 1.13, ňőęěš śšăšĳ ŋěćěřŋżň, ěśńĺ őšłăğăšĳś£ őš şśńőćĺ£ ăąśőń¿šŋőľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ Q őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă (ŕřĺ k ¿ 2).

Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ¡ňŕĺřĺůěśłĺţ ňěř, ă šăłęě ¡ňŕĺřĺůěśłĺţ ŕřőűěśśőć, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ śěňěľśšćőň ťşŋłűĺľ, ŕőść£źěŋă őąÿĺřŋă£ ńĺšěřăšşřă, śň., ŋăŕř., [?], [?].

Ŕşśšĳ A ⊂ B([0; 1]^d), d ¿ 1. Ďń£ ťşŋłűĺĺ F : A → R őąőğŋăůĺň ‖F ‖_A = sup_{A∈A} |F (A)|.

Ŕőńőęĺň F_δ(A) = |A^{(δ)}|, čďě A ∈ A, ‹ > 0 ĺ A^{(δ)} = {x ∈ R^d : ȷ(x; A) < ‹}, ğďěśĳ ȷ(x; A) = inf_{y∈A} ȷ(x; y), ȷ { ěćłńĺďőćă ňěšřĺłă ĺ | · | { ňěřă Ńěąěčă ć R^d.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő łńăśś ňŋőęěśšć A ⊂ B([0; 1]^d) šăłőć, ůšő

‖F_δ‖_A → 0; ŕřĺ ‹ → 0 + : (1.22)

Şŕř. 1.15. Ďőłăęĺšě, ůšő (1.22) ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ A { łńăśś ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ćĺďă [a_1; b_1] × · · · × [a_d; b_d] ⊂ [0; 1]^d.

Ŕőśšăřăľšěśĳ śăňőśšő£šěńĳŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă Ď1.16 (řăćŋőňěřŋżľ şśĺńěŋŋżľ ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń, śň. [?]).

Ŕşśšĳ {X_j ; j ∈ N^d} { śńşůăľŋőě ŕőńě, śőśšő£źěě ĺğ ŋ.ő.ř. ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ śő śřěďŋĺň c. Ŕşśšĳ łńăśś ňŋőęěśšć A ⊂ B([0; 1]^d) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (1.22). Šőčďă ‖n^{−d}S_n(·) − | · |c‖_A → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞;

ğďěśĳ S_n(A) = ∑ j∈nA Xj, nA = {x = ny; y ∈ A}, n ∈ N, š. ě. ś ŋőřňĺřőćłőľ n −d řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřőűěśś ůăśšŋżţ śşňň (1.16), čďě — { śůĺšă¿źă£ ňěřă.

Őą ĺśśńěďőćăŋĺĺ ŕřőűěśśőć, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ ňŋőęěśšćăňĺ, śň. šăłęě [?], [?]. Ŕřőűěśśż ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ (1.17) ĺčřă¿š ćăęŋş¿ řőńĳ ć ŕřĺłńăďŋżţ ĺśśńěďőćăŋĺ£ţ. Ŕřőűěśś ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřěšŋżň, ěśńĺ řăśŕřěďěńěŋĺě _1 { řěÿěšůăšőě, š. ě. śőśřěďőšőůěŋő ŋă ňŋőęěśšćě ćĺďă k–, čďě k ∈ Z, ă – > 0 { ŕăřăňěšř, ŋăğżćăěňżľ "ÿăčőň řăśŕřěďěńěŋĺ£" (ěśńĺ _1 { ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ćěńĺůĺŋă, šő k = 0; 1; 2; : : : ). Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕřőűěśś ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň.

Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ u(t); t > 0, łăł śřěďŋěě ůĺśńő ćőśśšăŋőćńěŋĺľ ŋă ŕřőňěęşšłě (0; t], š. ě. u(t) = EX_t.

Şŕř. 1.17. Ďőłăęĺšě, ůšő u(t) < ∞ ďń£ ćśěţ t > 0.

Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ őśŋőćŋă£ šěőřěňă šěőřĺĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£.

Šěőřěňă Ď1.18 (Ąń¡łşěń, śň., ŋăŕř., [?, ś. 46]). Ďń£ ŋěŕřěřżćŋőčő ŕřőűěśśă ćőś-

śšăŋőćńěŋĺ£ u(t + s) − u(t) → s=c

ŕřĺ t → ∞ ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő s > 0, čďě c = E_1 (śůĺšăěň ťőřňăńĳŋő 1=∞ = 0). Ďń£ ďĺśłřěšŋőčő ŕřőűěśśă ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ŕřĺ s, łřăšŋżţ ÿăčş – řăśŕřěďěńěŋĺ£ _1.

Ő ŕřőűěśśăţ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śň. [?], [?].

Şŕř. 1.19. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş Z(B; ·), őŕřěďěńěŋŋőě śőčńăśŋő (1.19), £ćń£ěšś£ ŕřĺ łăęďőň B ∈ B(X ) śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě (Z_+; A),

čďě Z+ = {0; 1; : : : } = {0} ∪ N, A { ff-ăńčěąřă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć Z+ (őšś¿ďă ćżšěłă-

ěš, ůšő {Z(B); B ∈ B(X )} { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżľ ňŋőęěśšćăňĺ B(X )).

Ŕşśšĳ — { ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă (X ; B), š.ě. X = ∪^∞_{m=1}Xm, čďě Xm ∈ B ĺ 0 < —(X_m) < ∞, m ∈ N. Ć ¡šőň śńşůăě łőŋśšřşłűĺ¿ ŕşăśśőŋőćśłőľ śńşůăľŋőľ ňěřż (1.19) ńěčłő ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ŕőśšřőĺň śůěšŋş¿ śőćőłşŕŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ

Y^{(1)}; X^{(1)}_1 ; X^{(1)}_2 ; : : : ; Y^{(m)}; X^{(m)}_1 ; X^{(m)}_2 ; : : :

šăłĺţ, ůšő Y^{(m)} ĺňěěš řăśŕřěďěńěŋĺě Ŕşăśśőŋă ś ŕăřăňěšřőň

–_m = —(X_m); L(X^{(m)}_j ) = —(·)=—(X_m) ŋă B_m = B ∩ X_m; m; j ∈ N:

Ŕőńőęĺň

Z_m(D; !) =

Y^{(m)}(ω) ∑ j=1 1_D(X^{(m)}_j (!)); D ∈ B_m; ! ∈ ˙:

Z(B; !) = ∞∑ m=1 Z_m(B ∩ X_m; !); B ∈ B; ! ∈ ˙: (1.23)

Őšňěšĺň, ůšő Z(B; !) ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ĺ ąěśłőŋěůŋżě ğŋăůěŋĺ£. Ěśńĺ ćňěśšő šěőřěňż Łőńňőčőřőćă ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ šěőřěňőľ Ĺőŋěśłş Šşńůĺ (śň. şŕř. 1.1), šő ğďěśĳ ĺ ć ŕřĺňěřě 1.15 ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (X ; B).

Şŕř. 1.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ —(B) = ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő B ∈ B, šő Z(B) = ∞ ŕ.ŋ., ă ěśńĺ —(B) < ∞, šő Z(B) < ∞ ŕ.ŋ.

Šěőřěňă Ď1.21 (śň. [?, ś. 24]). Ŕşăśśőŋőćśłă£ śńşůăľŋă£ ňěřă, š.ě. ŕřőűěśś (1.23),

őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ:

1. Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ążţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć B_1; : : : ; B_n ∈ B ćěńĺůĺŋż Z(B_1; ·); : : : ; Z(B_n; ·) ŋěğăćĺśĺňż.

2. Ďń£ łăęďőčő B ∈ B ćěńĺůĺŋă Z(B; ·) ĺňěěš řăśŕřěďěńěŋĺě Ŕşăśśőŋă ś ŕăřăňěšřőň —(B).

3. Šřăěłšőřĺĺ Z(·; !) £ćń£¿šś£ űěńőůĺśńěŋŋżňĺ ňěřăňĺ ŋă ff-ăńčěąřě B.

Şšőůŋĺň, ůšő ŕşăśśőŋőćśłş¿ ćěńĺůĺŋş ś ŕăřăňěšřőň – = ∞ ňż ŕőŋĺňăěň, łăł ćěńĺůĺŋş, řăćŋş¿ ąěśłőŋěůŋőśšĺ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă.

Ćěńĺůĺŋş Z(B) ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ, łăł ůĺśńő "śńşůăľŋżţ šőůěł", ŕőŕăćÿĺţ ćő ňŋőęěśšćő B ∈ B. Ć ¡šőľ ść£ğĺ ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš śńěďş¿źěě şŕřăęŋěŋĺě.

Şŕř. 1.22. [śň. [?, ś. 370]] Ŕşśšĳ B ∈ B šăłőćő, ůšő 0 < —(B) < ∞, čďě — { ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă (X ; B). Ŕşśšĳ B = ∪^n_{q=1}B_q, čďě B_q ∈ B, B_j ∩ B_q = ∅ ŕřĺ q ≠ j (q; j = 1; : : : ; n). Šőčďă ďń£ ń¿ążţ k_1; : : : ; k_n ∈ Z_+ ĺ k = ∑_n q=1 k_q ĺňěěň

P (Z(B_1) = k_1; : : : ; Z(B_n) = k_n|Z(B) = k) = = k! k_1! · · · k_n! ( —(B_1) —(B) )_{k1} · · · ( —(B_n) —(B) )_{kn} : (1.24)

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ B = B(R^d), d ¿ 1, šő (1.24) ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň ůĺśńě "ŕşăśśőŋőćśłĺţ šőůěł", ŕőŕăćÿĺţ ćő ňŋőęěśšćő B (łőŋěůŋőčő ĺ ŋěŋşńěćőčő őąžěňă) ĺţ ňěśšőŕőńőęěŋĺě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł šăłőě, łăłőě ĺňě¿š k ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżţ ć B.

Śńşůăľŋżň šőůěůŋżň ŕřőűěśśăň ĺ ŕőń£ň, łăł őůěŋĳ ćăęŋżň ňőďěń£ň, ĺśŕőńĳğşěňżň ć ťĺğĺłě ĺ šěţŋĺłě, ŕőść£źěŋă őąÿĺřŋă£ ńĺšěřăšşřă (śň., ŋăŕř., [?, ?] ĺ šăň ęě ąĺąńĺőčřăťĺ¿).

Šěŕěřĳ ňż řăśśňőšřĺň ćőŕřőśż, ść£ğăŋŋżě ś őšőęďěśšćńěŋĺěň śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ.

Şŕř. 1.23. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŕřőűěśśőć X = {Xt; t ∈ T } ĺ Y = {Yt; t ∈ T }, ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň (˙; F; P ), śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T , šăłĺţ, ůšő P_X = P_Y ŋă B_T , ŋő X ĺ Y ŋě¡łćĺćăńěŋšŋż.

Şŕř. 1.24. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř (ďěľśšćĺšěńĳŋőčő) ŕřőűěśśă X = {Xt; t ∈ T } ĺ ňŋőęěśšć D; L =∈ B_T šăłĺţ, ůšő {! : X(·; !) ∈ D} ∈ F ĺ {! : X(·; !) ∈ L} =∈ F.

Şŕř. 1.25. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕřőűěśśőć X = {Xt; t ∈ T } ĺ Y = {Yt; t ∈ T }, ă šăłęě ňŋőęěśšćă D =∈ BT šăłĺţ, ůšő A = {! : X(·; !) ∈ D} ∈ F ĺ B = {! : Y (·; !) ∈ D} ∈ F, ŋő P (A) ≠ P (B).

Şŕřăęŋěŋĺ£ 1.24 ĺ 1.25 ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŋě ćśěčďă ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő ćěřő£šŋőśšĺ ŕőŕăďăŋĺ£ ŕřőűěśśă ć ňŋőęěśšćő, ŋě ćţőď£źěě ć űĺńĺŋďřĺůěśłş¿ ff-ăńčěąřş, ŋő ěśńĺ ¡šő ĺ ćőğňőęŋő, šő ćěřő£šŋőśšĳ ŕőŕăďăŋĺ£ ć šăłőě ňŋőęěśšćő ŋě őą£ğăŋă őŕřěďěń£šĳś£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ňĺ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć ćěńĺůĺŋ {X(tj ); tj ∈ T; j = 1; : : : ; n}; n ∈ N.

Şŕř. 1.26. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕřőűěśśőć šăłĺţ, ůšő őŋĺ ŋě £ćń£- ¿šś£ ŋěřăğńĺůĺňżňĺ.

Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋăĺąőńěě ÿĺřőłő ŕřĺňěŋ£ěňżľ ŕőďţőď śőśšőĺš ć šőň, ůšő (ěśńĺ ćőğňőęŋő) ćżąĺřăěšś£ ňőďĺťĺłăűĺ£ ĺśţőďŋőčő ŕřőűěśśă, łőšőřă£ őąńăďăěš őŕřěďěńěŋŋżňĺ "ţőřőÿĺňĺ" śćőľśšćăňĺ. Ĺśţőďŋżľ ŕřőűěśś śšřőĺšś£, łăł ŕřăćĺńő, ŋă őśŋőćě šěőřěňż Łőńňőčőřőćă, łőšőřă£ ŋĺůěčő ŋě şšćěřęďăěš ő śćőľśšćăţ šřăěłšőřĺľ ¡šőčő ŕřőűěśśă.

Őšňěšĺň ěźě ŋěśłőńĳłő ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋżţ ňőňěŋšőć. Őążůŋő śşźěśšćěŋŋő, ć łăłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ŕřĺŋĺňă¿š ğŋăůěŋĺ£ ćěńĺůĺŋż X_t; t ∈ T , ĺ ŋěćăęŋő, ŋă łăłőň "ťşŋďăňěŋšě" (˙; F; P ) őŋĺ őŕřěďěńěŋż (ţőš£ šăłőľ ťşŋďăňěŋš ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ!). Šăłĺň őąřăğőň, ňőęŋő śšăćĺšĳ ćőŕřőś ő ŕěřěőŕřěďěńěŋĺĺ ŕřőűěśśă X = {Xt; t ∈ T } ŋă ŋőćőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ^(˙; F; P ). Ůăśšő ŕřĺţőďĺšś£ řăśÿĺř£šĳ ĺśţőďŋőě ćěřő- £šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, (ůšőąż ğăďăšĳ ěźě łăłĺě-šő ŕřőűěśśż) ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ^ (˙; F; P ) = (˙; F; P ) × (˙^′; F^′; P^′). Ć ¡šőň śńşůăě X ďőőŕřěďěń£ěšś£ ŋă ˙ × ˙^′ ŕő ťőřňşńě

Y (~!) = X(!) ďń£ ~! = (!; !^′) ∈ ˙ × ˙^′: (1.25)

Šőčďă, őůěćĺďŋő, P_Y = P_X ŋă B_T .

Řăğńĺůŋżě ŕőśšăŋőćłĺ ğăďăů ő ŕőśšřőěŋĺĺ ŕřőűěśśőć ś ğăďăŋŋżňĺ śćőľśšćăňĺ šřăěłšőřĺľ ŕřěćőśţőďŋő ĺğńőęěŋż ć [?] ŋă śšř. 120 { 130. Ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 2 ňż ğăšřőŋěň ŋěłőšőřżě ćőŕřőśż, őšŋőś£źĺěś£ ł ¡šőľ ŕřőąńěňăšĺłě ĺ ŋě ćőÿěďÿĺě ć [?].

Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ĺďě£ ŕěřěőŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőűěśśă ďěľśšćşěš ĺ ć őąńăśšĺ ěčő ğŋăůěŋĺľ. Ŕşśšĳ (Xt; Bt)t∈T ĺ (Yt; Et)t∈T { śěňěľśšćă ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ h_t : X_t → Y_t, h_t ∈ B_t|E_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ T . Śńěďş¿źĺě ŕ£šĳ ćğăĺňőść£ğăŋŋżţ şŕřăęŋěŋĺľ ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăŋż ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 2.

Şŕř. 1.27. Ďń£ V ⊂ T (V ňőęěš śőćŕăďăšĳ ś T ) ććěďěň őšőąřăęěŋĺě hV : XV → YV , ŕőńőęĺć

h_V (x) = y; čďě x = (x_t; t ∈ V ); y = (h_t(x_t); t ∈ V ); (1.26)

Ŕřőćěřĳšě, ůšő h_V ∈ B_V |E_V ďń£ łăęďőčő V ⊂ T (E_V { űĺńĺŋďřĺůěśłă£ ff-ăńčěąřă ć Y_V = ∏ t∈V Y_t). Şŕř. 1.28. Ŕşśšĳ QJ { śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ (XJ ; BJ ); J ∈ F (T ).

Ďőłăęĺšě, ůšő —_J = Q_J h^{−1}_J { śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż ŋă (Y_J ; E_J ); J ∈ F (T ), ěśńĺ h_J őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (1.26).

Şŕř. 1.29. Ŕşśšĳ (Xt; Bt)t∈T ĺ (Yt; Et)t∈T { śěňěľśšćă ĺğőňőřťŋżţ ŕřőśšřăŋśšć (ŕĺÿěň (X_t; B_t) ∼ (Y_t; E_t); t ∈ T ), š.ě. ďń£ łăęďőčő t ∈ T ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě h_t : X_t → Y_t, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň, ŕřĺůěň h_t ∈ B_t|E_t ĺ h^{−1}_t ∈ E_t|B_t. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă (Y_T ; E_T ) śşźěśšćşěš ňěřă — ś ŕřőěłűĺ£ňĺ —_J = Q_J h^{−1}_J ; J ∈ F (T ). Šőčďă ňěřă Q = —h_T ĺňěěš ŕřőěłűĺ£ňĺ ňěřż Q_J ; J ∈ F (T ) (ğďěśĳ —h_T = —(h^{−1}_T )^{−1}).

Şŕř. 1.30. Ŕşśšĳ (Yt; Et) ⊂ (Zt; At); t ∈ T , š.ě. Yt ⊂ Zt ĺ Et ⊂ At ďń£ t ∈ T (šőčďă őůěćĺďŋő E_V ⊂ A_V ďń£ V ⊂ T ). Ŕşśšĳ ŋă (Y_J ; E_J ) ğăďăŋż śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż —_J , J ∈ F (T ). Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă

P_J (A) = —_J (A ∩ Y_J ); A ∈ A_J (1.27)

őŕřěďěń£ěš śőčńăśőćăŋŋőě śěňěľśšćő ňěř ŋă (Z_J ; A_J ); J ∈ F (T ). Ŕřĺ ¡šőň, őůěćĺďŋő, P_J = —_J ŋă E_J ďń£ J ∈ F (T ).

Şŕř. 1.31. Ŕşśšĳ ŋă (ZT ; AT ) śşźěśšćşěš ňěřă P , ĺňě¿źă£ ŕřőěłűĺ£ňĺ PJ , J ∈ F (T ), ťĺčşřĺřş¿źĺě ć (1.27). Ďőłăęĺšě, ůšő P h_T (š.ě. P (h^{−1}_T )^{−1}) £ćń£ěšś£ ňěřőľ ŋă (X_T ; B_T ) ś ŕřőěłűĺ£ňĺ Q_J ŋă (X_J ; B_J ), J ∈ F (T ).

Ğăňěšĺň, ůšő ĺśŕőńĳğşěšś£ šăłęě ŕěřěŕăřăňěšřĺğăűĺ£ ĺśţőďŋőčő ŕřőűěśśă, š.ě. ĺğşůěŋĺě ŕřőűěśśă Y_s = X_g−1_{(s)}; s ∈ S, čďě g : T → S { ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě.

Ŕřőĺğćőď£ ŕěřěŕăřăňěšřĺğăűĺ¿, ŋě śńěďşěš ğăążćăšĳ, ůšő, łăł ŕřăćĺńő, śšřşłšşřă ğăćĺśĺňőśšĺ ćěńĺůĺŋ {X_t; t ∈ U} ĺ {X_t; t ∈ V } ďń£ U; V ⊂ T ść£ğăŋă ś čěőňěšřĺůěśłĺňĺ ăśŕěłšăňĺ řăśŕőńőęěŋĺ£ ňŋőęěśšć U ĺ V . Ć ř£ďě ğăďăů őš ĺśţőďŋőčő ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă (T; ȷ) śőćěřÿăěšś£ ŕěřěţőď ł ŕśěćďőňěšřĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş (T; ‹) (ć őšńĺůĺě őš ňěšřĺłĺ, ěśńĺ ‹(x; y) = 0, šő ŋěőą£ğăšěńĳŋő x = y). Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ X_t = R ĺ EX^2_t < ∞; t ∈ T , šő ĺśŕőńĳğşěšś£ "ěśšěśšćěŋŋă£ ŕőńşňěšřĺłă" (ŕśěćďőňěšřĺłă)

‹(s; t) = (E(X_t − X_s)^2)^{1/2}: (1.28)

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőčő řăğďěńă ňż şŕőň£ŋěň čńşąőłş¿ ĺ ŕńőďőšćőřŋş¿ šěőřĺ¿, řăğćĺšş¿ ąńăčőďăř£ šřşďăň Ř.Ń. Ďőąřşÿĺŋă, Ő.Ě. Ńăŋťőřďă ĺ Ď. Ř¿¡ń£, ă šăłęě ĺţ ŕőśńěďőćăšěńěľ. Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ğďěśĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż śšřőĺšĳ śńşůăľŋżě ŕőń£, őšŕřăćń££śĳ őš ďőńęŋżň őąřăğőň śőčńăśőćăŋŋżţ şśńőćŋżţ řăśŕřěďěńěŋĺľ. Ŕőśłőńĳłş şłăğăŋŋżľ ćőŕřőś £ćń£ěšś£ šěţŋĺůěśłĺ śńőęŋżň, ňż őšŋěśńĺ ěčő ć Ŕřĺńőęěŋĺě 1, čďě ďă¿šś£ ŕěřćőŋăůăńĳŋżě śćěďěŋĺ£ ő čĺąąśőćśłĺţ śńşůăľŋżţ ŕőń£ţ. Šěőřĺĺ şŕőň£ŋşšżţ ŕőńěľ ŕőść£źěŋż ňőŋőčřăťĺĺ [?], [?].

Őšňěšĺň šăłęě ďćă ŋőćżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ ć šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, ĺŋšěŋśĺćŋő řăğćĺćă¿źĺěś£ ć ŕőśńěďŋĺě čőďż. Ŕěřćőě ść£ğăŋő ś ĺğşůěŋĺěň śşŕěřŕřőűěśśőć, š.ě. śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ ňěř (śň., ŋăŕř., [?], [?]). Ćšőřőě őšŋőśĺšś£ ł łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ (śň. [?], [?] [?], [?]).

Ńěłűĺ£ 2. Śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż. Ŕřőűěśśż ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ.

Śőćŕăďěŋĺě ąőřěńěćśłőľ ĺ űĺńĺŋďřĺůěśłőľ σ-ăńčěąř ć łőŋěůŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕőńĳśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć. Řěčşń£řŋőśšĳ ňěř ć ňěšřĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ ňěřż ąőřěńěćśłőčő ňŋőęěśšćă ňěřăňĺ ćńőęěŋŋżţ łőňŕăłšőć. Űĺńĺŋďřĺůěśłă£ ăńčěąřă C_T . Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Łőńňőčőřőćă. Łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ. Şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ňěř Q_{t1,... ,tn} ďń£ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć šőůěł t_1, . . . , t_n ∈ T . Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ňěřż ŋă (R^n, B(R^n)). Şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ňěř ŋă ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ć šěřňĺŋăţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. Łřĺšěřĺľ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕřőűěśśă ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ. Ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Łőńňőčőřőćă ŕőŋăďőąĺšś£ ř£ď ńěňň.

Ńěňňă 2.1. Ŕşśšĳ Xt, t ∈ T , | ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă śőőšćěšśšćěŋŋő ś

ňěšřĺłăňĺ ȷ_t ĺ ąőřěńěćśłĺňĺ ff-ăńčěąřăňĺ B_t = B(X_t). Šőčďă ŕřőśšřăŋśšćő X_J , J ∈ F (T ), śŋăąęěŋŋőě ňěšřĺłőľ

ȷ_J (y(·); z(·)) = max_{t∈J} ȷ_t(y(t); z(t)); (2.1)

£ćń£ěšś£ ŕőńĳśłĺň. Ŕřĺ ¡šőň B_J = B(X_J), š. ě. űĺńĺŋďřĺůěśłă£ ff-ăńčěąřă śőćŕăďăěš ś ąőřěńěćśłőľ.

2 Őůěćĺďŋő, ȷ_J őąńăďăěš ćśěňĺ śćőľśšćăňĺ ňěšřĺłĺ. Śţőďĺňőśšĳ ć ¡šőľ ňěšřĺłě

ťşŋłűĺľ y_n(·) ∈ X_J řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ŕřĺ n → ∞ śţőď£šś£ y_n(t) ć (X_t; ȷ_t ) ďń£ łăęďőčő t ∈ J. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő (X_J ; ȷ_J ) | ŕőńŋőě śěŕăřăąěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

ÀŔřőěłšĺřőćăŋĺěÁ ı_{J,t} : X_J → X_t, őŕřěďěń£ěňőě ťőřňşńőľ ı_{J,t} y = y(t), ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě (X_J ; ȷ_J ) ć (X_t; ȷ_t ) ďń£ łăęďőčő t ∈ J. Ŕő¡šőňş ı^{−1}_{J,t} G_t ∈ B(X_J) ďń£ ń¿ąőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă G_t ∈ B(X_t). Ŕő śńěďśšćĺ¿ 1.2 ĺňěěň ı^{−1}_{J,t} B_t ∈ B(X_J) ďń£ ń¿ąőčő B_t ∈ B(X_t). Ĺğ (1.2) ćĺďĺň, ůšő B_J ⊂ B(X_J). Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ďń£ ŕőśńěďŋěčő ćłń¿ůěŋĺ£ ŋě šřěąőćăńăśĳ ŋĺ ŕőńŋőšă, ŋĺ śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ X_t, t ∈ T .

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ G | ń¿ąőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć (X_J ; ȷ_J ). Ć śĺńş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ (X_J ; ȷ_J ) ňŋőęěśšćő G ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śůěšŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£ őšłřżšżţ ÿăřőć (ŕřőćěřĳšě ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő şŕřăęŋěŋĺ£ ĺńĺ śň. [?, ś. 104]). Ŋő ÿăř B_ε(y) = {z ∈ X_J : ȷ_J (z; y) < "} £ćń£ěšś£ Àŕř£ňőşčőńĳŋĺłőňÁ ć X_J . Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő G ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śůěšŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć ĺğ B_J . Ŕő¡šőňş B(X_J) ⊂ B_J . 2

Ğăňěůăŋĺě 2.2. Ňż şśšăŋőćĺńĺ, ůšő ć śěŕăřăąěńĳŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă śőćŕăďăěš ś ff-ăńčěąřőľ, ŕőřőęďěŋŋőľ őšłřżšżňĺ (ă ğŋăůĺš, ĺ ğăňłŋşšżňĺ) ÿăřăňĺ. Ć ŋěśěŕăřăąěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě şŕőň£ŋşšżě ff-ăńčěąřż ňőčşš ŋě śőćŕăďăšĳ.

Ńěňňă 2.3 (śćőľśšćő řěčşń£řŋőśšĺ ňěřż). Ŕşśšĳ (X ; ȷ) | ňěšřĺůěśłőě ŕřő-

śšřăŋśšćő ĺ Q | ňěřă ŋă B(X ). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ łăęďőčő B ∈ B(X ) śşźěśšćş¿š ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő F_ε ĺ őšłřżšőě ňŋőęěśšćő G_ε, šăłĺě ůšő F_ε ⊂ B ⊂ G_ε ĺ Q(G_ε \ F_ε) < ".

2 Ěśńĺ F ğăňłŋşšő, šő ćőğĳňěň Fε = F . Őŕřěďěńĺň G^δ = {z ∈ X : ȷ(z; F ) < ‹},

čďě ȷ(z; F ) = inf{ȷ(z; y): y ∈ F }. Ňŋőęěśšćă G^δ őšłřżšż, G^δ ⊂ G^{δ′} ŕřĺ ‹ < ‹^′ ĺ

⋂ δ>0 G^δ = F . Śńěďőćăšěńĳŋő, Q(G^δ) ↓ Q(F ) ŕřĺ ‹ → 0 ć śĺńş śćőľśšćă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

ňěřż. Ŕő¡šőňş ŋăľďěšś£ ‹ = ‹(") šăłőě, ůšő ďń£ G_ε = G^{δ(ε)} ĺňěěň Q(G_ε \ F_ε < ". Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő łńăśś Y ąőřěńěćśłĺţ ňŋőęěśšć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şšćěřęďěŋĺ¿ ńěňňż 2.3, őąřăğşěš ff-ăńčěąřş. Šőčďă ŕőńşůĺň, ůšő B(X ) ⊂ Y, ŕőśłőńĳłş ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă ćţőď£š ć Y, ă B(X ) ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿă£ ff-ăńčěąřă, śőďěřęăźă£ ćśě ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă. Ŕşśšĳ B_n ∈ Y, n ∈ N. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăľďěň ğăňłŋşšőě F_{n,ε} ĺ őšłřżšőě G_{n,ε}, šăłĺě ůšő F_{n,ε} ⊂ B_n ⊂ G_{n,ε} ĺ Q(G_{n,ε} \ F_{n,ε}) < "2^{−n−1}.

Ćőğĳňěň F_ε = ⋃ n6n0 F_{n,ε}, čďě n_0 ćżąřăŋő šăł, ůšő Q (_∞⋃ n=1 F_{n,ε} \ F_ε ) < "=2 (F_ε ğăňłŋşšő

łăł őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć). Ććěďěň őšłřżšőě ňŋőęě-

śšćő G_ε =^∞ ⋃ n=1 G_{n,ε}. Šőčďă F_ε ⊂^∞ ⋃ n=1 B_n ⊂ G_ε ĺ Q(G_ε\F_ε) < ". Őůěćĺďŋő, Y śőďěřęĺš X ĺ ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺĺ ďőŕőńŋěŋĺ£. 2

Ńěňňă 2.4 (Şńăň). Ŕşśšĳ (X ; ȷ) | ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ Q | ňěřă ŋă

B(X ). Šőčďă ďń£ łăęďőčő B ∈ B(X ) ĺ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš łőňŕăłš K_ε ⊂ B, šăłőľ ůšő Q(B \ K_ε) < ".

2 Ďń£ n ∈ N ć śĺńş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ X =^{∞⋃}_{m=1} B1/n(yn,m), čďě Bε(y) = {x ∈ X :

ȷ(x; y) < "}, ă šőůłĺ y_{n,m}, m = 1; 2; : : : ;, őąřăğş¿š 1=n-śěšĳ (š. ě. ďń£ ń¿ąőčő y ∈ X ňőęŋő şłăğăšĳ šőůłş y_{n,m}, šăłş¿ ůšő ȷ(y; y_{n,m}) < 1=n). Ďń£ ťĺłśĺřő-

ćăŋŋőčő " > 0 ćżąěřěň j_n šăł, ůšőąż Q (_{jn}⋃ m=1 B_{1/n}(y_{n,m}) ) > 1 − "2^{−n−1}. Ŕőńőęĺň

R_ε =^∞ ⋂ n=1 jn⋃ m=1 B_{1/n}(y_{n,m}). Šőčďă ďń£ ğăňżłăŋĺ£ [R_ε] ňŋőęěśšćă R_ε ĺňěěň

Q(X \ [R_ε]) 6 Q(X \ R_ε) = Q (_∞⋃ n=1 (_{jn}⋃ m=1 B_{1/n}(y_{n,m}) )) 6^{∞∑}_{n=1} "2^{−n−1} = "=2:

Ňŋőęěśšćő [R_ε] | łőňŕăłš, š. ł. ć ŕőńŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őŋő ğăňłŋşšő ĺ ćŕőńŋě őčřăŋĺůěŋő (š. ě. ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš łőŋěůŋă£ "-śěšĳ), ŋăŕřĺňěř, 2=n-śěšĳ¿ śńşęăš šőůłĺ y_{n,m}, m = 1; : : : ; j_n. Ŕő ńěňňě 2.3 ŋăţőďĺň ğăňłŋşšőě F_ε ⊂ B, šăłőě ůšő Q(B \ F_ε) < "=2. Šőčďă K_ε = F_ε ∩ [R_ε] ěśšĳ łőňŕăłš łăł ŕěřěśěůěŋĺě ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă ś łőňŕăłšőň ĺ Q(B \ K_ε) < ". 2

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ X = R^q ćňěśšő [R_ε] ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2.4 ňőęŋő ćğ£šĳ ğăňłŋşšżľ ÿăř ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő řăďĺşśă, ŋő ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ğăňłŋşšżľ ÿăř ŋě őą£ğăŋ ążšĳ łőňŕăłšőň.

Šěŕěřĳ ďőłăęěň šěőřěňş 1.7 (ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ¡šőľ ńěłűĺĺ ďăŋż šăłęě ďřşčĺě ďőłăğăšěńĳśšćă).

2 Ěśńĺ ąż šřěąşěňă£ ňěřă Q ś ğăďăŋŋżňĺ ŕřőěłűĺ£ňĺ QJ śşźěśšćőćăńă, šő ďń£

ń¿ąőčő C = ı^{−1}_{T,J} B_J ∈ C_T , čďě B_J ∈ B_J (J ∈ F (T )), ňż ďőńęŋż ążńĺ ąż ĺňěšĳ (śň. (1.5)) Q(C) = Q(ı^{−1}_{T,J} B_J ) = Qı^{−1}_{T,J} (B_J ) = Q_J (B_J ):

Ŕő¡šőňş ŋăň ŋě őśšăěšś£ ŋĺůěčő ďřşčőčő, łăł ğăďăšĳ Q ŋă ăńčěąřě C_T , ŕőńőęĺć Q(C) := Q_J (B) ďń£ Ś = ı^{−1}_{T,J} B; čďě J ∈ F (T ); B ∈ B_J : (2.2)

İšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő. Ďőŕşśšĺň, C = ı^{−1}_{T,Ji} B_i, čďě J_i ∈ F (T ), B_i ∈ B_{Ji} , i = 1; 2. Ŕőłăęěň, ůšő Q_{J1} (B_1) = Q_{J2} (B_2). Ćőğĳňěň J = J_1 ∪ J_2 (∈ F (T )). Ŕőśłőńĳłş

C = ı^{−1}_{T,Ji} B_i = ı^{−1}_{T,J} (ı^{−1}_{J,Ji} B_i), i = 1; 2, ĺ š. ł. ŕřĺ ń¿ąőň őšőąřăęěŋĺĺ h ňŋőęěśšćă N ŋă ňŋőęěśšćő M ďń£ ń¿ążţ M1; M2 ⊂ M ĺňěěň h^{−1}(M1) = h^{−1}(M2) ⇐⇒ M1 = M2, šő ı^{−1}_{J,J1} B_1 = ı^{−1}_{J,J2} B_2. Ć śĺńş śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ňěř, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ ňŋőęěśšćăňĺ ĺğ F (T ) (ćżŕőńŋěŋő (1.9) ďń£ ń¿ążţ V ⊂ U ⊂ T , U ∈ F (T )), ŕőńşůăěň

Q_{J1} (B_1) = Q_J ı^{−1}_{J,J1} (B_1) = Q_J (ı^{−1}_{J,J1} B_1) = Q_J (ı^{−1}_{J,J2} B_2) = Q_J ı^{−1}_{J,J2} (B_2) = Q_{J2} (B_2):

Őůěćĺďŋő, Q | ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă C_T , Q(X_T ) = Q_J (X_J ) = 1 ďń£ ń¿ąőčő J ∈ F (T ). Ŕřőćěřĺň łőŋěůŋş¿ ăďďĺšĺćŋőśšĳ Q ŋă C_T . Ćőğĳňěň C_i ∈ C_T , i = 1; 2, šăłĺě ůšő C_1 ∩ C_2 = ?. Řăśśşęďă£ łăł ćżÿě, ňőęŋő śřăğş śůĺšăšĳ, ůšő C_i = ı^{−1}_{T,J} B_i, čďě J ∈ F (T ), B_i ∈ B_J , i = 1; 2, ŕřĺůěň B_1 ∩ B_2 = ?. Šőčďă

Q(C_1 ∪ C_2) = Q(ı^{−1}_{T,J}(B_1 ∪ B_2)) = Q_J (B_1 ∪ B_2) = Q_J (B_1) + Q_J (B_2) = Q(C_1) + Q(C_2):

Ěśńĺ ňż ďőłăęěň śůěšŋş¿ ăďďĺšĺćŋőśšĳ Q ŋă C_T , šő ŕő šěőřěňě Łăřăšěőďőřĺ Q őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęĺšś£ ďő ňěřż ŋă ff{C_T }, š. ě. ďő ňěřż ŋă B_T , śőčńăśŋő šěőřěňě 1.5. Ŕřĺ ¡šőň ć śĺńş (2.2) Qı^{−1}_{T,J} = Q_J ŋă B_J ďń£ ćśěţ J ∈ F (T ).

Ŋă ăńčěąřě śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ Q řăćŋőśĺńĳŋă łőŋěůŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ ćňěśšě śő śćőľśšćőň ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. Ĺšăł, ďőłăęěň ŋěŕřěřżćŋőśšĳ Q ŋă C_T , š. ě. ůšő Q(C_n) → 0, ěśńĺ C_n ↓ ? ŕřĺ n → ∞ (C_n ∈ C_T , C_{n+1} ⊂ C_n, n ∈ N, ĺ ⋂ n C_n = ?).

Ŕşśšĳ C_n = ı^{−1}_{T,Jn} B_n, čďě J_n ∈ F (T ), B_n ∈ B_{Jn} , n ∈ N. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ (řăśśşęďěŋĺ£ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě łőřřěłšŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ Q ŋă C_T ) ąşďěň śřăğş śůĺšăšĳ Jn ⊂ Jn+1, n ∈ N. Ďőŕşśšĺň, ůšő Q(Cn) ¿ "0 > 0 ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n (šőčďă ĺ ďń£ ćśěţ n ∈ N, ŕőśłőńĳłş C_{n+1} ⊂ C_n, n ∈ N). Şąěďĺňś£, ůšő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿ C_n ↓ ?.

Ŕřěęďě ćśěčő ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ĺňěšĳ ďěńő ńĺÿĳ ś ňŋőęěśšćăňĺ C_n = = ı^{−1}_{T,Jn} B_n, čďě B_n | łőňŕăłšż ć X_{Jn} , J_n ∈ F (T ) (ŕő-ŕřěęŋěňş J_n ⊂ J_{n+1}, n ∈ N). Ć śăňőň ďěńě, ďń£ ń¿ąőčő B_n ∈ B_{Jn} ŕő ńěňňě 2.4 ŋăţőďĺň ć X_{Jn} łőňŕăłš K_n ⊂ B_n, šăłőľ ůšő Q_{Jn} (B_n \ K_n) < "_02^{−n−1}. Őŕřěďěńĺň H_n = ı^{−1}_{T,Jn} K_n ∈ C_T . Šőčďă ŕřĺ łăęďőň n ĺňěěň

Q(C_n \ H_n) = Q(ı^{−1}_{T,Jn} (B_n \ K_n)) = Q_{Jn} (B_n \ K_n) < "_02^{−n−1}:

Ćőğĳňěň L_n =^n ⋂ i=1 H_i =^n ⋂ i=1 ı^{−1}_{T,Jn} ı^{−1}_{Jn,Ji} K_i = ı^{−1}_{T,Jn} (_n⋂ i=1 ı^{−1}_{Jn,Ji} K_i ) . Őůěćĺďŋő, L_n ↓ ?,

ŕőśłőńĳłş L_{n+1} ⊂ L_n ĺ L_n ⊂ H_n ⊂ C_n. Őśŋőćăŋĺě űĺńĺŋďřă L_n, ňŋőęěśšćő D_n =

=^n ⋂ i=1 ı^{−1}_{Jn,Ji} K_i, ěśšĳ łőňŕăłš ć X_{Jn} łăł ŕěřěśěůěŋĺě ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ś łőňŕăłšőň

K_n ≡ ı^{−1}_{Jn,Jn} K_n (ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋőň őšőąřăęěŋĺĺ ŕřőőąřăğ ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă ğăňłŋşš). Ďăńěě, şůĺšżćă£, ůšő C_n ⊂ C_i, i = 1; : : : ; n, ŕőńşůăěň

Q(C_n \ L_n) = Q ( C_n ∩ (_n⋃ i=1 H_i )) = Q (_n⋃ i=1 (C_n \ H_i) ) 6 6 Q^{( n⋃}_{i=1}(Ci \ Hi)^) 6^{n∑}_{i=1} Q(Ci \ Hi) < "0=2:

Śńěďőćăšěńĳŋő, "_0 6 Q(C_n) = Q(L_n) + Q(C_n \ L_n) 6 Q(L_n) + "_0=2, š. ě. Q(L_n) ¿ "_0=2 ďń£ ćśěţ n ∈ N. Ĺšăł, ćś¿ďş ďăńěě C_n = ı^{−1}_{T,Jn} B_n, čďě B_n | łőňŕăłš ć X_{Jn} , J_n ⊂ J_{n+1}, J_n ∈ F (T ), n ∈ N.

Ćżąěřěň ć X_T ťşŋłűĺĺ y_n ∈ C_n (C_n ≠ ?, B_n ≠ ? ďń£ ćśěţ n, š. ł. Q(C_n) = = Q_{Jn} (B_n) > 0, ă —(?) = 0 ďń£ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ňěřż —). Šőčďă ı_{T,Jn} y_n ∈ B_n,

n ∈ N. Ďń£ ń¿ążţ n ¿ m ĺňěěň ı^{−1}_{T,Jn} Bn = Cn ⊂ Cm = ı^{−1}_{T,Jm} Bm = ı^{−1}_{T,Jn} (ı^{−1}_{Jn,Jm} Bm) ĺ,

śńěďőćăšěńĳŋő, B_n ⊂ ı^{−1}_{Jn,Jm} B_m, őšłşďă ı_{Jn,Jm} B_n ⊂ B_m. Ŕő¡šőňş

y_n|_{Jm} = ı_{T,Jm} y_n = ı_{Jn,Jm} ı_{T,Jn} y_n ∈ B_m ďń£ n ¿ m:

Şůĺšżćă£, ůšő B_1 | łőňŕăłš ć (X_{J1} ; ȷ_{J1} ), ŋăţőďĺň {n^{(1)}_j } ⊂ N ĺ x_1 ∈ B_1, šăłĺě ůšő y_n(1)_j |_{J1} → x_1 ć (X_{J1} ; ȷ_{J1} ) ŕřĺ j → ∞, š. ě. śőčńăśŋő (2.1) ĺňěěň y_n(1)_j (t) → x_1(t) ć (X_t; ȷ_t ) ŕřĺ j → ∞ ďń£ t ∈ J_1. Ĺğ {n^{(1)}_j } ňőęŋő ćżďěńĺšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n^{(2)}_j }, šăłş¿ ůšő y_n(2)_j |_{J2} → x_2 ∈ B_2 ć (X_{J2} ; ȷ_{J2} ) ŕřĺ j → ∞. Ďěľśšćş£ ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ łăęďőčő m ¿ 2 ŋăţőďĺň {n^{(m)}_j } ⊂ {n^{(m−1)}_j } ĺ x_m ∈ B_m, šăłĺě ůšő y_n(m)_j |_{Jm} → x_m ∈ B_m ć (X_{Jm} ; ȷ_{Jm} ) ŕřĺ j → ∞, š. ě.

y_n(m)_j (t) → x_m(t) ć (X_t; ȷ_t ) ďń£ t ∈ J_m; m ∈ N (j → ∞): (2.3)

Ŕőśłőńĳłş ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺňěěš šőš ęě ŕřěďěń, ůšő ĺ śţőď£źă£ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ğăłń¿ůăěň, ůšő

x_m(t) = x(t) ďń£ ćśěţ m ∈ N ĺ t ∈ U = ∞⋃ m=1 J_m:

Ćżąěřěň ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n_j}, š. ě. n_j = n^{(j)}_j . Šőčďă

y_{nj} (t) → x(t) ć (X_t; ȷ_t ) ŕřĺ j → ∞ ďń£ t ∈ U;

ŕřĺůěň ı_{U,Jm} x = x_m = (x(t); t ∈ J_m) ∈ B_m ďń£ m ∈ N:

Ćőğĳňěň łăłş¿-ńĺąő ťşŋłűĺ¿ y ∈ ı^{−1}_{T,U} x, čďě x = (x(t); t ∈ U) ∈ X_U (ı_{T,U} őšőąřăęăěš X_T ŋă X_U ). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő m ∈ N

ı_{T,Jm} y = ı_{U,Jm} ı_{T,U} y = ı_{U,Jm} x ∈ B_m;

š. ě. y ∈ ı^{−1}_{T,Jm} B_m = C_m ďń£ ćśěţ m. Śńěďőćăšěńĳŋő,^∞ ⋂ m=1 C_m ≠ ?. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. 2

Ďő śĺţ ŕőř ŋăň ążńő şďőąŋő őŕěřĺřőćăšĳ ś ťşŋłűĺ£ňĺ, ğăďăŋŋżňĺ ŋă łőŋěůŋżţ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżţ ňŋőęěśšćăţ. Ŕő śşšĺ ďěńă, ¡łćĺćăńěŋšŋżľ ŕőďţőď śőśšőĺš ć řăśśňőšřěŋĺĺ ćěłšőřőć (şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć). Ŕşśšĳ, łăł ĺ ŕřěęďě, (X_t; B_t); t ∈ T { ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă. Őąőğŋăůĺň X (t_1; : : : ; t_n) { ŕőńĳśłőě ŕřőőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć (x(t_1); : : : ; x(t_n)), čďě t_1; : : : ; t_n ∈ T , x(t_k) ∈ X_{tk} , k = 1; : : : ; n, n ∈ N. Ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ăŋăńőčĺůŋő (2.1) ććőďĺšś£ ňěšřĺłă

ȷ_{t1,... ,tn} (x; y) = max_16_k6_n ȷ_{tk} (x(t_k); y(t_k)):

Łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2.1 şąěęďăěňś£, ůšő ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă B(t_1; : : : ; t_n) := B(X (t_1; : : : ; t_n)) śőćŕăďăěš ś űĺńĺŋďřĺůěśłőľ B_{t1,... ,tn} , ŕőřőęďěŋŋőľ "şŕőř£ďőůěŋŋżňĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăňĺ" ćĺďă B_{t1} ×· · ·×B_{tn}, čďě B_{tk} ∈ B_{tk} ; k = 1; : : : ; n.

Ŕő¡šőňş, ěśńĺ X = {X_t; t ∈ T } { ś.ť., š.ě. X_t : ˙ → X_t ěśšĳ F|B_t-ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě ďń£ t ∈ T , šő śőčńăśŋő śńěďśšćĺ¿ 1.2 ďń£ ń¿ążţ t_1; : : : ; t_n ∈ T; n ∈ N, ćěłšőř (X_{t1} ; : : : ; X_{tn} ) ∈ F|B(t_1; : : : ; t_n). Ňěřż ŋă B(t_1; : : : ; t_n), ğăďăćăěňżě ťőřňşńőľ

P_{t1,... ,tn} (C) = P (! : (X_{t1} ; : : : ; X_{tn} ) ∈ C); (2.4)

ŋăğżćă¿šś£ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ňĺ (ł-ň.ř.) ś.ť. X. Ĺğ (2.4) ćżšěłăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ¿ 2, ćśěţ t_1; : : : ; t_n ∈ T ĺ C = B_{t1} × : : : × B_{tn} , čďě B_{tk} ∈ B_{tk} , k = 1; : : : ; n, ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě (i_1; : : : ; i_n) ŋăąőřă (1; : : : ; n)

1^∘: P_{t1,... ,tn} (B_{t1} × : : : × B_{tn} ) = P_{ti1 ,... ,tin} (B_{ti1} × : : : × B_{tin} ), ă šăłęě 2^∘: P_{t1,... ,tn} (B_{t1} × : : : × B_{tn−1} × X_{tn} ) = P_{t1,... ,tn−1} (B_{t1} × : : : × B_{tn−1} ).

Ğăňěšĺň ůšő şśńőćĺ£ 1^∘ ĺ 2^∘ řăćŋőśĺńĳŋż şśńőćĺ£ň 1^∘ ĺ 3^∘, čďě 3^∘ őğŋăůăěš, ůšő ćğ£šĺě B_{tm} = X_{tm} ďń£ ń¿ąőčő m = 1; : : : ; n ć P_{t1,... ,tn} (B_{t1} × : : : × B_{tn} ) ŕřĺćőďĺš ł őďŋőćřěňěŋŋőňş ćżłĺďżćăŋĺ¿ ć ğăŕĺśĺ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ t_m ĺ B_{tm} , š.ě.

3^∘: P_{t1,... ,tm,... ,tn} (B_{t1} × : : : × X_{tm} × : : : × B_{tn−1} ) = = P_{t1,... ,tm−1,tm+1,... ,tn} (B_{t1} × : : : × B_{tm−1} × B_{tm+1} × : : : × B_{tn} ): Ğăňěůăŋĺě 2.5. Ĺňěěš śňżśń řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě śőćŕăďă¿źĺě ňěęďş śőąőľ šőůłĺ t1; : : : ; tn, š.ł. ĺŋăůě őśşźěśšćń£ěšś£ řěďşłűĺ£ ł ąőńěě ÀłőřőšłőňşÁ ćěłšőřş, śőśšő£źěňş ĺğ řăğńĺůŋżţ šőůěł (ŋăŕřĺňěř, P_{t,t}(B^′×B^{′′}) = P (X_t ∈ B^′; X_t ∈ B^{′′}) = = P (X_t ∈ B^′ ∩ B^{′′}) = P_t(B^′ ∩ B^{′′})).

Śńěďśšćĺě 2.6. Ŕşśšĳ ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ (X (t1; : : : ; tn); B(t1; : : : ; tn)), ŕőřőęďěŋ-

ŋżţ ŕőńĳśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ (X_{tk} ; B_{tk} ), t_k ∈ T , k = 1; : : : ; n (n ∈ N) ğăďăŋż ňěřż Q_{t1,... ,tn} , şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň 1^∘ ĺ 2^∘ (ś ğăňěŋőľ ąşłćż P ŋă Q). Šőčďă śşźěśšćşěš (˙; F; P ) ĺ ś.ť. X, őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă T × ˙, ďń£ łőšőřőľ ňěřż Q_{t1,... ,tn} £ćń£¿šś£ ł.-ň.ř.

2 Ďń£ J ⊂ T ĺ Àŕř£ňőşčőńĳŋĺłăÁ BJ = {y ∈ XJ : y(t) ∈ Bt; t ∈ J} ∈ BJ ŕőńőęĺň

Q_J (B_J ) := Q_{t1,... ,tn}(B_{t1} × : : : × B_{tn} ); (2.5)

čďě t_1; : : : ; t_n | łăł-šő ŕěřěŋşňěřőćăŋŋżě šőůłĺ ňŋőęěśšćă J. Őŕřěďěńěŋĺě (2.5) łőřřěłšŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śĺńş 1^∘ ćěńĺůĺŋă Q_J (B_J ) ąşďěš őďŋőľ ĺ šőľ ęě ŕřĺ ń¿ąőľ ŋşňěřăűĺĺ šőůěł ňŋőęěśšćă J (ćăęŋő ńĺÿĳ ŋě ğăążćăšĳ, łăłőľ šőůłě t ∈ J őšćěůăěš łăłőě ňŋőęěśšćő B_t). Ěśńĺ B = B_{J1} ĺ B = B_{J2} , šő, őąőğŋăůĺć I = J_1 ∩ J_2, ŕőńşůĺň B_{Ji} = {y ∈ X_{Ji} : y(t) ∈ B_t ďń£ t ∈ I ĺ y(t) ∈ X_t ďń£ t ∈ J_i \ I}, i = 1; 2. Ŕřĺňěŋ££ (ćőğňőęŋő, ŋěśłőńĳłő řăğ) şśńőćĺě 3^∘ ĺ şůĺšżćă£ 1^∘, ŕőńşůăěň, ůšő Q_{J1} (B_{J1} ) = = Q_{J2} (B_{J2} ) = Q_I (B_I ), čďě B_I = {y ∈ X_I : y(t) ∈ B_t; t ∈ I}. Ŕőśłőńĳłş Q_{t1,... ,tn} | ňěřă ŋă (X (t_1; : : : ; t_n); B(t_1; : : : ; t_n)), ĺğ (2.5) ćżšěłăěš, ůšő Q_J ěśšĳ ňěřă ŋă ŕőńşłőńĳűě Àŕř£ňőşčőńĳŋĺłőćÁ ć X_J , ă ğŋăůĺš, őŋă őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ďő ňěřż ŋă B_J . Ŕřĺ ¡šőň ć śĺńş 1^∘ ĺ 3^∘ ćżŕőńŋěŋő (1.10). Ŕő¡šőňş ŕő śńěďśšćĺ¿ 1.8 śşźěśšćşěš ś.ť. X, ďń£ łőšőřőľ Q_J = P_X ı^{−1}_{T,J} . Ĺğ (2.5) ĺ ăŋăńőčă (1.11) ďń£ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć ćżšěłăěš, ůšő ¡šă śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺňěěš ğăďăŋŋżě ł.-ň.ř. 2 Ďăďĺň ěźě őďŋş ťőřňş şśńőćĺľ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ňěř Qt_1,... ,t_n . Ďń£ n ¿ 2 ĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ (i_1; : : : ; i_n) őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺ£ _n : T^n → T^n ĺ ¯_n : X^n → X^n, ŕőńőęĺć

n(t_1; : : : ; t_n) = (t_{i1} ; : : : ; t_{in} ); ¯_n(x_1; : : : ; x_n) = (x_{i1} ; : : : ; x_{in} ): (2.6)

Ććěďěň őšőąřăęěŋĺ£ „_n : T^n → T^{n−1} ĺ ^_n : X^n → X^{n−1}:

„_n(t_1; : : : ; t_n) = (t_1; : : : ; t_{n−1}); ^_n(x_1; : : : ; x_n) = (x_1; : : : ; x_{n−1}): (2.7)

Ąőńĳÿĺě ĺ ňăńżě ąşłćż ďń£ őďĺŋăłőćżţ ŕő śşšĺ őšőąřăęěŋĺľ ŕőďůěřłĺćă¿š ĺţ ďěľśšćĺě ŋă řăğŋżţ ňŋőęěśšćăţ. Ĺŋďěłś n ş őšőąřăęěŋĺľ (2.6) ĺ (2.7) ąşďěň őŕşśłăšĳ ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ.

Ńěňňă 2.7. Ďń£ łăęďőčő n ¿ 2 ĺ ćśěţ fi = (t1; : : : ; tn) ⊂ T , čďě t1; : : : ; tn řăğńĺů-

ŋż, şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ 1^∘ ĺ 2^∘ (ĺńĺ 1^∘ ĺ 3^∘) ňěř Q_τ = Q_{t1,... ,tn} ¡łćĺćăńěŋšŋż śńěďş¿źĺň:

A) Q_{ψτ} = Q_τ ¯^{−1}; B) Q_{θτ} = Q_τ ^^{−1}.

2 Śńěďşěš řăśśňőšřěšĳ ŕőńşłőńĳűő şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć Bt1 ×: : :×Btn

ć X (t_1; : : : ; t_n), čďě t_1; : : : ; t_n ∈ T (n ∈ N), ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ăŋăńőčőň ńěňňż 1.6 ďń£ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć. 2

Ğăňěůăŋĺě 2.8. Ďń£ T ⊂ R ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ňěřż Qτ , ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżě ćěłšőřăňĺ fi = (t_1; : : : ; t_n) ∈ T^n, n ∈ N, ĺňě¿źĺňĺ t_1 < : : : < t_n. Ďń£ řăğńĺůŋżţ šőůěł s_1; : : : ; s_n ĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć B_1 × : : : × B_n ŕőńőęĺň

Q_{s1,... ,sn} (B_{s1} × : : : × B_{sn} ) := Q_{si1 ,... ,sin} (B_{si1} × : : : × B_{sin} );

čďě s_{i1} < : : : < s_{in} . Šőčďă şśńőćĺě 1^∘ ăćšőňăšĺůěśłĺ ćżŕőńŋěŋő ďń£ ňěř Q_{s1,... ,sn} ĺ ŕőšřěąşěšś£ ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ şśńőćĺě 3^∘ ďń£ ňěř Q_{t1,... ,tn} ś ćőğřăśšă¿źĺňĺ t_1; : : : ; t_n.

Ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£, şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň śőőšćěšśšćĺěň ňěęďş ňěřăňĺ ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n (ś ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřőľ

B(R^n)) ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůě-

śłőľ ťşŋłűĺěľ (ţ.ť.) ňěřż Q ŋă (R^n; B(R^n)) ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£

’_Q (–) := ∫ R^n

exp{i(–; x)}Q(dx); – ∈ R^n; (2.8)

ğďěśĳ (–; x) =^n ∑ k=1 –_kx_k; i^2 = −1.

Ňěřă Q ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F (x) := := Q((−∞; x]), čďě (−∞; x] = (−∞; x_1] × : : : × (−∞; x_n]. Ć łăęďőľ šőůłě x, ć łőšőřőľ F ŋěŕřěřżćŋă, ěě ğŋăůěŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ţ.ť. śńěďş¿źěľ ťőřňşńőľ:

F (x) = (2ı)^{−n} lim_{σ→0+} ∫ (−∞,x] dy ∫ R^n d– exp{−i(–; y) − ff^2|–|^2=2}’_Q (–); (2.9)

ğďěśĳ |–|^2 = (–; –), d– | ňěřă Ńěąěčă. Ğŋă£ F ć šőůłăţ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěň F ćś¿ďş, ă ğŋăůĺš, Q ŋă B(R^n). Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ’_Q ∈ ∈ L^1(R^n; B(R^n); d–), šő ć (2.9) ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ ff = 0 ĺ ŋě ąřăšĳ ŕřěďěńă ŕő ff.

Ŋăŕőňŋĺň ěźě ťőřňşńş ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ć ĺŋšěčřăńě Ńěąěčă. Ŕşśšĳ g : X → Y £ćń£ěšś£ B | A-ĺğňěřĺňżň őšőąřăęěŋĺěň, h: Y → R^n h ∈ A | B(R^n). Šőčďă ∫ X h(g(x))Q(dx) = ∫ Y h(y)Qg^{−1}(dy); (2.10)

ŕřĺůěň őąă ĺŋšěčřăńă ć (2.10) śşźěśšćş¿š ĺńĺ ŋě śşźěśšćş¿š őďŋőćřěňěŋŋő ĺ ěśńĺ śşźěśšćş¿š, šő řăćŋż.

#” !#” !#” ! (X , B, Q) (Y, A, Qg^{−1}) (R^n, B(R^n)) z z g h x y = gx hy

Řĺś. 3.1

Ţ.ť. śńşůăľŋőčő ćěłšőřă Y : ˙ → R^n (F | B(R^n)-ĺğňěřĺňőčő) ŋăğżćăěšś£ ťşŋł- űĺ£ ’_Y (–) = E exp{i(–; Y )}; – ∈ R^n: (2.11)

Ĺğ ťőřňşń (2.8) ĺ (2.10) ćĺďĺň, ůšő

’_Y (–) = ∫ ˙ exp{i(–; Y (!))}P (d!) = ∫ R^n

exp{i(–; z)}P Y^{−1}(dz) = ’_{PY} (–): (2.12)

Šěőřěňă 2.9. Ďń£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ňěř Qτ , fi = (t1; : : : ; tn) ∈ T^n, ğăďăŋŋżţ ŋă

ŕřőśšřăŋśšćăţ (R^n; B(R^n))_n¿_1, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ďń£ ń¿ążţ – ∈ R^n, fi ∈ T^n ĺ n ¿ 2 ćżŕőńŋ£ńĺśĳ şśńőćĺ£

(a) ’_{ψτ} (¯–) = ’_τ (–), (b) ’_{θτ} (^–) = ’_τ (^–; 0), čďě őšőąřăęěŋĺ£ ; ¯; „; ^ őŕřěďěńěŋż ć (2.6) ĺ (2.7) (ś X^n = R^n), ’_ν = ’_{Qν} , ∈ T^n, (^–; 0) = (–_1; : : : ; –_{n−1}; 0) ďń£ – = (–_1; : : : ; –_n) ∈ R^n.

Ĺŋăůě čőćőř£, ţ.ť. ’_τ (–) ŋě ďőńęŋă ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőľ ŕěřěśšăŋőćłě łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć fi ĺ –, ă šăłęě ţ.ť., ĺŋďěłśĺřőćăŋŋă£ ÀşłőřőůěŋŋżňÁ ćěłšőřőň fi, ŕőńşůăěšś£ ĺğ ţ.ť. ’_τ ŕőďśšăŋőćłőľ ć ěě ăřčşňěŋšż –_1; : : : ; –_n ŋşńěľ ŋă ňěśšă ÀćżłĺďżćăěňżţÁ ć ćěłšőřě fi łőőřďĺŋăš.

2 Ć śĺńş ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőčő śőőšćěšśšćĺ£ ňěęďş ňěřăňĺ ŋă (R^n; B(R^n)) ĺ

ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ şśńőćĺ£ (A) ĺ (B) ńěňňż 2.7 řăćŋőśĺńĳŋż šőňş, ůšő ŕřĺ n ¿ 2

’_{ψτ} (–) = ’_{Qτ Ψ−1} (–); – ∈ R^n; (2.13) ’_{θτ} (—) = ’_{Qτ Θ−1} (—); — ∈ R^{n−1}: (2.14)

Ŕő ńěňňě 1.6 ŋăľďěň śńşůăľŋżľ ćěłšőř Y_τ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^n, šăłőľ ůšő Q_τ =P_{Yτ} . Šőčďă Q_τ ¯^{−1} ěśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺě ćěłšőřă ¯Y_τ , ŕőśłőńĳłş P_{Yτ} ¯^{−1}(B) = P (Y_τ ∈ ∈ ¯^{−1}(B)) = P (¯Y_τ ∈ B). Ďăńěě,

’_{ΨYτ} (–) = E exp{i(¯Y_τ ; –)} = E exp{i(Y_τ ; ¯^∗–)} = ’_{Yτ} (¯^{−1}–); (2.15)

ğďěśĳ ňż őšőęďěśšćĺńĺ ¯ ś őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ, ğăďă¿źěľ ¡šő őšőąřăęěŋĺě (šőčďă ¯^∗ = ¯^{−1}, ¯^∗ { šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ňăšřĺűă ¯). Śőčńăśŋő (2.15) şśńőćĺě (2.13) ŕřĺŋĺňăěš ćĺď ’_{ψτ} (–) = ’_τ (¯^{−1}–), – ∈ R^n, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ (a).

Ăŋăńőčĺůŋő,

’_{ΘYτ} (—) = E exp{i(^Y_τ ; —)} = E exp{i(Y_τ ; (—; 0))} = ’_{Yτ} ((—; 0)); — ∈ R^{n−1}: (2.16)

Šăłĺň őąřăğőň, (2.14) ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ (b). 2

Ğăňěůăŋĺě 2.10. Ŕşśšĳ X(t) = (X1(t); : : : ; Xk(t)), t ∈ T { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^k, š.ě. X ∈ F|B(R^k) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T . Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő n ∈ N ĺ ń¿ążţ t_1; : : : ; t_n ∈ T řăśśňőšřĺň ćěłšőř

t_{1,... ,tn} = (X_1(t_1); : : : ; X_k(t_1); : : : ; X_1(t_n); : : : ; X_k(t_n));

ĺňě¿źĺľ ŋă B(R^{kn}) řăśŕřěďěńěŋĺě Q_{t1,... ,tn} ś ţ.ť. ffi_{t1,... ,tn} (–), čďě – = (–_1; : : : ; –_n), –_j = (–^{(1)}_j ; : : : ; –^{(k)}_j ) ∈ R^k, j = 1; : : : ; n. Śőćěřÿěŋŋő £śŋő, ůšő šěőřěňă 2.9 śőţřăŋĺšś£ ĺ ďń£ ćěłšőřŋőčő śńşůă£ (ďń£ ňěř Q_τ , ğăďăŋŋżţ ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ (R^{kn}; B(R^{kn}))_n¿_1. Šěŕěřĳ ć şśńőćĺĺ (a) őďŋőćřěňěŋŋő ŕěřěśšăćń£¿šś£ šőůłĺ t_1; : : : ; t_n ĺ ćěłšőřż –_1; : : : ; –_n, ć şśńőćĺĺ (b) ŕřĺřăćŋĺćăěšś£ ŋşń¿ ćěłšőř –_n. Őšŕřăćń££śĳ őš řăśśňőšřěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ćěłšőřőć

”_{t1,... ,tn} = (X_1(t_1); : : : ; X_1(t_n); : : : ; X_k(t_1); : : : ; X_k(t_n));

šăłęě ńěčłő śőőąřăğĺšĳ, łăł ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ şśńőćĺ£ (a) ĺ (b).

Ććěďěň őąÿĺřŋżľ łńăśś ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ. Čőćőř£š, ůšő ďěľśšćĺšěńĳŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś (ś.ŕ.) X = {X_t; t ∈ [0; ∞)} ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ćśěţ 0 = t0 < t1 < : : : < tn ćěńĺůĺŋż Xt_0 ; Xt_1 − Xt_0 ; : : : ; Xt_n − Xt_{n−1} ŋěğăćĺśĺňż ć śőćőłşŕŋőśšĺ.

Šěőřěňă 2.11. Ŕşśšĳ {’(s; t; ·)} | śěňěľśšćő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ,

őšćěůă¿źĺţ ňěřăň Q_{(s,t]}; 0 6 s < t < ∞, ŋă B(R). Ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă X = {X_t; t ∈ [0; ∞)} ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, šăłőčő ůšő ţ.ť. X_t − X_s ěśšĳ ’(s; t; ·) ďń£ ń¿ążţ 0 6 s < t < ∞, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż

’(s; t; ) = ’(s; u; )’(u; t; ) (2.17)

ďń£ ćśěţ 0 6 s < u < t < ∞ ĺ ∈ R. Ŕřĺ ¡šőň řăśŕřěďěńěŋĺě X_0 ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋő łăłĺň şčőďŋő.

2 Ŋěőąţőďĺňőśšĳ şśńőćĺ£ (2.17) őůěćĺďŋă, ŕőśłőńĳłş ţ.ť. śşňňż ŋěğăćĺśĺňżţ

śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ţ.ť. śńăčăěňżţ.

Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (2.17). Ďőŕşśšĺň, ůšő şďăńőśĳ ŕőśšřőĺšĳ ĺśłőňżľ ŕřőűěśś X_t, ŕřĺůěň P_{X0} = Q. Šőčďă ďń£ 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_n ţ.ť. ćěłšőřă = (X_{t0} ; X_{t1} −X_{t0} ; : : : ; X_{tn} − X_{tn−1}) ěśšĳ

’_ξ (–_0; –_1; : : : ; –_n) = ’_Q (–_0)’(t_0; t_1; –_1) : : : ’(t_{n−1}; t_n; –_n):

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

X_{t0} X_{t1} X_{t2} . . X_{tn} = 1 0 0 : : : 0 1 1 0 : : : 0 1 1 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : 1 1 1 : : : 1

X_{t0} X_{t1} − X_{t0} X_{t2} − X_{t1} . . X_{tn} − X_{tn−1} : (2.18)

Ďń£ ń¿ąőčő śńşůăľŋőčő ćěłšőřă ” ∈ R^q, ń¿ąőľ ňăšřĺűż A = (a_{k,m})^q_{k,m=1}, čďě a_{k,m} ∈ R (k; m = 1; : : : ; q), ĺ ćśěţ – ∈ R^q

’_{Aξ} (–) = E exp{i(–; A)} = E exp{i(A^∗–; )} = ’_ξ (A^∗–): (2.19)

Ŕő¡šőňş ěśńĺ ąż şŕőň£ŋşšżľ ćżÿě ŕřőűěśś śşźěśšćőćăń, šő ěčő ł.-ň.ř. ŕřĺ n ¿ 1 ĺ 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_n ğăďăćăńĺśĳ ąż ś ŕőňőźĳ¿ ţ.ť.

’_{t0,t1,... ,tn} (–_0; –_1; : : : ; –_n) = ’_ξ (A^∗–) = ’_Q (—_0)’(0; t_1; —_1) : : : ’(t_{n−1}; t_n; —_n);

čďě — = A^∗–, ă A | šřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć (2.18), š. ě. —_0 = = –_0 + : : : + –_n, —_1 = –_1 + : : : + –_n, : : : , —_n = –_n. Łřőňě šőčő, ŕőńőęĺň

’_{t0} (–_0) = ’_Q (–_0) ĺ ’_{t1,... ,tn} (–_1; : : : ; –_n) = ’_Q (_n∑ j=1 –_j ) ’ ( 0; t_1; n∑ j=1 –_j ) : : : ’(t_{n−1}; t_n; –_n):

(2.20)

Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş 2.9. Şśńőćĺě (a) ŋě šřěąşěš ŕřőćěřłĺ ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.8, ă şśńőćĺě (b), šőůŋěě, şśńőćĺě (b^′), őğŋăůă¿źěě ŕőďśšăŋőćłş 0 ć ’_τ (–) ćňěśšő ń¿ąőčő ăřčşňěŋšă –_m, ćżŕőńŋěŋő, š.ł. śőčńăśŋő (2.17) ĺňěěň ďń£ 1 6 m 6 n

’(t_{m−1}; t_m; 0 + –_{m+1} + : : : + –_n)’(t_m; t_{m+1}; –_{m+1} + : : : + –_n) = = ’(t_{m−1}; t_{m+1}; –_{m+1} + : : : + –_n);

ă ďń£ m = 0 ć śĺńş (2.20)

’_{t1,... ,tn} (–_1; : : : ; –_n) = ’_{t0,t1,... ,tn} (0; –_1; : : : ; –_n): 2

Ğăňěůăŋĺě 2.12. Šěőřěňă 2.11 śőţřăŋ£ěš śĺńş ĺ ďń£ ŕřőűěśśőć śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ

ć R^m (m ¿ 1), š.ě. ďń£ ňěř Q(s,t] ŋă B(R^m). Ďń£ ¡šőčő ć ňăšřĺűş, ťĺčşřĺřş¿źş¿

ć (2.18), ćňěśšő ěďĺŋĺű śńěďşěš ćŕĺśăšĳ I_m { ěďĺŋĺůŋżě ňăšřĺűż m-čő ŕőř£ďłă, ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ –_k ∈ R^m, k = 0; 1; : : : ; m.

Ğăňěůăŋĺě 2.13. Ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋ ŋě šőńĳłő ŋă ŕőńşŕř£ňőľ [0; ∞). Ěśńĺ T = N ĺ ŕřőűěśś X_t ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£, šő X_t = _1 + : : : + _t, t ∈ N, čďě {_j }^∞_{j=1} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕő¡šőňş ĺğşůěŋĺě ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ £ćń£ěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąőąźěŋĺěň šěőřĺĺ śşňňĺřőćăŋĺ£ ŋěğăćĺśĺňżţ śńăčăěňżţ.

Śńěďśšćĺě 2.14. Śşźěśšćşěš ŕřőűěśś {Nt; t ¿ 0}, ŋăğżćăěňżľ ŕşăśśőŋőćśłĺň, šăłőľ ůšő

1) N(0) = 0 ŕ.ŋ.;

2) ŕřőűěśś ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£;

3) ćěńĺůĺŋă N_t − N_s, 0 6 s < t < ∞, řăśŕřěďěńěŋă ŕő ğăłőŋş Ŕşăśśőŋă ś ŕăřăňěšřőň m((s; t]), čďě m(·) | ŋěłőšőřă£ ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B([0; ∞)). Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ m((s; t]) = (t − s)–, 0 6 s < t < ∞, – > 0, šő čőćőř£š ő śšăŋďăřšŋőň ŕşăśśőŋőćśłőň ŕřőűěśśě ś ŕőśšő£ŋŋőľ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿ –.

2 Śőčńăśŋő 3) ňż ďőńęŋż ążńĺ ąż ĺňěšĳ

’(s; t; ) = ’_{Nt−Ns} () = e^{m((s,t])(eiν−1)}; ∈ R:

Şśńőćĺě (2.17) ćżŕőńŋěŋő, ŕőśłőńĳłş m((s; t]) = m((s; u]) + m((u; t]), ă ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ Q ąěřěň ňěřş, śőśřěďőšőůěŋŋş¿ ć šőůłě 0. 2

Śńěďśšćĺě 2.15. Śşźěśšćşěš ŕřőűěśś {W (t); t ¿ 0}, ŋăğżćăěňżľ ćĺŋěřőćśłĺň (ĺńĺ ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň), šăłőľ ůšő

1) W (0) = 0 ŕ.ŋ.;

2) W (·) | ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ; 3) W (t) − W (s) ∼ N (0; t − s) ŕřĺ ćśěţ t > s ¿ 0.

Őążůŋő ć őŕřěďěńěŋĺě ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ćłń¿ůă¿š ěźě šřěąőćăŋĺě ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőśšĺ šřăěłšőřĺľ. Ďăńěě ňż ŕőłăęěň, ůšő ¡šő ćśěčďă ňőęŋő őąěśŕěůĺšĳ ŋăř£ďş śő śćőľśšćăňĺ 1), 2), 3). 2 Śşźěśšćőćăŋĺě ŕřőűěśśă, őąńăďă¿źěčő śćőľśšćăňĺ 1), 2), 3), ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż 2.11, ŕőśłőńĳłş e^{− (t−s)ν2}2 = e^{− (u−s)ν2}2 e^{− (t−u)ν2}2 ,

0 6 s < u < t, ∈ R, š. ě. śŕřăćěďńĺćő (2.17). 2

Ďń£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă W (t) = W (t) − W (0) ∼ N (0; t), ŕő¡šőňş EW (t) = 0 ďń£ ćśěţ t ¿ 0. Ŕřĺ 0 6 s 6 t ŕőńşůăěň (łőćăřĺăűĺ£ ěśšĳ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, łőćăřĺăűĺ£ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋă ŋşń¿)

cov(W (s); W (t)) = cov(W (s) − W (0); W (t) − W (s) + W (s) − W (0)) =

= D(W (s) − W (0)) = s:

Šăłĺň őąřăğőň,

EW (t) = 0 ĺ cov(W (s); W (t)) = min{s; t} ďń£ s; t ∈ [0; ∞): (2.21)

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ŕőłăęěň, łăł ĺďě£ ŕěřěőŕřěďěńěŋĺ£ őąńăśšĺ ğŋăůěŋĺľ ŕřőűěśśă, ĺğńőęěŋŋă£ ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 1, ŕőğćőń£ěš ś ŕőňőźĳ¿ čńşąőłĺţ řěğşńĳšăšőć ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ăŋăńĺğă ďăšĳ ďřşčőě, ŕřőśšőě ŕő ğăňżśńş (śň. [?]) ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Łőńňőčőřőćă. İšő ďőłăğăšěńĳśšćő řăğőąĳěň ŋă ŋěśłőńĳłő ÿăčőć.

2 Ÿăč 1. Őśşźěśšćĺň ŕěřěţőď ł řăśśňőšřěŋĺ¿ śőčńăśőćăŋŋőčő śěňěľ-

śšćă ňěř, ğăďăŋŋżţ ŋă łőňŕăłšŋżţ ŕőńĳśłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Ŕşśšĳ (X_t; ȷ_t)_{t∈T} { ĺśţőďŋżě ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ğŋăůěŋĺ£ ȷ_t ŕřĺŋăďńěęăš [0; 1) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T (ĺŋăůě ĺśŕőńĳğőćăńĺ ąż ňěšřĺłş ~ȷ_t(x; y) = ȷ_t(x; y)=(1+ȷ_t(x; y)); x; y ∈ X_t, ¡łćĺćăńěŋšŋş¿ ȷ_t; ŕřĺ ¡šőň łńăśśż ąőřěńěćśłĺţ ňŋőęěśšć ŕřőśšřăŋśšć (X_t; ȷ_t) ĺ (X_t; ~ȷ_t) śőćŕăďă¿š ĺ (X_t; ~ȷ_t) { šăłęě ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő). Ćőğĳňěň ć X_t śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő M_t = (x^{(t)}_1 ; x^{(t)}_2 ; : : : ) ĺ őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě h_t : X_t → [0; 1]^∞, ŕőńőęĺć

h_t(x) = (ȷ_t(x; x^{(t)}_1 ); ȷ_t(x; x^{(t)}_2 ); : : : ):

Ććěďěň ŋă [0; 1]^∞ ňěšřĺłş

d(y; z) = ∞∑ k=1 2^{−k}|y_k − z_k|; (2.22)

čďě y = (y_1; y_2; : : : ), z = (z_1; z_2; : : : ).

Şŕř. 2.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ht ěśšĳ čőňěőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě Xt ŋă ht(Xt) ⊂ [0; 1]^∞, t ∈ T .

Şŕř. 2.2. Ŕőłăęĺšě, ůšő Zt = [ht(Xt)] ěśšĳ łőňŕăłš ć ([0; 1]^∞; d), [·] őąőğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě.

Ŕřĺňěŋ££ şŕř. 2.1, 2.2 ĺ 1.30, ćňěśšő ĺśţőďŋżţ ňěř Q_J ŋă (X_J ; B_J ) ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż P_J ŋă (Z_J ; A_J ); J ∈ F (T ), čďě A_U { űĺńĺŋďřĺůěśłă£ ff-ăńčěąřă ć Z_U = ∏ t∈U Z_t; U ⊂ T .

Ÿăč 2. Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ P ŋă (ZT ; AT ) ś ğăďăŋŋżňĺ ŕřőěłűĺ£ňĺ PJ ; J ∈ F (T ), ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ śőčńăśőćăŋŋżě ňěřż PU ŋă AU ; U ∈ N(T ), š.ě. ňěřż, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżě śůěšŋżňĺ ŕőďňŋőęěśšćăňĺ U ⊂ T , šăłĺě ůšő

P_U ˝^{−1}_{U,V} = P_V (2.23)

ďń£ ń¿ąőčő V ⊂ U (ďń£ V ∈ F (T ) ňěřż şęě ğăďăŋż), ğďěśĳ ˝_{U,V} { ¡šő "ŕřőěłšĺřőćăŋĺě" ĺğ Z_U ć Z_V . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śĺńş šěőřěňż 1.5 ďń£ B ∈ A_T ŋăľďşšś£ U ∈ N(T ) ĺ B_U ∈ A_U šăłĺě, ůšő B = ˝^{−1}_{T,U}B_U . Ŕő¡šőňş ŕőńőęĺň

P (B) = P_U (B_U ): (2.24)

Şŕř. 2.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő, š.ě. ěśńĺ

B = ˝^{−1}_{T,V} B_V ; B_V ∈ A_V ; V ∈ N(T );

šő P_V (B_V ) = P_U (B_U ) ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ (2.23).

Şŕř. 2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă (2.24) ććőďĺš ňěřş ŋă AT , ĺňě¿źş¿ ğăďăŋŋżě ŕřőěłűĺĺ P_J ; J ∈ F (T ).

Ÿăč 3. Ąşďěň śšřőĺšĳ ňěřż PU ; U ∈ N(T ), şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ¿ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ (2.23).

Ŕşśšĳ U = {t_1; t_2; : : : }, š.ě. šőůłĺ ňŋőęěśšćă U ∈ N(T ) ŕěřěŋşňěřőćăŋż. Ććěďěň ŋă Z_U ňěšřĺłş

d_U (y; z) = ∞∑ k=1 2^{−k}d(y_{tk} ; z_{tk} ); (2.25)

čďě y = (y_t; t ∈ U), z = (z_t; t ∈ U), ř£ď ć (2.25) śţőďĺšś£, š.ł. d(·; ·) 6 1.

Şŕř. 2.5. Ŕőłăęĺšě, ůšő (ZU ; dU ) { łőňŕăłšŋőě ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕřĺ U ∈ N(T ). Şŕř. 2.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ąőřěńěćśłĺě ňŋőęěśšćă ZU (U ∈ N(T )) ąşďşš őďŋĺ ĺ šě ęě ŕřĺ ń¿ąőľ ŋşňěřăűĺĺ šőůěł ňŋőęěśšćă U ĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ňěšřĺłĺ (2.25).

Şŕř. 2.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě (ZU ; dU ); U ∈ N(T ), ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă

B(Z_U ) śőćŕăďăěš ś űĺńĺŋďřĺůěśłőľ A_U .

Řăśśňőšřĺň śőćőłşŕŋőśšĳ C(Z_U ; R) ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă (Z_U ; d_U ). Ŕşśšĳ H_U { ŕőďňŋőęěśšćő C(Z_U ; R), śőśšő£źěě ĺğ ťşŋłűĺľ H šăłĺţ, ůšő śşźěśšćşěš ňŋőęěśšćő J = J(H) ∈ F (T ) ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ h_J ŋă (Z_J ; d_J ) (ďń£ łőŋěůŋőčő J ąěřěň d_J = P_J ĺğ (2.1), čďě ȷ_t = d; t ∈ J) šăłă£, ůšő

H(z(·)) = h_J (z_J ); čďě z_J = z|_J = (z(t); t ∈ J): (2.26)

Śőćőłşŕŋőśšĳ H_U ěśšĳ ŕőďăńčěąřă ć C(Z_U ; R), š.ě. šăłőě ńĺŋěľŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ůšő HG ∈ H_U , ěśńĺ H; G ∈ H_U . Ğăňżłăŋĺě [H_U ] ŕőďăńčěąřż H_U ć ŕřőśšřăŋśšćě C(Z_U ; R), śŋăąęěŋŋőň sup-ŋőřňőľ, řăğďěń£ěš šőůłĺ Z_U , š.ě. ďń£ ń¿ążţ z; y ∈ Z_U ŋăľďěšś£ ťşŋłűĺ£ H ∈ [H_U ] šăłă£, ůšő H(z) ≠ H(y) (ŕřőćěřĳšě ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő şŕřăęŋěŋĺ£), ŕő¡šőňş ŕő šěőřěňě Śšőşŋă { Ćěľěřÿšřăśśă (śň., ŋăŕř., [?, ś. 119]) [H_U ] = C(Z_U ; R).

Ććěďěň ŋă HU ťşŋłűĺőŋăń

F_U (H) = ∫ Z_J h_J (z_J )dP_J ; (2.27)

čďě H ∈ H_U ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (2.26). Ĺŋšěčřăń ć (2.27) őŕřěďěńěŋ, ŕőśłőńĳłş ťşŋłűĺ£ h_J ∈ B(Z_J )|B(R) ĺ B(Z_J ) = A_J ć śĺńş şŕř. 2.7, łřőňě šőčő, ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ őčřăŋĺůěŋă ŋă łőňŕăłšě.

Şŕř. 2.8. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕřěďěńěŋĺě (2.27) łőřřěłšŋő, š.ě. ěśńĺ H(z(·)) = hI (zI ) ďń£ ŋěłőšőřőčő I ∈ F (T ) ĺ ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ h_I ∈ C(Z_I ; R), šő ∫ Z_I hJ (zI )dPI śő-

ćŕăďăěš ś ŕřăćőľ ůăśšĳ¿ ťőřňşńż (2.27).

Őšőąřăęěŋĺě F_U , ğăďăćăěňőě ťőřňşńőľ (2.27), £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őčřăŋĺůěŋŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă H_U . Ŕő¡šőňş F_U őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ďő ńĺŋěľŋőčő őčřăŋĺůěŋŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă ŋă C(ZU ; R). Ŕřĺ ¡šőň

F_U (f) ¿ 0 ďń£ f ¿ 0; f ∈ C(Z_U ; R) ĺ F_U (1_{ZU} ) = 1

(ďń£ f ∈ H_U ¡šő şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě Řĺśśă { Ňăřłőćă (śň., ŋăŕř., [?, ś. 124])

F_U (f) = ∫ Z_U fdP_U ; f ∈ C(Z_U ; R); (2.28)

čďě P_U { ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă, ğăďăŋŋă£ ŋă ą¡řőćśłőľ ff-ăńčěąřě ŕřőśšřăŋśšćă Z_U . Ŕőŋ£šĺě ą¡řőćśłőľ ff-ăńčěąřż (śň., ŋăŕř., [?, ś. 122]) ňż ňőęěň ŋě őąśşęďăšĳ, ŕőśłőńĳłş ć łőňŕăłšŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ą¡řőćśłĺě ĺ ąőřěńěćśłĺě ňŋőęěśšćă śőćŕăďă¿š (śň. [?, ś. 123]). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ťşŋłűĺ£, ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă łőňŕăłšě, £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋőľ.

Ÿăč 4. Ŕőłăęěň, ůšő ŕőśšřőěŋŋżě ňěřż PU ; U ∈ N(T ), śőčńăśőćăŋż. Ŕşśšĳ V ⊂ U ∈ N(T ). Šőčďă H_V ⊂ H_U . Ěśńĺ f ∈ H_V , šő śşźěśšćş¿š J ∈ F (T ) ĺ f_U ∈ C(Z_J ; R) šăłĺě, ůšő

f(z_U ) = f(z_V ) = f_J (z_J ); z_U ∈ Z_U ; z_V ∈ Z_V ; z_J = z_U |_J = z_V |_J :

Ć śĺńş (2.27) ĺ (2.28) ĺňěěň

F_U (f) = ∫ Z_U f(z_U )dP_U = ∫ Z_J f_J (z_J )dP_J ; (2.29)

F_V (f) = ∫ Z_V f(z_V )dP_V = ∫ Z_J f_J (z_J )dP_J : (2.30)

Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ć ĺŋšěčřăńě Ńěąěčă (śň. (2.10)), ĺňěěň, śőčńăśŋő (2.29) ĺ (2.30), ∫ Z_V f(z_V )dP_V = ∫ Z_V f(z_V )dP_U ˝^{−1}_{U,V} : (2.31)

Śŋőćă ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş Śšőşŋă { Ćěľěřÿšřăśśă, ŕőńşůăěň, ůšő (2.31) ćěřŋő ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ C(Z_V ; R). Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£

Şŕř. 2.9. Ŕşśšĳ Q1; Q2 { ňěřż ŋă B(X ), čďě X { ŋěłőšőřőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ∫ X f(x)dQ_1 = ∫ X f(x)dQ_2 (2.32)

ďń£ ń¿ąőľ ŋěŕřěřżćŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ f : X → R, šő Q_1 = Q_2 ŋă B(X ).

Şŕř. 2.10. Ďőłăęĺšě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ňěřż Q ŋă BT , ĺňě¿źěľ ğăďăŋŋżě ŕřőěłűĺĺ Q_J ; J ∈ F (T ).

Šěőřěňă Łőńňőčőřőćă ďőłăğăŋă. 2 Řăśśňőšřěŋŋżľ ćżÿě ŕěřěţőď őš ŕřőśšřăŋśšć X_t, t ∈ T , ł őšřěğłş [0; 1] ŕőğćőń£ěš śşźěśšćěŋŋő şŕřőśšĺšĳ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1.7 řăśśşęďěŋĺ£ ŋă ś. 22, ŋăůĺŋă£ ś ťřăğż "Ćżąěřěň ć Xt : : : " Ă ĺňěŋŋő, Cn ≠ ∅ ĺ Bn ≠ ∅, š.ł. Q(C_n) = Q_{Jn} (B_n) > 0 ŕřĺ n ∈ N; ňż şůńĺ, ůšő —(∅) = 0 ďń£ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ňěřż. Ŕőńőęĺň U = ∪^∞_{n=1}J_n (śůěšŋőě ňŋőęěśšćő) ĺ ććěďěň C^′_n = ı^{−1}_{U,Jn}B_n, n ∈ N. Šőčďă C^′_n ⊂ C^′_m, ěśńĺ

C_n = ı^{−1}_{T,U}C^′_n ⊂ C_m = ı^{−1}_{T,U}C^′_m (n ¿ m):

Łřőňě šőčő, ∅ = ∩^∞_{n=1}C_n = ∩^∞_{n=1}ı^{−1}_{T,U} C^′_n = ı^{−1}_{T,U} ∩^∞_{n=1} C^′_n;

ŕő¡šőňş ∩^∞_{n=1}C^′_n = ∅. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ı_{U,Jn} { ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă [0; 1]^U (ś ňěšřĺłőľ ćĺďă (2.22)) ć ŕřőśšřăŋśšćő [0; 1]^{Jn} (ś ňěšřĺłőľ ȷ_{Jn} ). Śńěďőćăšěńĳŋő, {C^′_n}_{n∈}N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ łőňŕăłšőć ć [0; 1]^U . Ŋő šőčďă ∩^∞_{n=1}C^′_n ≠ ∅. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğăňěůăŋĺě Ď2.11. Ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (X ; B) ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň

ąőřěńěćśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ňěšřĺłă ȷ ŋă X , ŕřěćřăźă¿źă£ X ć ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ šăłă£, ůšő B = B(X ) š.ě. B śőćŕăďăěš ś ąőřěńěćśłőľ ăńčěąřőľ (ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ȷ). Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ E { ąőřěńěćśłőě ŕőďňŋőęěśšćő ŕőńĳśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X , ă E { śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ąőřěńěćśłĺţ ŕőďňŋőęěśšć E, šő (E; E) { śšăŋďăřšŋőě ąőřěńěćśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (ćőőąźě čőćőř£, śőőšćěšśšćş¿źă£ ňěšřĺłă ŋă E šőŕőńőčĺůěśłĺ ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋă ňěšřĺłě, ğăďăŋŋőľ ŋă X ). Őůěćĺďŋő, šěőřěňă Łőńňőčőřőćă śŕřăćěďńĺćă ďń£ śěňěľśšćă śšăŋďăřšŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć Xt; t ∈ T .

Ŕşśšĳ (X ; B) ĺ (Y; A) { ĺğňěřĺňżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ğăŕĺśĳ (X ; B)^⊂∼ (Y; A) őğŋăůăěš, ůšő ĺňěěšś£ ňŋőęěśšćő D ∈ A šăłőě, ůšő (X ; B) ∼ (D; A_{|D}) (őŕřěďěńěŋĺě ĺğőňőřťĺğňă "∼" śőďěřęĺš şŕřăęŋěŋĺě 1.29, A|_D = A ∩ D = {AD : A ∈ A). Łńăśśĺůěśłĺň ŕřĺňěřőň śšăŋďăřšŋőčő ąőřěńěćśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ K = {0; 1}N ś űĺńĺŋďřĺůěśłőľ ff-ăńčěąřőľ B.

Şŕř. 2.12. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćő ććěďěŋŋőň ćżÿě ŕřőśšřăŋśšćě (K; B), śŋăąęěŋŋőň ňěšřĺłőľ d (śň. (2.22)) B = B(K). Ŕřĺ ¡šőň (K; d) { łőňŕăłš (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, (K; d) { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő). Łřőňě šőčő, (K^S; B(K)^S) ∼ (K; B(K)) ďń£ ń¿ąőčő śůěšŋőčő ňŋőęěśšćă S ≠ ∅.

Ŋăŕőňŋĺň őśŋőćŋőě śćőľśšćő ąőřěńěćśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć. Šěőřěňă Ď2.13 (śň., ŋăŕř., [?, ś. 98]). Ŕşśšĳ ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (X ; B) ⊂ (Y; B(Y)), čďě (Y; B(Y)) { ŋěłőšőřőě ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Šőčďă (X ; B) ∼ (K; B(K));

(N; A(N));

((1; : : : ; |X |); A(1; : : : ; |X |));

ěśńĺ X ŋěśůěšŋő, śůěšŋő, łőŋěůŋő, ğďěśĳ A(M) { ff-ăńčěąřă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ňŋőęěśšćă M, | · | { ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă. Ć ůăśšŋőśšĺ, (X ; B) { śšăŋďăřšŋőě ąőřěńěćśłőě

ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŋă X śşźěśšćşěš ňěšřĺłă šăłă£, ůšő X { łőňŕăłšŋő, ă

B = B(X ).

Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ćěřő£šŋőśšŋżţ řăśŕřěďěńěŋĺľ ć ąăŋăţőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ŕőść£- źěŋż ňőŋőčřăťĺĺ [?].

Šěŕěřĳ ňż ćěřŋěňś£ ł őąśşęďěŋĺ¿ ŋěłőšőřżţ śćőľśšć šřăěłšőřĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ć ść£ğĺ ś šěň, ůšő ňŋőčĺě ćăęŋżě ďń£ šěőřĺĺ ĺ ŕřĺńőęěŋĺľ ňŋőęěśšćă ŋě ćţőď£š ć B_T (śň. šěőřěňş 1.5), Ďşąőň ążńő ŕřěďńőęěŋő ŕőŋ£šĺě śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ ŕřőűěśśă, łőšőřőě ŕőğćőń£ěš ć őŕřěďěńěŋŋżţ śńşůă£ţ śšřőĺšĳ ćěřśĺ¿ ŕřőűěśśă, ŕőćěďěŋĺě łőšőřőľ, ŕő śşšĺ ďěńă, ğăďăěšś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŋă śůěšŋőň ŕăřăňěšřĺůěśłőň ňŋőęěśšćě.

Ŕřőűěśś X = {X_t; t ∈ T }, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă (˙; F; P ) ĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T (šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő) ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺ£ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ), ŋăğżćăěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ňŋőęěśšćş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ T_0 ⊂ T , ěśńĺ T_0 { śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ć T ňŋőęěśšćő ĺ śşźěśšćşěš N ∈ F šăłőě, ůšő P (N ) = 0 ĺ ďń£ ćśěţ t ∈ T; ! ∈ ˙ \ N

X(t; !) ∈ [ ⋂ G∋t,G∈J {X(s; !); s ∈ G ∩ T_0} ] ; (2.33)

ğďěśĳ [B] őąőğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě B, ă J { śőćőłşŕŋőśšĳ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć (X ; ȷ).

Šěőřěňă Ď2.14 (śň. [?, ś. 128]). Ŕşśšĳ (X ; ȷ) { łőňŕăłšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ (T; ‹) { ŕśěćďőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Šőčďă śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X = {X_t; t ∈ T }, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă (˙; F; P ) ĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺ£ ć (X ; ȷ) ĺňěěš śěŕăřăąěńĳŋş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿. Ěśńĺ X { ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő šěőřěňă ďěľśšćşěš ŕřĺ őďŋőšőůěůŋőľ łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ X .

Ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£ ňőęŋő śřăćŋĺšĳ őŕřěďěńěŋĺě (2.33) ś őŕřěďěńěŋĺ£ňĺ, ŕřĺćěďěŋŋżňĺ ć [?, ś. 111], čďě řăśśňőšřěŋő T = [0; 1]; X = R. Ő śěŕăřăąěńĳŋżţ ŕřőűěśśăţ śň. šăłęě [?].

Ććěďěň ěźě őďŋő ćăęŋőě őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ (T; A) { ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő. Śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X = {X_t; t ∈ T }, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă (˙; F; P ) ĺ ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ğŋăůěŋĺ£ ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B), ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňżň, ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě

(t; !) ∈ T × ˙ → X_t(!) ∈ X (2.34)

£ćń£ěšś£ A × F|B ĺğňěřĺňżň. Łăł ŕřăćĺńő, X { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ B = B(X ). Ěśńĺ T { ďĺśłřěšŋőě ňŋőęěśšćő (łőŋěůŋőě ĺńĺ śůěšŋőě) ĺ A { ff-ăńčěąřă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć T , šő ŕřőűěśś X, őůěćĺďŋő, ĺğňěřĺň.

Šěőřěňă Ď2.15 ([?]). Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż Ď2.14 ĺ ŕřőűěśś X

£ćń£ěšś£ śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżň ŋă T , š.ě. ďń£ łăęďőčő t ∈ T ĺ ń¿ąőčő " > 0

lim_{s→t} P (ȷ(X_s; X_t) > ") = 0: (2.35)

Šőčďă ş X śşźěśšćşěš śěŕăřăąěńĳŋă£ ĺ ĺğňěřĺňă£ ňőďĺťĺłăűĺ£.

Şŕř. 2.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ X { śěŕăřăąěńĳŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ŕőď ğŋăłőň ćěřő£šŋőśšĺ ć (2.35) śšőĺš śőążšĺě, š.ě. ňŋőęěśšćő ĺğ F.

Şŕř. 2.17. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋěĺğňěřĺňőčő ŕřőűěśśă, š.ě. ŕřőűěśśă, ŋě ĺňě¿- źěčő ĺğňěřĺňőľ ňőďĺťĺłăűĺĺ.

Şŕř. 2.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕřőűěśś ĺğňěřĺň, šő łăęďă£ ěčő šřăěłšőřĺ£ £ćń£ěšś£ A|B-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺěľ. Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě?

Şŕř. 2.19. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ∈ T } { ĺğňěřĺňżľ ŕřőűěśś ĺ fi : ˙ → T , fi ∈ F|A. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă Y (!) = X_{τ(ω)}(!) ěśšĳ F|B-ĺğňěřĺňă£ ćěńĺůĺŋă.

Şŕř. 2.20. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őšłăğăšĳś£ őš şśńőćĺ£ ĺğňěřĺňőśšĺ ŕřőűěśśă, šő şšćěřęďěŋĺě ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ ŋě őą£ğăŋő ćżŕőńŋ£šĳś£.

Şŕř. 2.21. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż Ď2.14 ĺ ćśě šřăěłšőřĺĺ ŕřőűěśśă £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ ŋă (T; ȷ). Ćěřŋő ńĺ, ůšő šőčďă śăň ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň ĺ ĺğňěřĺňżň?

Šěŕěřĳ őąśşďĺň ŋěłőšőřżě ćőŕřőśż, łăśă¿źĺěś£ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ šřăěłšőřĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŋăůŋěň ś łńăśśĺůěśłőčő řěğşńĳšăšă Łőńňőčőřőćă.

Šěőřěňă Ď2.22 (śň. [?, ś. 124]). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ [a; b]} { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ

śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś šăłőľ, ůšő ďń£ ŋěłőšőřżţ ¸; " > 0 ĺ C = C(¸; ") > 0

E|X(t) − X(s)|^α 6 C|t − s|^{1+ε} ŕřĺ s; t ∈ [a; b]: (2.36)

Šőčďă ş ŕřőűěśśă X śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ ŕ.ŋ. ňőďĺťĺłăűĺ£.

Şŕř. 2.23. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ć şśńőćĺĺ (2.36) ŕőńőęĺšĳ " = 0, šő şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż Ď2.22, ćőőąźě čőćőř£, ŋě őą£ğăŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ (řăśśňőšřĺšě ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś).

Šěőřěňă Łőńňőčőřőćă ő ŋěŕřěřżćŋőľ ňőďĺťĺłăűĺĺ ŕőńşůĺńă ňŋőčőůĺśńěŋŋżě őąőąźěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ďń£ ňŋőęěśšćă U ⊂ T (U ňőęěš śőćŕăďăšĳ ś T ), čďě (T; ‹) { ŕśěćďőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, "-śěšĳ¿ ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő S_ε ⊂ T šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő t ∈ U ŋăľďěšś£ s ∈ S_ε šăłőě, ůšő ‹(s; t) 6 ". Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, U ŕőłřżćăěšś£ ğăňłŋşšżňĺ ÿăřăňĺ

B[s; "] = {t ∈ T : ‹(s; t) 6 "}; s ∈ S_ε: (2.37)

Ěśńĺ U őąńăďăěš łőŋěůŋőľ "-śěšĳ¿, šő ŋăğőćěň ňĺŋĺňăńĳŋőľ "-śěšĳ¿ ń¿ąş¿ šăłş¿ ěčő "-śěšĳ S^{min}_ε (U), ůšő |S^{min}_ε (U)| ňĺŋĺňăńĳŋő, čďě |V | őąőğŋăůăěš ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă V . Ŕőńőęĺň N_δ("; U) = |S^{min}_ε (U)|, ŕőďůěřłĺćă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ĺ őš ‹. Ůĺśńő

H_δ("; U) = log N_δ("; U) (2.38)

ŋăğżćăěšś£ "-¡ŋšřőŕĺěľ ňŋőęěśšćă U (őążůŋő ńőčăřĺťň ć (2.38) ąěřěšś£ ŕő őśŋőćăŋĺ¿ 2).

Śńěďş£ [?], ććěďěň ďćă şśńőćĺ£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćő (T; ‹). Ŕşśšĳ śşźěśšćş¿š m ∈ N ĺ a > 0 šăłĺě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő U ⊂ T , ĺňě¿źěčő ďĺăňěšř D_U := sup{‹(s; t) : s; t ∈ U} < ∞, ĺ ń¿ąőčő " > 0

N_δ("; U) 6 max{a(D_U =")^m; 1}: (2.39)

Ŕşśšĳ śşźěśšćşěš šăłőě b > 0, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ňĺŋĺňăńĳŋőľ "-śěšĺ S^{min}_ε (T )

|S^{min}_ε (T ) ∩ B[t; 5"]| 6 b ŕřĺ ćśěţ t ∈ S^{min}_ε (T ); (2.40)

čďě B[·; cdot] őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (2.37).

Šěőřěňă Ď2.24 (śň. [?, ś. 134] ). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ T } { ś.ť. śő ğŋăůěŋĺ-

£ňĺ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; d) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T , ğăďăŋŋă£ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ĺ ŕśěćďőňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (T; ‹), şďőćńěšćőř£¿źěň şśńőćĺ£ň (2.39) ĺ (2.40). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřżţ ‚ ∈ (0; 1); ¸ > m=‚ ĺ ˛ > 0

E(d(X(t); X(s))^α 6 ˛(‹(t; s))^{αγ} ďń£ ćśěţ s; t ∈ T: (2.41)

Šőčďă śşźěśšćşěš ňőďĺťĺłăűĺ£ Y = {Y (t); t ∈ T }, ĺňě¿źă£ ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ, šăłă£, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň – ∈ (0; ‚ − m=¸) lim_{ν↓0} sup_{δ(s,t)} 6ν d(Y (t); Y (s))=‹^λ(t; s) = 0 ŕ.ŋ., (2.42)

ĺ ďń£ łăęďőčő t_0 ∈ T

E^{sup_{t∈T} d(Y (t); Y (t0))^{α}} 6 a(2˛DT )^{αγ}=(2^{γ−m/α} − 1)^α; (2.43)

čďě a ťĺčşřĺřşěš ć şśńőćĺĺ (2.39).

Ğăňěůăŋĺě Ď2.25. Ěśńĺ D { ğăňłŋşšżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ć R^m ĺńĺ śťěřă ć R^{m+1}

(ć R^q ąěřěšś£ ěćłńĺďőćă ňěšřĺłă), šő şśńőćĺ£ (2.39) ĺ (2.40) ćżŕőńŋěŋż. Ŕő¡šőňş ĺğ

šěőřěňż Ď2.24 ćżšěłăěš šěőřěňă Ď2.22, ŕřĺůěň ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ şšćěřęďěŋĺ£ňĺ ő ńőłăńĳŋżţ śćőľśšćăţ šřăěłšőřĺľ ňőďĺťĺłăűĺĺ.

Ďń£ šőčő, ůšőąż ććěśšĺ ąőńěě őąźĺě ňőňěŋšŋżě şśńőćĺ£ ŋă ś.ť. X, řăśśňőšřĺň ŕőńőęĺšěńĳŋş¿, śšřőčő ćőğřăśšă¿źş¿, ćżŕşłńş¿ ťşŋłűĺ¿ , őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă R+ = [0; ∞) šăłş¿, ůšő (0) 6 1.

Šěőřěňă Ď2.26 (śň. [?]). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ T } { ś.ť. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńĳ-

śłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; d) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T , ğăďăŋŋă£ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ĺ ŕśěćďőňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (T; ‹), šăłă£, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő M > 0 E ( d(X(t); X(s))

‹(s; t) ) 6 M ŕřĺ s; t ∈ T; ěśńĺ ‹(s; t) ≠ 0 (2.44) ĺ d(X(t); X(s)) = 0 ŕ.ŋ., ěśńĺ ‹(s; t) = 0: (2.45) Ŕşśšĳ šăłęě ∫ +0 ˘(N_δ(T; "))d" < ∞; (2.46)

čďě ˘ { ťşŋłűĺ£, őąřăšŋă£ , ă ĺŋšěčřăń ć (2.46) ąěřěšś£ ŕő ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ůăśšĺ ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ 0. Šőčďă ş ś.ť. X śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ ŕ.ŋ. ňőďĺťĺłăűĺ£.

Şŕř. 2.27. Ćżćěďĺšě ĺğ šěőřěňż Ď2.26, ůšő ěśńĺ śńşůăľŋőě ŕőńě X = {X(t), t ∈ [0; 1]^m} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ) şďőćńěšćőř£ěš ďń£ ŋěłőšőřőľ ŋěşążćă¿źěľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ f ŋă R_+

ĺ p ¿ 1 şśńőćĺ£ň E(d(X(t); X(s))^p 6 f^p(‖s − t‖); (2.47) ∫_{+∞} f(x^{−p/m})dx < +∞; (2.48)

š.ě. ĺŋšěčřăń ąěřěšś£ ć őłřěśšŋőśšĺ +∞, šő śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ ŕ.ŋ. ňőďĺťĺłăűĺ£.

Ğăňěůăŋĺě Ď2.28 (śň. [?]). Ĺŋšěčřăńĳŋőě şśńőćĺě (2.48) £ćń£ěšś£ őŕšĺňăńĳŋżň, š.ě. ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőńě, şďőćńěšćőř£¿źěě ćśěň şśńőćĺ£ň šěőřěňż, łřőňě şśńőćĺ£ (2.48), šăłőě, ůšő őŋő ŋě ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋőľ ŕ.ŋ. ňőďĺťĺłăűĺĺ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ś.ť. X = {X(t); t ∈ T } ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćśłőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő

n ∈ N ĺ ćśěţ t1; : : : ; tn ∈ T ćěłšőř (X(t1); : : : ; X(tn)) ĺňěěš ňŋőčőňěřŋőě ŋőřňăńĳŋőě

řăśŕřěďěńěŋĺě. İšőš łńăśś ŕřőűěśśőć ŕőďřőąŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ ć ńěłűĺĺ 3.

Ĺğ šěőřěňż Ď2.26 ćżćőďĺšś£ šăłęě śńěďş¿źĺľ ĺğćěśšŋżľ řěğşńĳšăš. Šěőřěňă Ď2.29 (śň. [?]). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ T } { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ čăşś-

śőćśłĺľ ŕřőűěśś ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ňŋőęěśšćě T , śŋăąęěŋŋőň ŕśěćďőňěšřĺłőľ ‹ (śň.(1.28)). Ŕşśšĳ ∫ +0 √ log N_δ(T; ")d" < +∞; (2.49)

Šőčďă śşźěśšćşěš ňőďĺťĺłăűĺ£, ĺňě¿źă£ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ.

Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ śćőľśšć šřăěłšőřĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋăř£ďş ś ňěšřĺůěśłőľ ¡ŋšřőŕĺěľ ćěśĳňă ŕńőďőšćőřŋżň őłăğăńś£ ŕőďţőď, őśŋőćăŋŋżľ ŋă ŕőŋ£šĺĺ ňăęőřĺřş¿źěľ ňěřż. İšő ŕőŋ£šĺě ŕőğćőń£ěš ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě ńşůÿě şůěśšĳ śšřşłšşřş ŕăřăňěšřĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă T . Ďěńő ć šőň, ůšő ňěšřĺůěśłă£ ¡ŋšřőŕĺ£ łăł ąż ŋě řăğńĺůăěš "ŕőůšĺ ŕşśšżě" ĺ "ğăŕőńŋěŋŋżě" ÿăřż ďăŋŋőčő řăďĺşśă.

Ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă —, ğăďăŋŋă£ ŋă ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřě ŕřőśšřăŋśšćă (T; ‹), ŋăğżćăěšś£ ňăęőřĺřş¿źěľ, ěśńĺ sup_{t∈T} ∫_∞ 0 | log —(B[t; "])|^{1/2}d" < ∞; (2.50)

čďě B[·; ·] őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (2.37).

Ŕőśłőńĳłş —(B[t; "]) = 1 ďń£ " ¿ D_T , šő ć (2.50) ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ťăłšĺůěśłĺ ćěďěšś£ őš 0 ďő D_T , ă şśńőćĺě łőŋěůŋőśšĺ ĺŋšěčřăńă (2.50) řăćŋőśĺńĳŋő łőŋěůŋőśšĺ ¡šőčő ĺŋšěčřăńă ć ŋěłőšőřőľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őłřěśšŋőśšĺ 0.

Şŕř. 2.30. (śň. [?, ś. 182]) Ďőłăęĺšě, ůšő őŕřěďěńěŋĺě ňăęőřĺřş¿źěľ ňěřż řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěňş. Śşźěśšćşěš q > 1 ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ C = {C_k; k ∈ N} ĺğňěńĳůă¿źĺţś£ řăğąĺěŋĺľ T ŋă ňŋőęěśšćă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ —-ňěřż šăłă£, ůšő

sup_{C∈Ck} D_C 6 2q^{−k} (2.51) ĺ sup_{t∈T} ∞∑ k=1 q^{−k}| log —(C_k(t))|^{1/2}d" < ∞; (2.52)

čďě C_k(t) { šő (ěďĺŋśšćěŋŋőě) ňŋőęěśšćő řăğąĺěŋĺ£ C_k, łőšőřőě śőďěřęĺš šőůłş t.

Šěőřěňă Ď2.31 (śň. [?, ś. 193]). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ T } { ďěľśšćĺšěńĳŋă£

čăşśśőćśłă£ ś.ť. ŋă ŋěłőšőřőň łőňŕăłšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (T; ‹). Šőčďă ŋěőąţő-

ďĺňżň ĺ ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň ěě őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ąşďěš śşźěśšćőćăŋĺě

ňăęőřĺřş¿źěľ ňěřż, ă ŋěőąţőďĺňżň ĺ ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň ŋěŕřěřżć-

ŋőśšĺ ąşďěš şśńőćĺě

lim_{ν↓0} sup_{t∈T} ∫_ν 0 | log —(B[t; "])|^{1/2}d" = 0: (2.53)

Řăğşňěěšś£, ğďěśĳ řěůĳ ĺďěš ő ŋăńĺůĺĺ ňőďĺťĺłăűĺĺ ś śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ (ŕ.ŋ.) šřăěłšőřĺ£ňĺ.

Ďőśšăšőůŋőśšĳ ŕřĺćěďěŋŋżţ şśńőćĺľ ążńă ďőłăğăŋă Ťěřŋĺłőň, ă ŋěőąţőďĺňőśšĳ { Šăńăčřăŋőň.

Ğăňěšĺň, ůšő ĺňěěšś£ šăłęě őŕřěďěńěŋĺě ňăęőřĺřş¿źěľ ňěřż, ĺśŕőńĳğş¿źěě łőŋěůŋőśšĳ ĺŋšěčřăńă ćĺďă ∫ +0 ˘ ( 1 —(B[t; "]) ) d" ďń£ ťşŋłűĺĺ ˘ őŕřěďěńěŋŋőčő łńăśśă, śň., ŋăŕř., [?]. Śćőľśšćă šřăěłšőřĺľ čăşśśőćśłĺţ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ďěšăńĳŋő ĺğşůěŋż ć ňőŋőčřăťĺĺ [?], čďě ĺňě¿šś£ őąÿĺřŋżě ąĺąńĺőčřăťĺůěśłĺě şłăğăŋĺ£. Ŋěłőšőřżě řěğşńĳšăšż, ść£ğăŋŋżě ś šřăěłšőřĺ£ňĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£, ĺğńăčă¿šś£ ć ŕőśńěďş¿źĺţ ńěłűĺ£ţ ĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ţ ł ŋĺň.

Ńěłűĺ£ 3. Čăşśśőćśłĺě ŕřőűěśśż.

Ňŋőčőňěřŋőě ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśšřőěŋĺě ďěľśšćĺšěńĳŋőľ čăşśśőćśłőľ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕő ťşŋłűĺĺ śřěďŋěčő ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ. Łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżě čăşśśőćśłĺě ŕřőűěśśż. Ŋěőšřĺűăšěńĳŋő-őŕřěďěńěŋŋżě ťşŋłűĺĺ łăł łőćăřĺăűĺőŋŋżě ťşŋłűĺĺ. Ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś). İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ őŕřěďěńěŋĺľ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Ťşŋłűĺĺ Ţăăřă ĺ Ÿăşďěřă. Ťńşłšşăűĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śšăŋďăřšŋżţ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ. Ŕőśšřőěŋĺě ŋěŕřěřżćŋőčő ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŋă [0, 1], ă ğăšěň ŋă [0, ∞). Ňŋőčőňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, őŕřěďěńěŋŋżľ ć ńěłűĺĺ 2, ćţőďĺš šăłęě ć őąÿĺřŋżľ łńăśś čăşśśőćśłĺţ ŕřőűěśśőć. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śńşůăľŋżľ ćěłšőř Y

ć R^n ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň ĺńĺ čăşśśőćśłĺň (őąőğŋăůăěšś£ Y ∼ N (a; C)), ěśńĺ ďń£ – ∈ R^n

’_Y (–) = exp { i(a; –) − 1 2 (C–; –) } ( = exp { i n∑ k=1 a_k–_k − 1 2 n∑ k,m=1 c_{km}–_k–_m }) ; (3.1)

čďě a ∈ R^n, C = (c_{km})^n_{k,m=1} | śĺňňěšřĺůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ňăšřĺűă ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. Ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ őŕřěďěńěŋŋőśšĳ C (ğăŕĺśĳ C ¿ 0) őğŋăůăěš, ůšő (C–; –) ¿ 0 ďń£ ćśěţ – ∈ R^n. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺćěďěŋŋżě ďćă şśńőćĺ£: C ¿ 0 ĺ C = C^∗ (šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ňăšřĺűă) řăćŋőśĺńĳŋż őďŋőňş şśńőćĺ¿: n∑ k,l=1 c_{kl}z_k —z_l ¿ 0; (3.2)

ďń£ ń¿ążţ łőňŕńěłśŋżţ z_1; : : : ; z_n (ůěřšă ŋăď z őąőğŋăůăěš łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě). Ďőłăğżćăěšś£ (śň., ŋăŕř., [?, ś. 175]), ůšő ďń£ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ňăšřĺű C ĺ ń¿ąőčő ćěłšőřă a ∈ R^n, ťşŋłűĺ£, śšő£źă£ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3.1), £ćń£ěšś£ ţ.ť. ŋěłőšőřőčő śńşůăľŋőčő ćěłšőřă Y . Ěśńĺ C > 0, š. ě. (C–; –) > 0 ďń£ ń¿ąőčő – ≠ 0 ∈ R^n, šő Y ĺňěěš ŕńőšŋőśšĳ (ŕő ňěřě Ńěąěčă)

P_Y (x) = (2ı)^{− n2} |C|^{− 12} exp{−(C^{−1}(x − a); x − a)};

čďě |C| | őŕřěďěńĺšěńĳ C.

Ďń£ Y ∼ N (a; C) ŋěšřşďŋő şśšăŋőćĺšĳ śňżśń ŕăřăňěšřőć a ĺ C:

a_k = EY_k; c_{km} = cov(Y_k; Y_m); k; m = 1; : : : ; n (n ¿ 1): (3.3)

Ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ś.ť. X(t), ğăďăŋŋă£ ŋă T ĺ (˙; F; P ), ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćśłőľ, ěśńĺ ćśě ěě ł.-ň.ř. £ćń£¿šś£ čăşśśőćśłĺňĺ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ (X(t_1); : : : ; X(t_n)) ěśšĳ čăşśśőćśłĺľ ćěłšőř ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł t_1; : : : ; t_n ∈ T (ďőśšăšőůŋő šřěąőćăšĳ ¡šő ďń£ ŋăąőřőć (t_1; : : : ; t_n), śőśšő£źĺţ ĺğ řăğńĺůŋżţ šőůěł, ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ¡ńěňěŋšăřŋőľ ńěňňż, łőšőřă£ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ďăńěě).

Ńěňňă 3.1. Ćěłšőř Y = (Y1; : : : ; Yn) £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň ć R^n šőčďă ĺ šőńĳ-

łő šőčďă, łőčďă (fi; Y ) =^n ∑ k=1 fi_kY_k ěśšĳ čăşśśőćśłă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ďń£ ćśěţ

fi = (fi_1; : : : ; fi_n) ∈ R^n.

2 Ŕşśšĳ Y ∼ N (a; C). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ∈ R ć śĺńş (3.1)

Ee^{iν(τ,Y )} = Ee^{i(ντ,Y )} = exp { i(a; fi) − 1 2 (Cfi; fi) } = exp { i(a; fi) − 1 2 (Cfi; fi)^2 } ; š. ě. (fi; Y ) ∼ N ((a; fi); (Cfi; fi)) (łăł őążůŋő, fi = (fi_1; : : : ; fi_n)).

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ (fi; Y ) ∼ N (a_τ ; ff^2_τ ). Šőčďă (śň. (3.3) ŕřĺ n = 1)

a_τ = E(fi; Y ) = n∑ k=1 fi_kEY_k = (fi; EY ) ĺ ff^2_τ = D(fi; Y ) = D (_n∑ k=1 fi_kY_k ) = n∑ k,m=1 fi_kfi_m cov(Y_k; Y_m) = n∑ k,m=1 fi_kfi_mc_{km} = (Cfi; fi)

(3.4)

(ćğ£ć ćěłšőř fi ś łőňŕőŋěŋšăňĺ fi_j = 1 ĺ fi_k = 0 ŕřĺ k ≠ j, ŕőńşůĺň, ůšő Y_j { čăşśśőćśłă£ ćěńĺůĺŋă, ŕő¡šőňş EY^2_j < ∞, j = 1; : : : ; n). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ∈ R Ee^{iν(τ,Y )} = exp { ia_τ − 1 2 ff^2_τ ^2 } : (3.5)

Ŕőďśšăćĺć ć (3.5) = 1 ĺ a_τ ; ff^2_τ ĺğ (3.4), ŕőńşůĺň (3.1). 2

Ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ r(s; t), ğăďăŋŋă£ ŋă T × T , ŋăğżćăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ňăšřĺűż (r(t_k; t_m))^n_{k,m=1} ¿ 0 ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł t_1; : : : ; t_n ∈ T .

Šěőřěňă 3.2. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ŕřőĺğćőńĳŋă£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ a(t), t ∈ T ,

ĺ śĺňňěšřĺůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ r(s; t), s; t ∈ T . Šőčďă ŋă T ĺ ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śşźěśšćşěš čăşśśőćśłă£ ś.ť. X(t; !) ∈ R, ďń£ łőšőřőľ a(t) = EX(t) ĺ r(s; t) = cov(X(s); X(t)) ŕřĺ ćśěţ s; t ∈ T .

2 Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ąőčő fi = (t1; : : : ; tn) ∈ T^n ğăďăďĺň ŋă (R^n; B(R^n)) ňě-

řż Q_τ łăł ňěřż, őšćěůă¿źĺě ţ.ť. ćĺďă (3.1), čďě a=(a(t_1); : : : ; a(t_n)) ĺ c_{km} =r(t_k; t_m) (ś ćěłšőřăňĺ ňż őŕěřĺřşěň łăł śő śšőńąűăňĺ). Šőčďă őůěćĺďŋżň őąřăğőň ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ (a) ĺ (b) šěőřěňż 2.9. 2

Šăłĺň őąřăğőň, ďěľśšćĺšěńĳŋă£ čăşśśőćśłă£ ś.ť., šőůŋěě, ěě řăśŕřěďěńěŋĺě

ć (RT; BT ), ğăďăěšś£ ďćşň£ őąžěłšăňĺ: ťşŋłűĺěľ śřěďŋěčő ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ

ťşŋłűĺěľ. Őšňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ś.ť. X(t), ĺňě¿źěľ ďń£ łăęďőčő t ∈ T łőŋěůŋżľ ćšőřőľ ňőňěŋš, ŕřĺ ćśěţ n ∈ N, t_1; : : : ; t_n ∈ T ĺ –_1; : : : ; –_n ∈ R ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő n∑ k,m=1 cov(X(t_k); X(t_m))–_k–_m = cov (_n∑ k=1 –_kX(t_k); n∑ m=1 –_mX(t_m) ) ¿ 0:

Őůěćĺďŋő, cov(X(s); X(t)) = cov(X(t); X(s)). Ŕő¡šőňş şśńőćĺ£, ŋăńăčăěňżě ć šěőřěňě 3.2 ŋă ťşŋłűĺ¿ r, £ćń£¿šś£ ŋě šőńĳłő ďőśšăšőůŋżňĺ, ŋő ĺ ŋěőąţőďĺňżňĺ ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ čăşśśőćśłőľ ś.ť. ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r. Šăłĺň őąřăğőň, łńăśś ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ śőćŕăďăěš ś łńăśśőň łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋłűĺľ (ďěľśšćĺšěńĳŋżţ) čăşśśőćśłĺţ ŕřőűěśśőć.

Łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ R(s; t), s; t ∈ T , čďě T | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő, ŋăğżćăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N, ń¿ążţ t_1; : : : ; t_n ∈ T ĺ ćśěţ z_1; : : : ; z_n ∈ C n∑ k,l=1 z_k —z_lR(t_k; t_l) ¿ 0 (3.6)

(z = u − iv ďń£ z = u + iv, čďě u; v ∈ R). Ŕşśšĳ {X(t); t ∈ T } | ś.ť., ŕřĺŋĺňă¿źă£ łőňŕńěłśŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ łăęďőň t, šăłă£ ůšő E|X(t)|^2 < ∞ ďń£ t ∈ T . Őążůŋő šăłĺě ś.ť. ŋăğżćă¿š L_2-ŕřőűěśśăňĺ. Łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ¡šőčő ŕřőűěśśă őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

r(s; t) = E(X(s) − EX(s))(X(t) − EX(t)): (3.7)

Śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ X = {X(t) = (t) + “(t); t ∈ T } śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćśłőľ (ğďěśĳ (t); “(t) { ďěľśšćĺšěńĳŋżě ŕřőűěśśż), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ćśěţ t_1; : : : ; t_n ∈ T ćěłšőř ((t_1); “(t_1); : : : ; (t_n); “(t_n)) ĺňěěš ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě (řăćŋőśĺńĳŋő šřěąőćăšĳ čăşśśőćőśšĳ ((t_1); : : : ; (t_n); “(t_1); : : : ; “(t_n))).

Šěőřěňă 3.3. Łńăśś ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ ťşŋłűĺľ R(s; t), s; t ∈ T , śő-

ćŕăďăěš ś łńăśśőň łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋłűĺľ L_2-ŕřőűěśśőć {X(t); t ∈ T }, ĺ šăłęě śőćŕăďăěš ś łńăśśőň łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋłűĺľ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ čăşśśőćśłĺţ ŕřőűěśśőć {X(t); t ∈ T }.

2 Ěśńĺ X(t), t ∈ T , | L2-ŕřőűěśś, šő ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N, ń¿ążţ t1; : : : ; tn ∈ T ĺ

ćśěţ z_1; : : : ; z_n ∈ C ĺňěěň n∑ k,l=1 z_k —z_lr(t_k; t_l) = E | | | n∑ k=1 z_kX(t_k) | | |^2 ¿ 0:

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ R(s; t), s; t ∈ T , | ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőńőęĺň R_1(s; t) = Re R(s; t) ĺ R_2(s; t) = ImR(s; t), s; t ∈ T . Ďń£ z_k = u_k+iv_k, k = 1; : : : ; n, ŋěřăćěŋśšćő (3.6) ŕőśńě ćżďěńěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśšěľ ŕřĺňěš ćĺď n∑ k,m=1 R_1(t_k; t_m)(u_ku_m + v_kv_m) + n∑ k,m=1 R_2(t_k; t_m)(u_kv_m − v_ku_m) + + i [_n∑ k,m=1 R_1(t_k; t_m)(v_ku_m − u_kv_m) + n∑ k,m=1 R_2(t_k; t_m)(u_ku_m − v_kv_m) ] ¿ 0: (3.8)

Ĺğ (3.6) ŕřĺ n = 1 ćĺďĺň, ůšő R(t; t) ¿ 0 ďń£ ćśěţ t ∈ T . Ŕřĺ n = 2, ń¿ążţ t_1; t_2 ∈ T ĺ z_1; z_2 ∈ C , śőčńăśŋő (3.6) ĺňěěň

|z_1|^2R(t_1; t_2) + z_1z_2R(t_1; t_2) + z_1z_2R(t_2; t_1) + |z_2|^2R(t_2; t_2) ¿ 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, z_1z_2R(t_1; t_2) + z_1z_2R(t_2; t_1) { ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ z_1 = z_2 = 1 ŕőńşůăěň, ůšő R(t_1; t_2) + R(t_2; t_1) ∈ R ďń£ ćśěţ t_1; t_2 ∈ T . Ćżąřăć z_1 = 1, z_2 = i, ŕřĺţőďĺň ł šőňş, ůšő R(t_1; t_2) − R(t_2; t_1) ěśšĳ ůĺśšő ňŋĺňőě ůĺśńő. Šăłĺň őąřăğőň, R(s; t) = R(t; s) ďń£ ń¿ążţ s; t ∈ T . İšő śćőľśšćő ¡řňĺšőćőľ śőŕř£ęěŋŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ R(s; t) ćńěůěš śőőšŋőÿěŋĺ£ R_1(s; t) = R_1(t; s) ĺ R_2(s; t) = −R_2(t; s) ŕřĺ s; t ∈ T . Ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő (3.8) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě (C–; –) ¿ 0, čďě

– = (u_1; : : : ; u_n; v_1; : : : ; v_n), (·; ·) | śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć R^{2n}, ă ňăšřĺűă C śĺňňěšřĺůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ: C = ( R_1(t_k; t_m) R_2(t_k; t_m) −R_2(t_k; t_m) R_1(t_k; t_m) ) k,m=1,... ,n. (3.9)

Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.10 śşźěśšćşěš čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś ((t); “(t)), t ∈ T , śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^2 ŕřĺ łăęďőň t, šăłőľ ůšő ďń£ ćśěţ n ∈ N ĺ t_1; : : : ; t_n ∈ T ćěłšőř ((t_1); : : : ; (t_n); “(t_1); : : : ; “(t_n)) ∼ N (0; C), čďě ňăšřĺűă łőćăřĺăűĺľ C ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (3.9). Ćőğĳňěň

X(t) = 1√ 2 ((t) − i“(t)); t ∈ T: (3.10)

Šőčďă ďń£ s; t ∈ T (ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő −R_2(t; s) = R_2(s; t), s; t ∈ T ) ĺňěěň

EX(s)X(t) =^1_2(R1(s; t) − iR2(t; s) + iR2(s; t) + R1(s; t)) =

= R_1(s; t) + iR_2(s; t) = R(s; t): 2

Šěőřěňă 3.4. Őŕřěďěńěŋĺě ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă, ďăŋŋőě ć śńěďśšćĺĺ 2.15, ¡łćĺ-

ćăńěŋšŋő śńěďş¿źěňş:

1^∘. (W (t); t ¿ 0) { čşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś; 2^∘. EW (t) = 0; t ∈ [0; ∞);

3^∘. cov(W (t); W (s)) = min{t; s}; t; s ∈ [0; ∞).

2Ňż şęě ćĺďěńĺ, ůšő ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ŕőśšřőěŋŋżľ ć

śĺńş śńěďśšćĺ£ 2.15, şďőćńěšćőř£ěš (2.21), š.ě. şśńőćĺ£ň 2^∘ ĺ 3^∘. Ďőłăęěň, ůšő ¡šőš ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň. Ćěłšőř (W (t_1); : : : ; W (t_n)), 0 6 t_1 < : : : < t_n, čăşśśőćśłĺľ, š. ł. őŋ ŕőńşůăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň (śň. (2.18)) ćěłšőřă

(W (t_1) − W (0); W (t_2) − W (t_1); : : : ; W (t_n) − W (t_{n−1}));

łőšőřżľ £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň, š.ł. śőśšőĺš ĺğ ŋěğăćĺśĺňżţ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ ć śĺńş 2) ĺ 3). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ć R^n ćěłšőř Y ∼ N (a; C), šő, ŕőńĳğş£śĳ (3.1) ĺ (2.19), śřăğş ŕőńşůăěň, ůšő AY ∼ N (Aa; ACA^∗), čďě A=(a_{k,m})^n_{k,m=1} ĺ a_{k,m} ∈ R, k; m = 1; : : : ; n.

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ 1^∘; 2^∘; 3^∘. Ŕőłăęěň, ůšő šőčďă ŕřőűěśś őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ 1), 2), 3), şłăğăŋŋżňĺ ć śńěďśšćĺĺ 2.15. Ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 2.15 ĺ ťőřňşńż 2.21 ŕőńşůăěň, ůšő ťşŋłűĺ£ r(s; t) = min{s; t}, s; t ∈ [0; ∞), £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě 3.2 śşźěśšćşěš űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś (W (t); t ¿ 0) ś šăłőľ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ. Šő, ůšő ťşŋłűĺ£ r(s; t) ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő:

r(s; t) = ∞∫ 0 1_{[0,min{s,t}]}(z) dz = ∞∫ 0 1_{[0,s]}(z)1_{[0,t]}(z) dz;

ă ďń£ ń¿ążţ n ∈ N ĺ ćśěţ –_1; : : : ; –_n ∈ R ĺňěěň n∑ k,m=1 r(t_k; t_m)–_k–_m = ∞∫ 0 (_n∑ k=1 –_k1_{[0,tk]}(z)

)_2

dz ¿ 0:

Ŕőśłőńĳłş EW (0) = 0 ĺ DW (0) = cov(W (0); W (0)) = min{0; 0} = 0, šő W (0) = 0 ŕ.ŋ. Ďăńěě, ďń£ 0 6 t_1 < : : : < t_n ŕőńşůăěň

W_0 W_{t1} − W_0 . . W_{tn} − W_{tn−1} = 1 0 0 : : : : : : : : 0 −1 1 0 : : : : : : : : 0 0 −1 1 : : : : : : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : −1 1

W_0 W_{t1} . . W_{tn} :

Ŕő¡šőňş (W (0); W (t_1) − W (0); : : : ; W (t_n) − W (t_{n−1})) | čăşśśőćśłĺľ ćěłšőř. Łőňŕőŋěŋšż čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă ŋěğăćĺśĺňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňăšřĺűă łőćăřĺăűĺľ ďĺăčőŋăńĳŋă (ćěłšőř ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě łőňŕőŋěŋšż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő ţ.ť. řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ţ.ť. łőňŕőŋěŋš; ć čăşśśőćśłőň śńşůăě śńěďşěš ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ťőřňşńőľ (3.1)). Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ć śĺńş ąĺńĺŋěľŋőśšĺ łőćăřĺăűĺĺ

cov(W (t_{k+1}) − W (t_k); W (t_{m+1}) − W (t_m)) = = min{t_{k+1}; t_{m+1}} − min{t_{k+1}; t_m} − min{t_k; t_{m+1}} + min{t_k; t_m} = 0 ŕřĺ k ≠ m: (3.11)

Ĺğ ŋőřňăńĳŋőśšĺ ćěłšőřă ŕřĺřăźěŋĺľ śńěďşěš ŋőřňăńĳŋőśšĳ W (t)−W (s) ďń£ ń¿ążţ t; s ¿ 0 (ŕőďćěłšőř čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň, š. ł. ěčő ţ.ť. ŋăţőďĺšś£ ŕő ţ.ť. ĺśţőďŋőčő ćěłšőřă ğăŋşńěŋĺěň ůăśšĺ –_j ). Łřőňě šőčő, E(W (t) − − W (s)) = EW (s) − EW (t) = 0 ĺ D(W (t) − W (s)) = t − s ŕřĺ t ¿ s (ćżůĺśńěŋĺě śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő (3.11)). 2

Ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ďăšĳ £ćŋş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ ĺ ŕřĺ ¡šőň šăłş¿, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ŕřőűěśś ąşďěš ĺňěšĳ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ.

Ğăňěůăŋĺě 3.5. Ć ść£ğĺ śő śńěďśšćĺ£ňĺ 2.14,2.15 ĺ šěőřěňőľ 2.11 ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ěśńĺ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś X_t; t ¿ 0 ŋăůĺŋăěšś£ ĺğ 0 ĺ ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£, šő şśńőćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ (ŕ.ŋ.) ěčő šřăěłšőřĺľ ćńěůěš čăşśśőćőśšĳ ¡šőčő ŕřőűěśśă. Ąőńěě őąźĺľ řěğşńĳšăš śőďěřęĺšś£ ć Ŕřĺńőęěŋĺĺ 2.

Śŋăůăńă ŕőśšřőĺň ŕřőűěśś W (t) ŋă őšřěğłě [0; 1]. Ććěďěň ťşŋłűĺĺ Ţăăřă H_k(t), t ∈ [0; 1], k = 0; 1; : : : , ŕőńőęĺć

H_0(t) ≡ 1; H_1(t) = 1_{[0,1/2]}(t) − 1_{(1/2,1]}(t);

ă ďń£ 2^n 6 k < 2^{n+1} (n ∈ N), őąőğŋăůĺć a_{n,k} = 2^{−n}(k − 2^n), őŕřěďěńĺň

H_k(t) = 2^{n/2}(1_{In,k} (t) − 1_{Jn,k} (t));

čďě I_{n,k} = [a_{n,k}; a_{n,k} + 2^{−n−1}], J_{n,k} = (a_{n,k} + 2^{−n−1}; a_{n,k} + 2^{−n}] (řĺś. 3.2).

Śĺśšěňă {H_k} £ćń£ěšś£ ŕőńŋőľ ĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőľ ć L^2[0; 1] ś ňěřőľ Ńěąěčă. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć L^2[0; 1] ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

⟨f; g⟩ = 1∫ 0 f(t)g(t) dt; f; g ∈ L^2[0; 1]:

Őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ {H_k} őůěćĺďŋă, ă ŕőńŋőšă ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ťşŋłűĺľ H_k ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ĺŋďĺłăšőřż ŕřőňěęşšłőć ś ďćőĺůŋő řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łőŋűăňĺ. (Šăł, 1_{[0,1/2]} = (H_0 + H_1)=2, 1_{(1/2,1]} = (H_0 − H_1)=2,

- 6 œq q_0^{2n/2}_{−2n/2 an,k an,k + 2}−n_1^{Hk(t)}_{tŘĺś. 3.2}

1_{[0,1/4]} = (1_{[0,1/2]} + (1=2)H_2)=2, 1_{(1/4,1/2]} = (1_{(0,1/2]} − 1=2H_2)=2, : : : , 1_{[an,k ,an,k+2}−n−1_] = = (1_{[an,k,an,k +2}−n_] + 2^{−n/2}H_k)=2 ďń£ 2^n 6 k < 2^{n+1}.)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ f ∈ L^2[0; 1] ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě f = ∞∑ k=0 ⟨f; H_k⟩H_k; (3.12) čďě ř£ď ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3.12) śţőďĺšś£ ć L^2[0; 1]. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő řăćěŋśšćő Ŕăřśěćăń£ ďăěš ⟨f; g⟩ = ∞∑ k=0 ⟨f; H_k⟩⟨g; H_k ⟩: (3.13) Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ťşŋłűĺĺ Ÿăşďěřă (śň. řĺś. 3.3): S_k(t) := t∫ 0 H_k(y) dy ≡ ⟨1_{[0,t]}; H_k⟩; t ∈ [0; 1]:

- 6 0 2^{−( n}2^{)−1} a_{n,k} a_{n,k} + 2^{−n} 1 t S_k(t) (k > 1)

Řĺś. 3.3

Šěőřěňă 3.6. Ŕşśšĳ {k; k ¿ 0} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ N (0; 1)

ćěńĺůĺŋ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) (ĺţ ćśěčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ śőčńăśŋő śńěďśšćĺ¿ 1.9). Ŕőńőęĺň ďń£ t ∈ [0; 1], ! ∈˙ W (t; !) = ∞∑ k=0 k(!)S_k(t): (3.14) Šőčďă W ěśšĳ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś ŋă [0; 1] (š. ě. śćőľśšćă, ğăńőęěŋŋżě ć őŕřěďěńěŋĺě, ćżŕőńŋěŋż ŋă [0; 1]), ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ.

Ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ďćě ńěňňż.

Ńěňňă 3.7. Ŕşśšĳ ůĺśńőćă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {ak}^∞_{k=0} šăłőćă, ůšő ak = = O(k^ε) ŕřĺ k → ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő " < 1=2. Šőčďă ř£ď^∞ ∑ k=0 a_kS_k(t) śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă [0; 1] ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ğăďăěš ŋěŕřěřżćŋş¿ ŋă [0; 1] ťşŋłűĺ¿ (š. ł. ćśě S_k(t) ŋěŕřěřżćŋż).

2 Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő

R_m := sup_{t∈[0,1]} ∑ k¿2^m |a_k|S_k(t) → 0; m → ∞

(S_k(·) ¿ 0 ŕřĺ ćśěţ k). Ĺňěěň |a_k| 6 ck^ε ďń£ ćśěţ k ¿ 1 ĺ ŋěłőšőřőčő c > 0, ŕő¡šőňş ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; 1] ĺ n ¿ 1 ∑ 2^n6k<2^{n+1}

|a_k|S_k(t) 6 c2^{(n+1)ε} ∑ 2^n6k<2^{n+1}

S_k(t) 6 c2^{(n+1)ε}2^{−n/2−1} 6 c2^{ε−n(1/2−ε)}:

Ňż şůńĺ, ůšő t ŕőŕăďăěš šőńĳłő ć őďĺŋ ĺğ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŋőśĺšěńěľ ťşŋłűĺľ S_k, 2^n 6 k < 2^{n+1}, ĺ šő, ůšő 0 6 S_k(t) 6 2^{−(n/2)−1} ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ k. Ŕő şśńőćĺ¿ " < 1=2, śńěďőćăšěńĳŋő, R_m 6 c2^ε ∑ n¿m 2^{−n(1/2−ε)} → 0 ŕřĺ m → ∞: 2

Ńěňňă 3.8. Ŕşśšĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ğăďăŋż (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ŋěğăćĺśĺňżě)

ćěńĺůĺŋż _k ∼ N (0; 1), k = 0; 1; : : : . Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő c > 2^{1/2} ĺ ŕ.ć. ! ∈ ˙ ňőęŋő şłăğăšĳ N_0(!; c), šăłőě ůšő |_k(!)| < c(log k)^{1/2} ŕřĺ ćśěţ k ¿ N_0(!; c):

2 Ďń£ ∼ N (0; 1) ĺ ń¿ąőčő x > 0 ĺňěěň P ( ¿ x) = (2ı)^{−1/2} ∞∫ x exp{−y^2=2}dy = (2ı)^{−1/2} ∞∫ x (−1=y)d(e^{−y2 /2}) =

= (2ı)^{−1/2} ( x^{−1}e^{−x2/2} − ∞∫ x y^{−2}e^{−y2/2}dy ) 6 x^{−1}(2ı)^{−1/2}e^{−x2/2}: (3.15)

Ąőńěě šőčő, ćĺďĺň, ůšő

P ( ¿ x) ∼ x^{−1}(2ı)^{−1/2}e^{−x2/2} ŕřĺ x → ∞: (3.16)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ ń¿ąőň x > 0 P (|| ¿ x) 6 x^{−1}(2=ı)^{1/2}e^{−x2/2}: (3.17) Ŕő¡šőňş ďń£ c > 2^{1/2} ∑ k¿2 P (|_k| ¿ c(log k)^{1/2}) 6 c^{−1}(2=ı)^{1/2} ∑ k¿2 k^{−c2/2}(log k)^{−1/2} < ∞:

Őśšăěšś£ śőśńăšĳś£ ŋă ńěňňş Ąőřěń£{Łăŋšěńńĺ (śň. [?, ś. ??]), şšćěřęďă¿źş¿, ůšő ěśńĺ ∑ k P (A_k) < ∞, šő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 0 ŕřőĺğőľďěš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő śőążšĺľ A_k, š. ě. P ( ⋂ n ⋃ k¿n A_k ) = 0. 2

Ćěřŋěňś£ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ŋěŕřěřżćŋőčő ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ďőłăęěň šěőřěňş 3.6.

2 Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŕ.ŋ. šřăěłšőřĺľ W (·; !) śřăğş śńěďşěš ĺğ ńěňň 3.7 ĺ 3.8.

Ğăňěšĺň, ůšő ř£ď (3.14) ŋě šőńĳłő ŕ.ŋ. řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă [0; 1], ŋő ĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; 1] śţőďĺšś£ ć L^2(˙) = L^2(˙; F; P ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, E | | | | n+m∑ k=n k(!)S_k(t) | | | | 2 = n+m∑ k=n n+m∑ l=n S_k(t)S_l(t)E_k_l = n+m∑ k=n S^2_k (t); n; m ∈ N:

Őśšăěšś£ şůěśšĳ ŕőńŋőšş L^2(˙) ĺ šő, ůšő ∑ 2^n6k<2^{n+1}

S^2_k (t) 6 (2^{−(n/2)−1})^2 ďń£ ćśěţ

t ∈ [0; 1]. Őąőğŋăůĺň Z_n(t) =^n ∑ k=0 kS_k(t). Ĺšăł, ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; 1] ĺňěěň

Z_n(t)^{L2(˙)}−→ Z(t) ŕřĺ n → ∞ ĺ Z_n(t) → W (t) ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő Z(t) = W (t) ŕ.ŋ. (łăł śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ., šăł ĺ śţőďĺňőśšĳ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ćńěłşš śţőďĺňőśšĳ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, ă ŕřěďěń ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ őŕřěďěńěŋ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ). Šăłĺň őąřăğőň, Z_n(t)^{L2(˙)}−→ W (t), n → ∞ (t ∈ [0; 1]). Ŋăľďěň śřěďŋěě ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕřőűěśśă W (t); t ∈ [0; 1]. Ŕőśłőńĳłş EZn(t) = 0 ďń£ ćśěţ

n ∈ N ĺ t ∈ [0; 1], ĺňěěň |EW (t)| = |EW (t) − EZn(t)| 6 (E|W (t) − Zn(t)|^2)^{1/2} → 0; n → ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, EW (t) = 0 ŕřĺ ćśěţ t ∈ [0; 1].

Ďń£ ń¿ążţ s; t ∈ [0; 1], ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĳ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ŕőńşůăěň

(Z_n(s); Z_n(t))_L2_{(˙)} → (W (s); W (t))_L2_{(˙)} = EW (s)W (t) = cov(W (s); W (t));

ŋő ć śĺńş ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {_k} ĺ ŕőśłőńĳłş E^2 = 1, k ∈ N,

(Z_n(s); Z_n(t))_L2_{(˙)} = EZ_n(s)Z_n(t) = n∑ k=0 S_k(s)S_k(t)E^2_k → ∞∑ k=0 S_k(s)S_k(t); n → ∞;

ă śőčńăśŋő (3.13) ∞∑ k=0 S_k(s)S_k(t) = ∞∑ k=0 ⟨H_k; 1_{[0,s)}⟩⟨H_k ; 1_{[0,t]}⟩ = ⟨1_{[0,s]}; 1_{[0,t]}⟩ = min{s; t}:

Ŕőłăęěň, ůšő W | čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ńěňňőľ 3.1. Řăśśňőšřĺň Y = (“; fi), čďě “ = (W (t_1); : : : ; W (t_n)), fi ∈ R^n, t_1; : : : ; t_n ∈ [0; 1]. Šőčďă Y = n∑ m=1 fi_m ∞∑ k=0 kS_k(t_m) = ∞∑ k=0 b_k_k; (3.18)

čďě b_k = b_k(fi_1; : : : ; fi_n; t_1; : : : ; t_n) =^n ∑ m=1 fi_mS_k(t_m), ă ř£ď ć (3.18) śţőďĺšś£ łăł ŕ.ŋ.,

šăł ĺ ć L^2(˙) łăł łőŋěůŋă£ śşňňă ř£ďőć, őąńăďă¿źĺţ ¡šĺňĺ śćőľśšćăňĺ. Ğăňěšĺć,

ůšő Y_N =^N ∑ k=0 b_k_k ∼ N (0; ff^2_N ), čďě ff^2_N =^N ∑ k=1 b^2_k, ŕőńşůĺň EY^2_N = ff^2_N → EY^2 = ff^2

(śţőďĺňőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ć L^2(˙) ćńěůěš śţőďĺňőśšĳ ĺţ ŋőřň). Şůĺšżćă£, ůšő Y_N^D−→ Y ŕřĺ N → ∞ (śţőďĺňőśšĳ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ śńěďşěš łăł ĺğ śţőďĺňőśšĺ ŕ.ŋ., šăł ĺ ĺğ śţőďĺňőśšĺ ć L^2(˙)), ŕőńşůăěň, ůšő

’_{YN} (–) = e^{−σ} 2 N λ2 2 → e^{−σ2λ22} = ’_Y (–); – ∈ R;

š. ě. Y ∼ N (0; ff^2). 2

Ćőğĳňěň

~W (t; !) = { W (t; !) ŕřĺ ! ∈ ˙_0;

0 ŕřĺ ! ∈ ˙ \ ˙_0;

(3.19)

čďě ˙_0 ⊂ ˙ śőśšőĺš ĺğ šőůěł !, ďń£ łőšőřżţ šřăěłšőřĺ£ W (·; !) ŋěŕřěřżćŋă. Šőčďă ~W | ŕřőűěśś ś ŋěŕřěřżćŋżňĺ šřăěłšőřĺ£ňĺ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; 1] ĺňěěň {! : W (t; !) ≠ ~W (t; !)} ⊂ ˙ \ ˙_0. Ćś¿ďş ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő (˙; F; P ) ŕőńŋő (ć F ćłń¿ůěŋż ćśě ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšć ňěřż ŋşńĳ ĺ ĺň ŕřĺŕĺśăŋă ňěřă ŋşńĳ). Šőčďă ~W ěśšĳ ňőďĺťĺłăűĺ£ W (š. ě. P (~W (t) = W (t)) = 1 ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; 1]), ŋěŕřěřżćŋă£ ćś¿ďş ŋă [0; 1].

Ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ W ŋă [0; ∞) ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ůăśšŋżľ śńşůăľ śńěďş¿źěčő şšćěřęďěŋĺ£.

Ńěňňă 3.9. Ŕşśšĳ X = {X(t; !); t ∈ T } { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ğăďăŋŋżľ ŋă

ńőłăńĳŋő-łőňŕăłšŋőň śěŕăřăąěńĳŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě T ĺ ŋěłőšőřőň (˙; F; P ). Ŕşśšĳ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ćěńĺůĺŋż X(t; !) ŕřĺŋĺňă¿š ğŋăůěŋĺ£ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X ś ňěšřĺłőľ ȷ. Ěśńĺ ćśě šřăěłšőřĺĺ X ŋěŕřěřżćŋż ŋă T ,

šő X ěśšĳ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě C(T; X ) (ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă T ťşŋłűĺľ

śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć X ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ) ś šőŕőńőčĺěľ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋă łőňŕăłšăţ, š.ě. śŋăąęěŋŋőň ňěšřĺłőľ

ȷ_C(x(·); y(·)) = ∞∑ n=1 2^{−n} sup_{t∈Kn} ȷ

(x(t); y(t)) 1 + ȷ(x(t); y(t))

; (3.20)

ğďěśĳ T = ∪^∞_{n=1}K_n, čďě K_n { łőňŕăłšż, ĺ K_n ⊂ K_{n+1}; n ∈ N.

2Ŕřőśšřăŋśšćő (C(T; X ); ȷC) £ćń£ěšś£ ŕőńĳśłĺň (ŕřőćěřĳšě ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő

şŕřăęŋěŋĺ£). Ŕő¡šőňş ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.2 ĺ śńěďśšćĺ£ 1.2 ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň y ∈ C(T; X ) ĺ ń¿ąőň r > 0 ďń£ ğăňłŋşšőčő ÿăřă

[B_r(y)] = {x ∈ C(T; X ) : ȷ_C (x; y) 6 r}

ĺňěěň A = {! : X(·; !) ∈ [B_r(y)]} ∈ F. Ćőğĳňěň śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ć T ňŋőęěśšćő M. Šőčďă

[B_r(y)] = { x ∈ C(T; X ) : ∞∑ n=1 2^{−n} sup_{t∈Kn∩M} ȷ(x(t); y(t)) 1 + ȷ(x(t); y(t)) 6 r } : Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő

“_n(!) = sup_{t∈Kn∩M} ȷ(X(t; !); y(t)) 1 + ȷ(X(t; !); y(t)) ∈ F|B(R); ă ňŋőęěśšćő {! : ∑_∞ n=1 2^{−n}“_n(!) 6 r} ∈ F (ŕőęăńşľśšă, őąž£śŋĺšě ŕőśńěďŋĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£ ŕőďřőąŋěě). 2

Ŕő ńěňňě 3.9 ~W ěśšĳ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C[0; 1], ěčő řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă B(C[0; 1]) ŋăğżćăěšś£ ňěřőľ Ćĺŋěřă ĺ őąőğŋăůăěšś£ W.

Ŕőńĳğş£śĳ śńěďśšćĺěň 1.9, ŕőśšřőĺň šěŕěřĳ ŋă ŋěłőšőřőň (ŕőńŋőň) (˙; F; P ) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡.^~Wn, n ∈ N, šăłĺţ ůšő^~Wn(·; !) ∈ C[0; 1] ďń£ ! ∈ ˙ ĺ P_{~Wn} = W ŋă B(C[0; 1]). Őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś^~W ŋă [0; ∞) ś ŕőňőźĳ¿ ŋěŕřěřżćŋőčő śłńěĺćăŋĺ£ ŕřőűěśśőć^~Wn, š.ě. ŕőńőęĺň

~W (t; !) =

~W_1(t; !) ďń£ t ∈ [0; 1); k∑ j=1 ~W_j(1; !) + ~W_{k+1}(t − k; !) ďń£ t ∈ [k; k + 1); k ∈ N: (3.21) 6 r r_{0 1 2}W1(1)^{W1(1) + W2(t − 1)}_{-tŘĺś. 4.1}

Šěőřěňă 3.10. Ŕřőűěśś^~W , őŕřěďěń£ěňżľ ťőřňşńőľ (3.21), ěśšĳ ćĺŋěřőćśłĺľ

ŕřőűěśś ŋă [0; ∞), ćśě šřăěłšőřĺĺ łőšőřőčő ŋěŕřěřżćŋż.

2 Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ^~W őůěćĺďŋă ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿. Őůěćĺďŋő šăłęě, ůšő^~W(0) = 0.

Ŕőłăęěň, ůšő ~W | ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, šăłőľ ůšő ~W (t) − − ~W (s) ∼ N (0; t − s) ŕřĺ 0 6 s < t < ∞. Ěśńĺ s; t ∈ [k; k + 1) ďń£ ŋěłőšőřőčő

k ¿ 0, šő^~W (t) −^~W (s) =^~Wk+1(t − k) −^~Wk+1(s − k) ∼ N (0; t − s). Ěśńĺ s ∈ [k; k + 1) ĺ

t ∈ [m; m + 1), čďě k < m, šő [s; t) = [s; k + 1) ∪ ⋃ k<l<m [l; l + 1) ∪ [m; t) ( ⋃ l∈? [l; l + 1) = ?). - r r 0 1 k k+1 l l+1 m m+1 t s

Řĺś. 4.2

Ŕő¡šőňş

~W (t) − ~W (s) = ~W (k + 1) − ~W (s) + ∑ k<l<m (~W (l + 1) − ~W (l)) + ~W (t) − ~W(m): (3.22)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő _1 + : : : + _q ∼ N (_q∑ i=1 a_i;^q ∑ i=1 ff^2_i ) , ěśńĺ ćěńĺůĺŋż _1; : : : ; _q ŋě-

ğăćĺśĺňż ĺ _i ∼ N (a_i; ff^2_i ), i = 1; : : : ; q. Ś.¡. ~W_{k+1}; : : : ; ~W_{m+1} ŋěğăćĺśĺňż. Ěśńĺ ĺňě¿šś£ łőŋěůŋżě ňŋőęěśšćă I_l ⊂ [0; 1], k 6 l 6 m, ś ůĺśńőň ¡ńěňěŋšőć |I_l| ĺ ąőřěńěćśłĺě ťşŋłűĺĺ f_l : R^{|Il|} → R (š. ě. B(R^{|Il|}) | B(R)-ĺğňěřĺňżě őšőąřăęěŋĺ£), šő f_{k+1}(~W_{k+1}(t_j); t_j ∈ I_{k+1}), : : : , f_{m+1}(~W_{m+1}(t_j); t_j ∈ I_{m+1}) | ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż. Ć ůăśšŋőśšĺ, őšś¿ďă ćżšěłăěš ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć (3.22).

Ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŕřőűěśś ~W ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£ (śńěďşěš şůěśšĳ, ůšő ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ őš ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŋăąőřőć ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ ąşďşš ŋěğăćĺśĺňż). 2

Ďăńěě ňż śůĺšăěň ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś ćś¿ďş ŋěŕřěřżćŋżň ĺ ŋě ŕĺÿěň ćőńŋş ŋăď W .

Ňŋőčőňěřŋżň ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśś {W (t) = (W1(t); : : : ; Wm(t)); t ¿ 0} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^m, śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ m ŋěğăćĺśĺňżţ ąřőşŋőćśłĺţ ďćĺęěŋĺľ {W_k(t); t ¿ 0}, k = 1; : : : ; m. Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ W_1(t); : : : ; W_m(t) ŋěğăćĺśĺňżňĺ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě C[0; ∞) ś ňěšřĺłőľ ćĺďă (3.20), čďě K_n = [0; n], n ∈ N.

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ňż ćĺďěńĺ, ůšő ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋěŕřěřżćŋżľ ŕ.ŋ. ŋă [0; 1] ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, ůšőąż śşňěšĳ ŕőńşůĺšĳ ŋěŕřěřżćŋżľ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś ŋă [0; ∞). Ŕő- ¡šőňş śěľůăś ňż řăśśňőšřĺň ěźě őďŋş łřăśĺćş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ŋă [0; 1], ŕřěďńőęěŋŋş¿ Ŕ. Ńěćĺ.

Ŕşśšĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ğăďăŋ ňăśśĺć ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ {X_{0,1}; Y_{0,1}; Y_{n,k};

1 6 k 6 2^n; n ¿ 1} šăłĺţ, ůšő X0,1 ĺ Y0,1 ∼ N (0; 1), Yn,k ∼ N (0; 1), 1 6 k 6 2^n; n ¿ 1

(¡šő ćőğňőęŋő ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 1.9). Őŕřěďěńĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő, ÿăč ğă ÿăčőň şćěńĺůĺćă£ n, ćěńĺůĺŋż X_{n,k}, 1 6 k 6 2^n; n ¿ 1, ŕőńőęĺć ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ůěšŋőśšĺ ĺńĺ ŋěůěšŋőśšĺ k, š.ě. ďń£ k = 2m − 1 ĺ k = 2m śőőšćěšśšćěŋŋő

X_{n+1,2m−1} = (X_{n,m} + Y_{n,m})=2; X_{n+1,2m} = (X_{n,m} − Y_{n,m})=2:

Őąőğŋăůĺň S_{n,0} = 0, S_{n,k} = ∑_k j=1 X_{n,j} , 1 6 k 6 2^n; n ¿ 1, ĺ ććěďěň ŕřőűěśśż B_n(t); 0 6 t 6 1, šăł, ůšő

B_n(k2^{−n}; !) = S_{n,k}(!); 1 6 k 6 2^n;

ĺ ďń£ t ∈ [k2^{−n}; (k + 1)2^{−n}] ğŋăůěŋĺě B_n(t) ŕőńşůăěšś£ ńĺŋěľŋőľ ĺŋšěřŕőń£űĺěľ ğŋăůěŋĺľ B_n(k2^{−n}) ĺ B_n((k + 1)2^{−n}), k = 0; : : : ; 2^n − 1. Ć ĺšőčě ňż ĺňěěň śěňěľśšćő ŕřőűěśśőć B_n(t); 0 6 t 6 1, n ¿ 1, ćśě šřăěłšőřĺĺ łőšőřżţ ŋěŕřěřżćŋż ŋă [0; 1].

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

B_1(t) = tX_{0,1} ĺ sup_{t∈[0,1]} |B_1(t)| = |X_{0,1}|;

ă ďń£ n ¿ 1 sup_{t∈[0,1]} |B_{n+1}(t) − B_n(t)| = 1 2 max 16k62^n |Y^{n,k}|:

Ŕőńĳğş£śĳ (3.17), ŕőńşůăěň,

P ( max_16_k6_{2n} |Y_{n,k}| ¿ n^22^{−n/2}) 6 2^nP ( > n^2) 6 2^n(2ı)^{−1/2}e^{−n2/2};

ğďěśĳ ∼ N (0; 1). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ńěňňě Ąőřěń£ { Łăŋšěńńĺ (śň. ś. ??) ďń£ ŕ.ć. ! śşźěśšćşěš N = N(!) šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ n ¿ N

sup_{t∈[0,1]} |B_{n+1}(t) − B_n(t)| 6 n^22^{−n/2−1}:

Ĺšăł, ř£ď

B_1(t; !) + ∞∑ n=2 (B_{n+1}(t; !) − B_n(t; !))

ďń£ ŕ.ć. ! śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ĺ, śőčńăśŋő šěőřěňě Ćěľěřÿšřăśśă ďăěš ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋş¿ ŋă [0; 1] ťşŋłűĺ¿ B(t).

Ś ŕőňőźĳ¿ ńěňňż 3.1 ĺńĺ ś ŕőňőźĳ¿ (3.13) ńěčłő şśšăŋőćĺšĳ, ůšő ŕřĺ łăęďőň

n ¿ 0 ŕřőűěśś {Bn(t); 0 6 t 6 1} £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň.

Şŕř. 3.1. Ŋăľďĺšě EBn(t) ĺ cov(Bn(s); Bn(t)) ďń£ s; t ∈ [0; 1] ĺ n ¿ 0. Şŕř. 3.2. Ďőłăęĺšě, ůšő B(t) { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 3.3. Ďőłăęĺšě, ůšő EB(t) = 0 ĺ cov(B(s); B(t)) = min(s; t) ďń£ s; t ∈ [0; 1]. Şŕřăęŋěŋĺ£ 3.2 ĺ 3.3 ŕőłăğżćă¿š, ůšő B(t) { ŋěŕřěřżćŋőě ŕ.ŋ. ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ŋă [0; 1].

Őšňěšĺň, ůšő ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ śšăŋďăřšŋżţ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ ĺ śĺśšěňě ŋěśńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ, őšńĺůŋőľ őš śĺśšěňż Ÿăşďěřă. Šăł, Ŕ¡ńĺ ĺ Ćĺŋěř (1934) ďőłăğăńĺ, ůšő

0t + ∞∑ n=1

2^n−1∑

k=2^{n−1} k √ 2 sin(ıkt) ık ; (3.23)

čďě _0; _1; : : : { ŋ.ő.ř. N (0; 1) ćěńĺůĺŋż, ŕ.ŋ. śţőďĺšś£ ŋă [0; 1] řăćŋőňěřŋő, ĺ ďăěš ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿, £ćń£¿źş¿ś£ ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň ŋă [0; 1]. Ĺŋšěřěśŋő śőŕőśšăćĺšĳ ¡šő ŕőśšřőěŋĺě ś řěğşńĳšăšőň Ţăřďĺ, łőšőřżľ ďőłăğăń (ğăďăůă ążńă ŕőśšăćńěŋă Řĺňăŋőň), ůšő ťşŋłűĺ£

f(t) = ∞∑ n=1 sin(ın^2t)

n^2

; t ∈ R;

ŋěŕřěřżćŋă, ŋő ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě ŋě ĺňěěš ŕřőĺğćőďŋőľ. Ć [?, ś. 10] ś ŕőňőźĳ¿ ůăśšŋőčő śńşůă£ šěőřěň ćńőęěŋĺ£ łńăśśőć Ąěśőćă ďőłăğăŋő, ůšő ťşŋłűĺĺ

W^{(n)}(t; !) = t^0(!)√ ı + √ 2 ı n∑ k=1 k(!) k sin kt

ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_m} ąşďşš ŕ.ŋ. řăćŋőňěřŋő śţőďĺšĳś£ ł ąřőşŋőćśłőňş ďćĺęěŋĺ¿ ŋă őšřěğłě [0; ı]. Řăğńőęěŋĺ£ ďń£ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ śőďěřęăš šăłęě ťőřňşńż (10.31) ĺ (10.48).

Ćőğňőęŋőśšĳ ŕőśšřőěŋĺ£ ŋěŕřěřżćŋőčő ŋă [0; 1] ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ śřăğş ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż 2.11 ĺ šěőřěňż Łőńňőčőřőćă ő ŋěŕřěřżćŋőľ ňőďĺťĺłăűĺĺ (śň. šěőřěňş Ď2.22). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, E(Wt − Ws)^4 = 3(t − s)^2; s; t ¿ 0:

Şŕř. 3.4. Őšŕřăćń££śĳ őš őŕřěďěńěŋĺ£, śőďěřęăźěčőś£ ć śńěďśšćĺĺ 2.15, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ šěň, ůšő ŕńőšŋőśšĳ ćěłšőřă A

p_{Aξ}(x) = | det A|^{−1}p_ξ(A^{−1}x) (3.24)

ďń£ śńşůăľŋőčő ćěłšőřă śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^n, ĺňě¿źěčő ŕńőšŋőśšĳ p_ξ(x), ĺ A { ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűż n-čő ŕőř£ďłă ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ, ćżŕĺÿĺšě ťőřňşńż ďń£ ŕńőšŋőśšěľ ł.-ň.ř. ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Ć ř£ďě śńşůăěć ążćăěš şďőąŋő "ćżŕşśłăšĳ" ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ x ∈ R, ă ŋě šőńĳłő ĺğ 0. Őůěćĺďŋő, ňőęŋő ććěśšĺ ŕřőűěśś

W_x(t; !) = x + W (t; !): (3.25)

Ŕőłăęěň, łăł ¡šőš ŕřőűěśś ŕőśšřőĺšĳ (ďń£ łăęďőčő x ∈ R), őšŕřăćń££śĳ őš őŕřěďěńěŋŋőčő śěňěľśšćă śőčńăśőćăŋŋżţ ňěř. Ă ĺňěŋŋő, őŕřěďěńĺň ďń£ 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_n 6 1; n ∈ N ňěřż Q^x_{t0,t1,... ,tn} , ŕőńőęĺć ďń£ "ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć"

Q^x_{t0,t1,... ,tn}(B_0 × B_1 × : : : × B_n) = Q^x_0(B_0) ∫ B_1

dx_1 : : : ∫ Bn dx_n n∏ k=1 p_{tk −tk−1} (x_k − x_{k−1});

(3.26)

ğďěśĳ x_0 = x; t_0 = 0 ĺ B_k ∈ B(R), k = 0; : : : ; n

p_t(x) = (2ıt)^{−1/2} exp{−x^2=(2t)}; x ∈ R; t > 0; Q^x_0(B) = 1_B(x); B ∈ B(R): (3.27)

Şŕř. 3.5. Łăł śńěďşěš ďőőŕřěďěńĺšĳ Q^x_{t1,... ,tn} ďń£ 0 < t1 < : : : < tn 6 1, ůšőąż ňěřż Q^x_τ , čďě fi = (s_1; : : : ; s_k) 0 6 s_1 < : : : < s_k 6 1, k ∈ N śńşęĺńĺ ł.-ň.ř. ŋěłőšőřőčő śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă X_t; t ∈ [0; 1]?

Őąőğŋăůĺň R_0 ňŋőęěśšćő ďćőĺůŋő řăűĺőŋăńĳŋżţ šőůěł őšřěğłă [0; 1]. Ŕő šěőřěňě Łőńňőčőřőćă śşźěśšćşěš ŕřőűěśś X_t; t ∈ R_0, ĺňě¿źĺľ ł.-ň.ř. Q^x_{t0,t1,... ,tn} (t_k ∈ R_0; k = 0; : : : ; n; n ∈ N), ŕřĺ ¡šőň, łăł ňż ğŋăěň, ňőęŋő ćğ£šĳ X(t; !) = !(t) ďń£ ˙, śőśšő£źěčő ĺğ ćśěţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă R_0. Őąőğŋăůĺň Q^x řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă (R_{R0}; B_{R0}) ŕőśšřőěŋŋőčő ŕřőűěśśă.

Şŕř. 3.6. Ďőłăęĺšě, ůšő Q^x(C0) = 1, čďě C0 { śőćőłşŕŋőśšĳ řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă R_0 ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ.

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ťşŋłűĺ£, řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă R_0 (őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ¡šő ŋěőąţőďĺňőě ĺ ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě), őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ďő ťşŋłűĺĺ, ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [0; 1]. Ŕő¡šőňş ŕőśńěďŋĺě ďćă şŕřăęŋěŋĺ£ ŕőğćőń£¿š ŕőśšřőĺšĳ ŕřőűěśś X(t); 0 6 t 6 1, ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ ŋă [0; 1]. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş X ĺňěěš ćśě ł.-ň.ř. (ă ŋě šőńĳłő ďń£ šőůěł ĺğ R_0), ğăďăćăěňżě ťőřňşńőľ (3.26)?

Şŕř. 3.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś X(t) ěśšĳ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (3.25) ŋă [0; 1]. Ŕřĺ ¡šőň P_X ŋă B(C[0; 1]) ŕőńşůăěšś£, łăł Q^xg, čďě g { ¡šő őšőąřăęěŋĺě śşęěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ĺğ C[0; 1] ďő ťşŋłűĺľ ŋă R_0. Ŕřőćěřĳšě ďőńęŋş¿ ĺğňěřĺňőśšĳ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£.

Şŕř. 3.8. Ŕőńĳğş£śĳ şłăğăŋŋőľ ćżÿě łőŋśšřşłűĺěľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă (ŕő śőčńăśőćăŋŋżň ňěřăň ŋă ňŋőęěśšćě ďćőĺůŋő řăűĺőŋăńĳŋżţ šőůěł), ďőłăęĺšě, ůšő ş ŕőśšřőěŋŋőčő ŕřőűěśśă ŕőůšĺ ćśě šřăěłšőřĺĺ £ćń£¿šś£ čěńĳďěřőćśłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ś ŕőłăğăšěńěň ‚ < 1=2, š.ě.

|X(t) − X(s)| 6 C_γ|t − s|^γ; s; t ∈ [0; 1]; C_γ = const > 0: (3.28)

Şŕř. 3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1

lim sup_{t↓0} W (t)=t^{1/2} = ∞: (3.29)

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ć 0 ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě Čěńĳďěřă ŕőř£ďłă 1=2.

Ć šő ęě ćřěň£ ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ ěźě őďĺŋ ťăłš ő ńőłăńĳŋőň ŕőćěďěŋĺĺ šřăěłšőřĺľ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£.

Šěőřěňă Ď3.10 (Ąăłśšěř). Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ˝n; n ∈ N, ĺğ-

ňěńĳůă¿źĺţś£ řăğąĺěŋĺľ őšřěğłă [0; t]; t ¿ 0 ćĺďă t^{(n)}m = tm2^{−n}; m = 0; : : : ; 2^n. Šő- čďă 2^n−1∑

m=0 (W (t^{(n)}_{m+1}) − W (t^{(n)}_m ))^2 → t ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞: (3.30)

Şŕř. 3.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěďżďşźěě şšćěřęďěŋĺě (3.30) ŋě őą£ğăŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ěśńĺ ąřăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě ĺğňěńĳůă¿źĺěś£ řăğąĺěŋĺ£ ˝_n; n ∈ N.

Őąřăšĺňś£ ł ŋěłőšőřżň őąőąźěŋĺ£ň ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Ťřăłšăńĳŋőě (ĺńĺ ďřőąŋőě) ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ś ŕőłăğăšěńěň ¸ ∈ (0; 2] { ¡šő űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś W^{(α)}(t); t ¿ 0 ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ

cov(W^{(α)}(s); W^{(α)}(t)) = 1 2 (s^α + t^α − |t − s|^α); s; t ¿ 0: (3.31)

Ŕřĺ ¸ = 1 ŕőńşůăěň śšăŋďăřšŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Şŕř. 3.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (3.31), £ćń£- ěšś£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ. (İšőš řěğşńĳšăš ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ ĺğ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ Ňăŋďěńĳąřőšă ďń£ ŋěłőšőřőčő śšőţăśšĺůěśłőčő ĺŋšěčřăńă, śň. ďőŕőńŋěŋĺě ł ńěłűĺĺ ??.)

Ŕřőűěśś X(t); t ¿ 0 ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň śő śšăűĺőŋăřŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ¿ 1, ń¿ążţ 0 6 t_1 < : : : < t_n ĺ ń¿ąőčő h > 0

(X(t_2) − X(t_1); : : : ; X(t_n) − X(t_{n−1}))^D= = (X(t_2 + h) − X(t_1 + h); : : : ; X(t_n + h) − X(t_{n−1} + h));

čďě^D= őğŋăůăěš řăćěŋśšćő ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿. Ĺğ ŕřĺćőďĺňżţ ŋĺęě ďćşţ şŕřăęŋěŋĺľ ćżšěłăěš, ůšő ďřőąŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě { ¡šő ŕřőűěśś śő śšăűĺőŋăřŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ.

Şŕř. 3.13. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ¿ 0} { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś šăłőľ, ůšő ďń£ ćśěţ

0 6 s 6 t < ∞ E(Xt − Xs) = (t − s)c; D(Xt − Xs) = f(t − s); (3.32)

čďě c ∈ R, ă ťşŋłűĺ£ f : R_+ → R_+; (R_+ = [0; ∞)). Šőčďă X { ŕřőűěśś śő śšăűĺőŋăřŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ.

Şŕř. 3.14. Ŕőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕřőűěśśă ďřőąŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ś ŕőłăğăšěńěň ¸ ∈ (0; 2]

E(W^{(α)}_s − W^{(α)}_t )^2 = |s − t|^α; s; t ¿ 0: (3.33)

Ŕşśšĳ (T; ȷ) { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ „. Ąřőşŋőćśłőľ (ďěľśšćĺšěńĳŋőľ) ťşŋłűĺěľ Ńěćĺ ŋăď T ŋăğżćăěšś£ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś B^L = {B^L(t); t ∈ T } ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ

R(s; t) = 1 2 (ȷ(s; „) + ȷ(t; „) − ȷ(s; t)): (3.34)

Śńőęŋőśšĳ, őďŋăłő, śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋě ďń£ ń¿ąőľ ňěšřĺłĺ ȷ ťőřňşńă (3.34) ğăďăěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Şŕř. 3.15. Čăşśśőćśłă£ ś.ť. X = {Xt; t ∈ T } ąşďěš ąřőşŋőćśłőľ ťşŋłűĺěľ Ńěćĺ ŋă T šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X_θ = 0 ŕ.ŋ. ĺ E(X_s −X_t)^2 = ȷ(s; t) (ŕřĺ ¡šőň ćőŕřőś ő ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ ć (3.34) ŋě śŋĺňăěšś£).

Ěśńĺ (T; ‖ · ‖) { ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (ć ůăśšŋőśšĺ, R^d ś ěćłńĺďőćőľ ŋőřňőľ | · |), šő ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň Ńěćĺ ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćśłă£ ś.ť. ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ

R(s; t) = 1 2 (‖s‖ + ‖t‖ − ‖s − t‖): (3.35)

Ć ňŋőčőňěřŋőň śńşůăě ăŋăńőč (3.31) ďăěš őŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőčő ŕőń£ Ńěćĺ { Ÿěňąěřčă. İšő šăłă£ űěŋšřĺřőćăŋŋă£ čăşśśőćśłă£ ś.ť. V^{(α)} = {V^{(α)}(t); t ∈ R^d_+ = [0; ∞)^d}, ďń£ łőšőřőľ

cov(V^{(α)}(s); V^{(α)}(t)) = 1 2 (|s|^α + |t|^α − |t − s|^α); s; t ∈ R^d_+: (3.36)

Śńşůăľŋżň ŕőńěň Ńěćĺ { Ůěŋűőćă ŋăğżćăěšś£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ čăşśśőćśłă£ ťşŋłűĺ£ X = {X_t; t ∈ R^d_+} šăłă£, ůšő

EXt = 0 ĺ cov(Xs; Xt) =^{d∏}_{k=1} min{sk; tk}; (3.37)

čďě t = (t_1; : : : ; t_d); s = (s_1; : : : ; s_d) ∈ R^d_+.

Ďőłăęěň, ůšő šăłőě ŕőńě ćśěčďă śşźěśšćşěš. Ŕşśšĳ Wk(t); t ¿ 0; k = 1; : : : ; d { ŋěğăćĺśĺňżě ąřőşŋőćśłĺě ďćĺęěŋĺ£ (ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ W_k ŋă (˙_k; F_k; P_k), ă ğăšěň ćğ£šĳ (˙; F; P ) = (˙_1; F_1; P_1)×: : :×(˙_d; F_d; P_d). Ŕőńőęĺň Y (t) = W_1(t_1) · · · W_d(t_d) ďń£ t ∈ R^d_+ = [0; ∞)^d}. Šőčďă

EY (t) = 0 ĺ cov(Y (s); Y (t)) =^{d∏}_{k=1} min{sk; tk}: (3.38)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ∏_d k=1 min{s_k; t_k} £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůŋőľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ ťşŋłűĺěľ. Šăłĺň őąřăğőň, őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ 3.6.

Şŕř. 3.16. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő ŕőćěďěŋĺĺ ŕőń£ Ńěćĺ { Ůěŋűőćă ŋă łőőřďĺŋăšŋżţ ŕńőśłőśš£ţ R^d?

Ŋăğőćěň ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ ŕőń£ {X_t; t ∈ R^d} ŋă łńăśśě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć (ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć) B = (a; b] = (a_1; b_1] × : : : × (a_d; b_d] ⊂ R^d ś.ť. ćĺďă

Y (B) = ∑ (−1)^{‖ε‖}X("_1a_1 + (1 − "_1)b_1; : : : ; "_da_d + (1 − "_d)b_d); (3.39)

čďě śşňňă ąěřěšś£ ŕő ćśěň ćěłšőřăň " = ("_1; : : : ; "_d), ĺňě¿źĺň łőňŕőŋěŋšăňĺ 0 ĺńĺ 1, ă ‖"‖ = ∑_d k=1 "_k.

Şŕř. 3.17. Ďőłăęĺšě, ůšő {Y (B); B ∈ ˝}, čďě ˝ { śőćőłşŕŋőśšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć B = (a; b], ěśšĳ čăşśśőćśłă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŋăľďĺšě ěě śřěďŋěě ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Şŕř. 3.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ¿ 2 ĺ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć B_1; : : : ; B_n ∈ ˝ ćěńĺůĺŋż Y (B_1); : : : ; Y (B_n) { ŋěğăćĺśĺňż. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ŕőń£ Ńěćĺ { Ůěŋűőćă ć šěřňĺŋăţ ćěńĺůĺŋ Y (B); B ∈ ˝, ăŋăńőčĺůŋőě őŕřěďěńěŋĺ¿, śőďěřęăźěňşś£ ć śńěďśšćĺĺ 2.15 ďń£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă ś ŕăřăňěšřăňĺ ¸; ˛ > 0 ťőřňşńőľ

V_t = e^{−βt}W (¸e^{2βt}); t ∈ R; (3.40)

čďě W { śšăŋďăřšŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Şŕř. 3.19. Ďőłăęĺšě, ůšő {Vt; t ∈ R} { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś ĺ ŋăľďĺšě ěčő łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Şŕř. 3.20. Ŋăľďĺšě łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă. Šěŕěřĳ ňż őąřăšĺňś£ ł őŕĺśăŋĺ¿ śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ŕřőűěśśőć, ĺňě¿źĺţ ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£. Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŋěśłőńĳłő ŕřőśšżţ şŕřăęŋěŋĺľ.

Şŕř. 3.21. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ∈ [a; b]} { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś, śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżľ ć łăęďőľ šőůłě t ∈ [a; b] (śň. (2.35)). Šőčďă X £ćń£ěšś£ řăćŋőňěřŋő śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżň ŋă [a; b], š.ě. ďń£ ń¿ążţ "; ‚ > 0 ŋăľďěšś£ ´ = ´("; ‚) šăłőě, ůšő

P (|X_t − X_s| ¿ ") 6 ‚; ěśńĺ |s − t| 6 ´; s; t ∈ [a; b]: (3.41)

Şŕř. 3.22. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ şŕř. 3.21. Šőčďă ŕřőűěśś X őčřăŋĺůěŋ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, š.ě.

lim_{c→∞} sup_{t∈[a,b]} P (|X_t| ¿ c) = 0: (3.42)

Şŕř. 3.23. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ şŕř. 3.21. Šőčďă

P ( sup t∈M ∩[a,b] |X_t| < ∞) = 1; (3.43)

čďě M { ňŋőęěśšćő ďćőĺůŋő-řăűĺőŋăńĳŋżţ šőůěł ŕř£ňőľ. Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ŋěřăćěŋśšćőň Őššăćĺăŋĺ: ěśńĺ Yk; k = 1; : : : ; n { ŋěğăćĺśĺňżě ďěľśšćĺšěńĳŋżě ćěńĺůĺŋż ĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ ¸ ∈ [0; 1), r ¿ 0

P (|S_n − S_k| ¿ r) 6 ¸ ŕřĺ k = 1; : : : ; n; (3.44)

čďě S_k = ∑_k j=1 Y_j , šő ďń£ ćśěţ c ¿ 0

P ( max_16_k6_n |S_k| ¿ r + c) 6 1 1 −¸

P (|S_n| ¿ c): (3.45)

Őŕřěďěńĺň ŕřőśšřăŋśšćő Śłőřőţőďă D[0; ∞) łăł ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă [0; ∞), ŋěŕřěřżćŋżţ śŕřăćă ĺ ĺňě¿źĺţ łőŋěůŋżě ŕřěďěńż śńěćă ć łăęďőľ šőůłě t ∈ (0; ∞).

Şŕř. 3.24. Ďőłăęĺšě, ůšő śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżľ ŋă [0; ∞) ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ ĺňěěš ŕ.ŋ. ňőďĺťĺłăűĺ¿ ś šřăěłšőřĺ£ňĺ ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă D[0; ∞).

Şŕř. 3.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćěŋ ŋă [0; ∞).

Šěőřěňă Ď3.26 (ťőřňşńă Ţĺŋůĺŋă, śň., ŋăŕř., [?]). Ŕşśšĳ {Xt; t ∈ [0; ∞)} {

śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżľ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ- £ňĺ. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; ∞) ĺ ćśěţ – ∈ R ĺňěěň

E exp{i–Xt} = exp{t(ia– +^{∫ ∞}_{−∞} g(–; x)—(dx))}; (3.46)

čďě a ∈ R, — { ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B(R),

g(–; x) = { (exp{i–x} − 1 − i– sin x)(1 + x^2)=x^2; x ≠ 0;

−–^2=2; x = 0: (3.47)

Ŕřĺ ¡šőň ŕřěďśšăćńěŋĺě (3.46) ěďĺŋśšćěŋŋő, š.ě. ć ¡šőľ ťőřňşńě ůĺśńő a ĺ ňěřă — őŕřěďěńěŋż őďŋőğŋăůŋő.

Šěőřěňă Ď3.27 (ťőřňşńă Ńěćĺ, śň., ŋăŕř., [?]). Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ ŕřě-

ďżďşźěľ šěőřěňż. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; ∞) ĺ ćśěţ – ∈ R ĺňěěň

E exp{i–Xt} = exp{t(ia– − ff^2–^2=2 +^{∫ ∞}_{−∞}(e^{iλx} − 1 − i– sin x)L(dx))}; (3.48)

čďě a ∈ R, ff ¿ 0, ă L { ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ (ćőőąźě čőćőř£, ąěśłőŋěůŋă£) ňěřă ŋă

B(R), šăłă£, ůšő

L({0}) = 0; ∫_∞ −∞ x^2=(1 + x^2)L(dx) < ∞: (3.49)

Ŕřĺ ¡šőň a, ff ĺ L, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (3.49), őŕřěďěńěŋż őďŋőğŋăůŋő.

Şŕř. 3.28. Ŕőłăęĺšě, łăł ĺğ ťőřňşńż Ţĺŋůĺŋă ćżćőďĺšś£ ťőřňşńă Ńěćĺ ĺ ŋăőőąőřőš. Łăłőćă ŕřĺ ¡šőň ść£ğĳ ňěęďş ŕăřăňěšřăňĺ a; — ĺ a; ff^2; L?

Şŕř. 3.29. Łăł ćżčń£ďĺš ťőřňşńă Ńěćĺ ďń£ ŕřőűěśśă Wx(t) = x + W (t), t ¿ 0, čďě W { ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, ă x ∈ R?

Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ ŕőść£źěŋă ňőŋőčřăťĺ£ [?]. Ŕřĺćěďěň ěźě őďĺŋ őůěŋĳ łřăśĺćżľ řěğşńĳšăš ő ŕőćěďěŋĺĺ ŕřĺřăźěŋĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Šěőřěňă Ď3.30 (ğăłőŋ İřď-ěÿă { Řěŋĳĺ, śň., [?]). Ďń£ łăęďőčő c > 0 ĺňěěš

ňěśšő śőőšŋőÿěŋĺě

lim_{T →∞} sup 06t6T −c log T |W (t + c log t) − W (t)|= log T = √ 2c ŕ.ŋ. (3.50)

Řăğńĺůŋżě őąőąźěŋĺ£ ¡šőčő ğăłőŋă śőďěřęăšś£ ć řăąőšăţ [?].

Ńěłűĺ£ 4. Śćőľśšćă šřăěłšőřĺľ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£

Ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ ŕ.ŋ. šřăěłšőřĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě [0, ∞). Ňăřłőćśłőě śćőľśšćő ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż, σ-ăńčěąřă F_τ . Śšřőčő ňăřłőćśłőě śćőľśšćő ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ŕřĺŋűĺŕ őšřăęěŋĺ£. Ğăłőŋ ŋşń£ ĺńĺ ěďĺŋĺűż. Řăśŕřěďěńěŋĺ£, ść£ğăŋŋżě ś ňăłśĺňşňőň ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŋă [0, t]. Ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă. Ńőłăńĳŋżľ ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă. Ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš.

Śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš ŕőłăğżćăěš, śłőńĳ ŋěřěčşń£řŋő şśšřőěŋż šřăěłšőřĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Šěőřěňă 4.1. Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă šřăěłšőřĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă W

ŋě ďĺťťěřěŋűĺřşěňż ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě ŕőńşőśĺ [0; ∞).

2 Řăśśňőšřĺň ŕřőňěęşšőł [k; k + 1), čďě k ∈ {0; 1; : : : }. Ďń£ ! ∈ ˙ ĺğ ďĺťťě-

řěŋűĺřşěňőśšĺ W (·; !) ţőš£ ąż ć őďŋőľ šőůłě s ∈ [k; k + 1) ćżšěłăńă ąż ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ śŕřăćă ć s, ă ¡šő ćńěłńő ąż, ůšő śşźěśšćş¿š q; l ∈ N (q = q(!; s), l = l(!; s; q(s; !))), šăłĺě ůšő

|W (t; !) − W (s; !)| < l(t − s) ŕřĺ ćśěţ t ∈ [s; s + q^{−1}) ⊂ [k; k + 1): (4.1)

Ďń£ l; n; i ∈ N (ĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő k) ććěďěň śőążšĺ£ A_{l,n,i} = { ! : | | |W ( k + j n ; ! ) − W ( k + j − 1 n ; ! )| | < 7l n ŕřĺ j = i + 1; i + 2; i + 3 } : (4.2)

Řăśśňőšřĺň l ĺ q, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć (4.1). Ěśńĺ 4=n < 1=q ĺ i = i(s; n) (i ∈ {1; : : : ; n}) ćżąřăŋő šăł, ůšő k + (i − 1)=n 6 s < k + i=n, šő ďń£ j = i + 1; i + 2; i + 3 ĺ !,

- r r

k k +^{i−1}_n k +^i_n k +^{i+1}_n k +^{i+2}_n k +^{i+3}_n k + 1 s +^1_q s

Řĺś. 4.3

şďőćńěšćőř£¿źĺţ (4.1), ŕőńşůĺň | | |W ( k + j n ; ! ) − W ( k + j − 1 n ; ! )| | | 6^|W^(k +^j_n; !^) − W (s; !)^| + + | | |W (s; !) − W ( k + j − 1 n ; ! )| | | 6 l ·^4_n + l ·^3_n =^{7l}_n :

Ŕő¡šőňş ěśńĺ ďń£ ! śŕřăćěďńĺćő (4.1), šő ! ∈ ⋂ n>4q n⋃ i=1 A_{l,n,i}. Ŕşśšĳ D_k = {! : W (·; !)

ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ţőš£ ąż ć őďŋőľ šőůłě s ∈ [k; k + 1)} (ěśńĺ s = k, šő ŕőďřăğşňěćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ śŕřăćă). Ĺğ ŕřőćěďěŋŋżţ řăśśşęďěŋĺľ śńěďşěš, ůšő

D_k ⊂ ∞⋃ q=1 ∞⋃ l=1 ⋂ n>4q n⋃ i=1 A_{l,n,i}: (4.3)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śőążšĺľ B_n ∈ F, n ∈ N, P (_∞⋂ n=1 B_n ) 6 lim inf_{n→∞} P (Bn):

Ŕő¡šőňş ďń£ łăęďżţ q; l ∈ N, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ W , ŕőńşůĺň P ( ⋂ n>4q n⋃ i=1 A_{l,n,i} ) 6 lim inf_{n→∞} P^{( n⋃}_{i=1} Al,n,i^) 6

6 lim inf_{n→∞}^{n∑}_{i=1} P (Al,n,i) 6 lim inf_{n→∞} n^(P^{(|}W^{( 1}_n^{)|} <^{7l}_n^{))3} =

= lim inf_{n→∞} n ( P ( |W (1)| < 7l√ n ))_3 6 lim inf_{n→∞} n^{( 1}√_{2ı} ·^{14 l}√_n^{)3} = 0: (4.4)

Ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ, ůšő W (t) ∼ N (0; t), t ¿ 0, ĺ ďń£ z > 0

P (|W (1)| < z) = 1 √ 2ı z∫ −z e^{− x22} dx 6 1 √ 2ı 2z:

Őűěŋłă (4.4) őąž£śŋ£ěš, ŕőůěňş ć (4.2) ŋăďő ążńő řăśśňőšřěšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£ W ŋă šřěţ ŕřőňěęşšłăţ [(j − 1)=n; j=n), j = i + 1; i + 2; i + 3. Şůĺšżćă£, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě śůěšŋőčő ůĺśńă ňŋőęěśšć ňěřż ŋşńĳ ĺňěěš ňěřş ŋşńĳ ĺ šő, ůšő (˙; F; P ) ŕőńŋő, ĺğ (4.3), (4.4) ğăłń¿ůăěň, ůšő P (D_k) = 0 ďń£ ń¿ąőčő k = 0; 1; 2; : : : . Ěśńĺ D | ňŋőęěśšćő šőůěł !, ďń£ łőšőřżţ W (·; !) ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ţőš£ ąż ć őďŋőľ šőůłě s ∈ [0; ∞), šő D =^∞ ⋃ k=0 D_k. Śńěďőćăšěńĳŋő, P (D) = 0. 2 Ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ăŋăńĺğă ŕőćěďěŋĺ£ šřăěłšőřĺľ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě ŋőćżě ŕőŋ£šĺ£ ĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£.

Ńěňňă 4.2. Ŕşśšĳ A1 ĺ A2 | ŋěğăćĺśĺňżě ăńčěąřż ć F, š. ě.

P (A_1; A_2) − P (A_1)P (A_2) = 0 ďń£ ń¿ążţ A_1 ∈ A_1; A_2 ∈ A_2: (4.5)

Šőčďă ŋěğăćĺśĺňż ff{A_1} ĺ ff{A_2}, š. ě. (4.5) śŕřăćěďńĺćő ďń£ ćśěţ A_1 ∈ ff{A_1}, A_2 ∈ ff{A_2}.

2 Ďń£ ń¿ąőčő A ∈ ff{A} ĺ ń¿ąőčő " > 0, čďě A | ăńčěąřă ć F, śşźěśšćşěš

B_ε ∈ A, šăłőě ůšő P (A △ B_ε) < ". Łńăśś ňŋőęěśšć, ďőŕşśłă¿źĺţ şłăğăŋŋş¿ ăŕŕřőłśĺňăűĺ¿, őąřăğşěš ff-ăńčěąřş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ˙ △ ˙ = ?, A △ B_ε = A △ B_ε ĺ ěśńĺ P (A_n △ B_{n,ε}) < "2^{−n−1} ďń£ ćśěţ n ∈ N, šő P (_∞⋃ n=1 A_n △^∞ ⋃ n=1 B_{n,ε} ) < " 2 , š. ł.^∞ ⋃ n=1 A_n △^∞ ⋃ n=1 B_{n,ε} ⊂^∞ ⋃ n=1 (A_n △ B_{n,ε}). Őśšăěšś£ ćżąřăšĳ n_0(") šăł, ůšőąż P ( ⋃_∞ n=n_0 Bn,ε ) < "=2.

Šěŕěřĳ ďń£ A ∈ ff{A_1}, B ∈ ff{A_2} ĺ ń¿ąőčő " > 0 ŋăţőďĺň A_ε ∈ A_1 ĺ B_ε ∈ A_2, šăłĺě ůšő P (A △ A_ε) < ", P (B △ B_ε) < ". Şůĺšżćă£, ůšő AB △ A_εB_ε ⊂ ⊂ (A △ A_ε) ∪ (B △ B_ε), ćĺďĺň, ůšő |P (AB) − P (A)P (B)| < 4". 2

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ś.ť. X = {X_t; t ∈ T }, š. ě. śěňěľśšćő F | B_t-ĺğňěřĺňżţ ś.¡. X_t : ˙ → X_t, t ∈ T . Ďń£ V ⊂ T ŕőńőęĺň ff_X (V ) = ff{X_t; t ∈ V } := ff{X^{−1}_t (B_t); t ∈ V }. Śőčńăśŋő ńěňňě 1.1 ĺ šěőřěňě 1.4 ff_X (V ) = X^{−1}(B_V ) (X_t = ı_{T,t} X, ŕő¡šőňş ff{X^{−1}_t (B_t); t ∈ V } = ff{X^{−1}(ı^{−1}_{T,t} B_t); t ∈ V } = ff{X^{−1}({ı^{−1}_{T,t} B_t; t ∈ V })} = X^{−1}(ff{ı^{−1}_{T,t} B_t; t ∈ V }) = X^{−1}(B_V )). Ś.ť. {X(t); t ∈ V } ŋăğżćăěšś£ ŋě ğăćĺś£źěľ őš ff-ăńčěąřż E, ěśńĺ ŋěğăćĺśĺňż ff_X (V ) ĺ E. Ěśńĺ ś.ť. X ğăďăŋă ďń£ T ⊂ R, šő őąőğŋăůĺň F6_t = = ff_X ((−∞; t] ∩ T ).

Šěőřěňă 4.3 (ňăřłőćśłőě śćőľśšćő). Ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő a ¿ 0 ŕřő-

űěśś X(t) = W (t + a) − W (a), t ¿ 0, £ćń£ěšś£ ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň, ŋě ğăćĺś£źĺň őš ff -ăńčěąřż F6_a = ff{W (s): 0 6 s 6 a}.

2 Őůěćĺďŋő, X(0) = 0, ŕřőűěśś X ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ, ŋěğăćĺśĺňżě

ŕřĺřăźěŋĺ£ ĺ X(t) − X(s) = W (t + a) − W (s + a) ∼ N (0; t − s), 0 6 s 6 t.

Ć X_T (T ⊂ R) űĺńĺŋďř {x: (x(s_1); : : : ; x(s_n)) ∈ B} ďń£ s_i ∈ T , i = 1; : : : ; n (s_i ≠ s_j ŕřĺ i ≠ j), B ∈ B(R^n) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ ć ćĺďě {x: (x(t_1); : : : ; x(t_n)) ∈ ^B}, čďě šőůłĺ t_1 < t_2 < : : : < t_n | ¡šő ŕřőŋşňěřőćăŋŋżě ć ćőğřăśšă¿źěň ŕőř£ďłě šőůłĺ s_1; : : : ; s_n, š. ě. (s_1; : : : ; s_n) = (t_1; : : : ; t_n), ^B = ¯^{−1}B, śň. (2.6). Ŕşśšĳ, C = {! : (X(t_1); : : : ; X(t_n)) ∈ B}, čďě B ∈ B(R^n), n ∈ N, 0 = t_0 6 t_1 < : : : < t_n. Ŕőńőęĺň _j = W (t_j + a) − W (t_{j−1} + a), j = 1; : : : ; n. Šőčďă C = {! : (_1; _1 + _2; : : : ; 1 +: : :+_n) ∈ B} = ((_1; : : : ; _n) ∈ ~B), čďě ~B = H^{−1}B, ňăšřĺűă n -čő ŕőř£ďłă H ĺňěěš ŋşńĺ ŋăď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿, ă őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż řăćŋż 1 (ňż şůńĺ, ůšő ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋőň őšőąřăęěŋĺĺ, ğăďăćăěňőň ňăšřĺűěľ H, ŕřőőąřăğ ąőřěńěćśłőčő ňŋőęěśšćă £ćń£ěšś£ ąőřěńěćśłĺň). Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ m ∈ N, 0 = u_0 6 u_1 < : : : < u_m 6 a, G ∈ B(R^m) űĺńĺŋďř {(W (u_1); : : : ; W (u_m)) ∈ G} = {(“_1; : : : ; “_m) ∈ ~G}, čďě ~G ∈ B(R^m), “_i = W (s_i) − W (s_{i−1}), i = 1; : : : ; m. Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ 1.5 ĺ ńěňňőľ 4.2. 2

Ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś: ňőęŋő ńĺ őąőąźĺšĳ šěőřěňş 4.3, ćğ£ć ćňěśšő łőŋśšăŋšż a śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş? Őłăğżćăěšś£, ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ďń£ őŕřěďěńěŋŋőčő łńăśśă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ.

Ŕşśšĳ {F_t; t ∈ T }, čďě T ⊂ R, | ŋěłőšőřżľ ŕőšőł ff-ăńčěąř ć F (Àťĺńĳšřăűĺ£Á), š. ě. F_s ⊂ F_t ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ) ĺ F_t ⊂ F ŕřĺ ćśěţ t ∈ T .

Őšőąřăęěŋĺě fi : ˙ → T ∪ {∞} ŋăğżćăěšś£ ňăřłőćśłĺň ňőňěŋšőň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă {F_t; t ∈ T }, ěśńĺ {! : fi(!) 6 t} ∈ F_t ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T . Ěśńĺ fi(!) < ∞ ŕ.ŋ., šő fi ŋăğżćă¿š ňőňěŋšőň őśšăŋőćłĺ.

Şďőąŋő śůĺšăšĳ F ĺ ćśě F6_t (t ∈ T ) ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ. Ćăęŋżě ŕřĺňěřż ňăřłőćśłĺţ ňőňěŋšőć ďăěš Šěőřěňă 4.4. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ¿ 0} | ś.ť. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ňěšřĺůěśłőň

ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ) ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0. Ŕşśšĳ šřăěłšőřĺĺ X ŋěŕřěřżćŋż ďń£ ŕ.ć. !. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă F ⊂ X

fi_F (!) := inf{t ¿ 0: X_t(!) ∈ F } (4.6)

ěśšĳ ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă F6_t = ff{X_s : 0 6 s 6 t}, ŋăğżćăěňőčő ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺěľ (fi_F (!) = ∞, ěśńĺ X_t(!) =∈ F ďń£ ćśěţ t ¿ 0).

2 Ąşďěň ćś¿ďş ďăńěě řăśśňăšřĺćăšĳ šőůłĺ ! ∈^~˙, ďń£ łőšőřżţ šřăěłšőřĺĺ X

ŋěŕřěřżćŋż (P (~˙) = 1).

1. Ŕşśšĳ G | őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő X ĺ fi_G őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (4.6) ś ğăňěŋőľ F ŋă G. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő 0 6 t < ∞

{! : fi_G(!) < t} ∈ F6_t: (4.7)

Ğăňěšĺň, ůšő {fi_G < t} = ⋃ r<t r∈Q+ {X_r ∈ G}, čďě Q_+ | ňŋőęěśšćő ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ

řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő r < t, r ∈ Q_+, ĺňěěň X_r(!) ∈ G, šő fi_G(!) 6 r < t. Őąřăšŋő, ŕşśšĳ fi_G(!) < t. Šőčďă ŋăľďěšś£ s = s(!) < t, šăłőě ůšő X_s(!) ∈ G. Ŕőśłőńĳłş G | őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, ă šřăěłšőřĺ£ X_t(!) ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă, šő X_z (!) ∈ G ďń£ ćśěţ z, ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ł šőůłě s śŕřăćă. Śřěďĺ šăłĺţ z ěśšĳ řăűĺőŋăńĳŋżě r < t. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (4.7) őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő {X_r ∈ G} ∈ F6_r ⊂ F6_t ďń£ r < t.

2. Řăśśňőšřĺň őšłřżšżě ňŋőęěśšćă G_n = {x ∈ X : ȷ(x; F ) < 1=n}, n ∈ N, čďě ȷ(x; F ) = inf{ȷ(x; y): y ∈ F }. Ŕőńőęĺň fi_n = fi_{Gn} ĺ ďőłăęěň, ůšő fi_n(!) → fi_F (!) ŕřĺ n → ∞ ďń£ ćśěţ ! (ĺğ ~˙). Őůěćĺďŋő, fi_n(!) 6 fi_F (!) ďń£ ćśěţ n ∈ N, ! ∈ ~˙, š. ł. F ⊂ G_n. Ăŋăńőčĺůŋő, fi_n(!) 6 fi_{n+1}(!), š. ł. G_{n+1} ⊂ G_n, n ∈ N. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš

fi_∞(!) = lim_{n→∞} fi_n(!) ∈ [0; ∞]; ŕřĺůěň fi_∞(!) 6 fi_F (!): (4.8)

Ěśńĺ fi_∞(!) = ∞, šő fi_F (!) = ∞. Řăśśňőšřĺň ˙_0 = {! ∈ ~˙: fi_∞(!) < ∞}. Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ śŕřăćă šřăěłšőřĺĺ X_t(!) ĺňěěň X_{τn(ω)}(!) ∈ [G_n] (ğăňżłăŋĺě G_n) ďń£

n ∈ N. Ŕő¡šőňş Xτ_k(ω)(!) ∈ [Gn] ďń£ k ¿ n (Gk ⊂ Gn, ŕő¡šőňş [Gk] ⊂ [Gn]), ĺ

śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ śńěćă šřăěłšőřĺĺ X_t

X_{τ∞(ω)}(!) ∈ ∞⋂ n=1 [G_n] = F:

Šăłĺň őąřăğőň, fi_F (!) 6 fi_∞(!). Şůĺšżćă£ (4.8), ŕőńşůăěň, ůšő

fi_F (!) = fi_∞(!) = lim_{n→∞} fi_n(!) ďń£ ćśěţ ! ∈ ~˙: (4.9)

3. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő {fi_F = 0} = {X_0 ∈ F } (śŋőćă şůńĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ śŕřăćă šřăěłšőřĺĺ ĺ ğăňłŋşšőśšĳ ňŋőęěśšćă F ). Ĺšăł, {fi_F 6 0} ∈ ff{X_0} = F6_0. Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ 0 < t < ∞

{! : fi_F (!) 6 t} = ∞⋂ n=1 {! : fi_n(!) < t}: (4.10)

Ěśńĺ fi_n(!) < t, n ∈ N, šő ć śĺńş (4.9) fi_F (!) 6 t. Ěśńĺ fi_F (!) 6 t, šő fi_n(!) 6 fi_F (!),

n ∈ N. Ěśńĺ fiF (!) = 0, šő ĺ fin(!) = 0, ŕő¡šőňş ŕřĺ šăłőň ! ĺňěěň {fin(!) < t}. Ŕşśšĳ

šěŕěřĳ ! ∈ ˙^′ = {0 < fi_F (!) 6 t}. Ďőłăęěň, ůšő fi_n(!) < fi_F (!) ďń£ šăłĺţ ! ŕřĺ ćśěţ

n ∈ N. Ďń£ ! ∈ ˙^′ ĺňěěň fin(!) → fiF (!) > 0. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n

X_{τn(ω)}(!) ∈ @G_n (čřăŋĺűě G_n), š. ł. ć ń¿ąőľ őłřěśšŋőśšĺ ¡šőľ šőůłĺ ŋăľďşšś£ łăł šőůłĺ, ćţőď£źĺě ć G_n, šăł ĺ ŋě śőďěřęăźĺěś£ ć G_n. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, G_n | őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, ă šřăěłšőřĺĺ ŋěŕřěřżćŋż śŕřăćă, łřőňě šőčő, X_t(!) =∈ G_n ďń£ t < fi_n(!). Şůĺšżćă£, ůšő @G_n ⊂ {x: ȷ(s; F ) = 1=n}, ŕőńşůăěň, ůšő fi_n(!) < fi_{n+1}(!) ďń£ ! ∈ ˙^′ ĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n (ȷ(X_{τn(ω)}(!); F ) = 1=n, ȷ(X_{τn+1(ω)}(!); F ) = 1=(n + 1), ŕő¡šőňş fi_n(!) ≠ fi_{n+1}(!)), śńěďőćăšěńĳŋő, fi_n(!) < fi_F (!) ŕřĺ ćśěţ n ¿ 1 ĺ ! ∈ ˙^′.

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő^∞ ⋂ n=1 {fi_n(!) < t} ∈ F6_t śőčńăśŋő (4.10). 2

Ŕşśšĳ fi | ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă ff-ăńčěąř F_t, t ∈ T . Őŕřěďěńĺň Fτ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ śőążšĺľ A, šăłĺţ ůšő A ∩ {fi 6 t} ∈ Ft ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T . Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő F_τ ěśšĳ ff-ăńčěąřă. Ŋăčń£ďŋő ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě, ůšő řěůĳ ĺďěš ő śőążšĺ£ţ, Àŋăąń¿ďăěňżţ ďő śńşůăľŋőčő ňőňěŋšă fiÁ.

Šěőřěňă 4.5 (śšřőčő ňăřłőćśłőě śćőľśšćő). Ŕşśšĳ fi | ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ

őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă F6_t = ff{W (s): 0 6 s 6 t}, t ¿ 0. Šőčďă Y (t) = W (t + fi) − − W (fi), t ¿ 0, ěśšĳ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, łőšőřżľ ŋě ğăćĺśĺš őš ff-ăńčěąřż F_τ (ŕőśšřőěŋŋőľ ŕő śěňěľśšćş F6_t, t ¿ 0). Šőůŋěě čőćőř£,

Y_τ (!) = { W (t + fi(!); !) − W (fi(!); !) ďń£ ! ∈ ˙_τ = {fi < ∞}; 0; ! =∈ ˙_τ :

(4.11)

2 Ććěďěň śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż fin(!) =^{∞∑}_{k=1} k2^{−n}1A_{k,n} , čďě A1,n = {fi 6 2^{−n}},

A_{k,n} = {(k − 1)2^{−n} < fi(!) 6 k2^{−n}} ďń£ k ¿ 2. Őůěćĺďŋő, fi_n(!) ↓ fi(!) ŕřĺ n → ∞ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙_τ . Łřőňě šőčő, ďń£ łăęďőčő n ∈ N ćěńĺůĺŋă fi_n ěśšĳ ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă F6_t, š. ł. ďń£ ń¿ąőčő t ¿ 0

{fi_n 6 t} = {fi 6 k2^{−n}} ∈ F_{k2}−n ⊂ F_t; čďě k = max{l : l2^{−n} 6 t}:

Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ (ŕřĺ ćśěţ !) ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ĺňěěň W (t + fi_n(!); !) → W (t + fi(!); !) ŕřĺ n → ∞ ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 ĺ ! ∈ ˙_τ . Ŕřĺ ćśěţ n ∈ N ĺ ń¿ążţ t ¿ 0, z ∈ R, ! ∈˙

{! : W (t + fi_n(!); !) 6 z} = ∞⋃ k=1 {! : W (t + fi_n(!); !) 6 z; fi_n(!) = k2^{−n}} = = ∞⋃ k=1 {! : W (t + k2^{−n}; !) 6 z; fi_n(!) = k2^{−n}} ∈ F: (4.12)

Ňż şůńĺ, ůšő ěśńĺ fi | ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš, šő {fi = y} = {fi 6 y} \ {fi < y} ∈ F6_y ŕřĺ ćśěţ y ∈ R, ŕőśłőńĳłş {fi < y} =^∞ ⋃ k=1 { fi 6 y −^1_k^} ∈ F6y (F_{6y−} 1_k ⊂ F6y ďń£ ćśěţ y ¿ 0 ĺ k, šăłĺţ ůšő y −^1_k ¿ 0; ěśńĺ y −^1_k < 0, šő^{fi 6 y −^1_k^} = ?).

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Ńěňňă 4.6. Ŕşśšĳ (M; A) | ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő, (N ; ȷ) | ňěšřĺůěśłőě

ŕřőśšřăŋśšćő ś ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřőľ B(N ). Ŕşśšĳ F_n : M → N £ćń£¿šś£ A | B(N )-ĺğňěřĺňżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ŕřĺ n = 1; 2; : : : . Ŕşśšĳ F_n(x)^ρ−→ F (x) ∈ N ďń£ ćśěţ x ∈ M (n → ∞). Šőčďă F ěśšĳ A | B(N )-ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě.

2 Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă B ∈ B(N )

{x: F (x) ∈ B} = ∞⋂ k=1 ∞⋃ m=1 ⋂ n¿m {x: F_n(x) ∈ B^{(1/k)}};

čďě B^{(ε)} = {x ∈ N : ȷ(x; B) < "}, ȷ(x; B) = inf{ȷ(x; y): y ∈ B}. Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďśšćĺěň 1.2. 2

Ğăňěůăŋĺě 4.7. Ŕşśšĳ ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż 4.6 ŋă (M; A) ğăďăŋă ňěřă P ĺ F_n(x)^ρ−→ F (x) ŕřĺ n → ∞ ďń£ P -ŕ.ć. x ∈ M. Šőčďă F £ćń£ěšś£ A | B(N )-ĺğňěřĺňżň őšőąřăęěŋĺěň, čďě A | ŕőŕőńŋěŋĺě A ŕő ňěřě P .

2 Ŕşśšĳ Fn(x) → F (x), n → ∞, ďń£ x ∈ M0, čďě P (M0) = 1. Ćżąěřěň šőůłş

z_0 ∈ N ĺ őŕřěďěńĺň ~F_n(x) = F_n(x) ďń£ x ∈ M_0 ĺ ~F_n(x) = z_0 ďń£ x ∈ M \ M_0, n ∈ N.

Šőčďă ~F_n(x) → ~F(x) ďń£ ćśěţ x ∈ M, čďě ~F (x) = F (x) ŕřĺ x ∈ M_0 ĺ ~F(x) = z_0 ŕřĺ x ∈ M \ M_0, ŕřĺůěň ~F £ćń£ěšś£ A | B(N )-ĺğňěřĺňżň őšőąřăęěŋĺěň. Šěŕěřĳ şůšěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(N ) ŕřőőąřăğ

F^{−1}(B) = {M_0 ∩ ~F^{−1}(B)} ∪ {(M \ M_0) ∩ F^{−1}(B)} ∈ A;

ŕőśłőńĳłş M_0 ∈ A, ~F^{−1}(B) ∈ A (ŕő ńěňňě 4.6) ĺ (M \ M_0) ∩ F^{−1}(B) ⊂ M \ M_0, P (M \ M_0) = 0. 2

Ŕő ğăňěůăŋĺ¿ 4.7 ĺ ć śĺńş (4.12) Y (t) ěśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ďń£ łăęďőčő t. Ěśńĺ “ £ćń£ěšś£ F | B(R) -ĺğňěřĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ, ~“ = “ ŕ.ŋ., šő ś.ć. ~“ šăłęě F | B(R) -ĺğňěřĺňă (F ŕőŕőńŋěŋă). Őůěćĺďŋő šăłęě, ůšő šřăěłšőřĺĺ Y (·) ŋěŕřěřżćŋż.

Ďőłăęěň, ůšő Y ŋě ğăćĺśĺš őš Fτ ĺ ŕőŕşšŋő şąěďĺňś£, ůšő Y | ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 4.3, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő A ∈ F_τ , ń¿ąőčő n ∈ N, ń¿ążţ 0 6 t_1 < : : : < t_m, ń¿ąőčő B ∈ B(R^m)

P (A ∩ { ∈ B}) = P (A)P ( ∈ B); (4.13)

čďě = (Y (t_1); : : : ; Y (t_m)). Ć (4.13) ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ ğăňłŋşšżě B (ŕő ńěňňě 2.3 ďń£ ń¿ąőčő B ĺ ń¿ąőčő " > 0 ňőęŋő ŋăľšĺ ğăňłŋşšőě F_ε ⊂ B, šăłőě ůšő P_ξ(B \ F_ε) < "). Ŕěřěŕĺÿěň (4.13) ć ćĺďě E1A1 {ξ∈B} = E1AE1 {ξ∈B}: (4.14) Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ łăęďőľ ŋěŕřěřżćŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ

f : R^m → R ćěřŋő řăćěŋśšćő E1Af() = E1AEf(): (4.15)

Ĺğ (4.15) ńěčłő ŕőńşůĺšĳ (4.14). Ćőğĳňěň f_k(x) = ’(kȷ(x; B)), čďě ’(t) = 1 ŕřĺ t 6 0, ’(t) = 1 − t ŕřĺ t ∈ [0; 1] ĺ ’(t) = 0 ŕřĺ t ¿ 1, ȷ(x; B) = inf{ȷ(x; y): y ∈ B}, ȷ | ěćłńĺďőćő řăśśšő£ŋĺě. Śşŕěřŕőğĺűĺ£ ŋěŕřěřżćŋőľ ĺ ŋěŕřěřżćŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ ďăěš ŋěŕřěřżćŋş¿ őčřăŋĺůěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (ȷ(·; B) ŋěŕřěřżćŋă ďń£ ğăňłŋşšőčő B), ŕő¡šőňş ŕřĺňěŋ£ěň šěőřěňş Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ, şůĺšżćă£, ůšő f_k(x) ↓ 1_B(x), k → ∞.

Śŋőćă ŕő šěőřěňě Ńěąěčă ďń£ ń¿ąőčő A

E1Af() = lim_n E1Af(n);

čďě _n = (W (t_1 + fi_n) − W (fi_n); : : : ; W (t_m + fi_n) − W (fi_n)) → ŕřĺ n → ∞ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙_τ . Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ć śĺńş śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă

E1Af(n) =^{∞∑}_{k=1} E1Af(n)1_{{τn=k2}−n_} =^{∞∑}_{k=1} E1_{A∩{τn=k2}−n_}f(n,k); (4.16)

čďě _{n,k} = (W (t_1 + k2^{−n}) − W (k2^{−n}); : : : ; W (t_m + k2^{−n}) − W (k2^{−n})). Ěśńĺ | ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă {F_t; t ∈ T ⊂ R} ĺ A ∈ F_ν, šő A ∩ { < t} =

=^∞ ⋃ q=1 ( A ∩ { 6 t −^1_q^{})} ∈ F6t ďń£ łăęďőčő t ∈ T ĺ A∩{ = t} = (A∩{ 6 t})\(A∩

∩ { < t}) ∈ F6_t. Ŕő¡šőňş A ∩ {fi_n = k2^{−n}} ∈ F6_{k2}−n ďń£ A ∈ F_τ . Ŕő šěőřěňě 4.3 ff-ăńčěąřă F6_{k2}−n ŋě ğăćĺśĺš őš _{n,k} ĺ řăśŕřěďěńěŋĺě _{n,k} šăłőě ęě, łăł ş ćěłšőřă

(W (t_1); : : : ; W (t_m)). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřăćă£ ůăśšĳ (4.16) řăćŋă śńěďş¿źěňş ćżřăęěŋĺ¿:

Ef(W (t1); : : : ; W (tm))^{∞∑}_{k=1} E1A∩{τ_n=k2−n} = Ef(W (t1); : : : ; W (tm))E1A:

Ćğ£ć A = ˙, ŕőńşůĺň ďń£ ń¿ąőľ ŋěŕřěřżćŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ f, ćśěţ m ∈ N ĺ

0 6 t1 < : : : < tm, ůšő Ef(Y (t1); : : : ; Y (tm)) = Ef(W (t1); : : : ; W (tm)): (4.17)

Šěň śăňżň (4.15) ďőłăğăŋő. Ĺğ (4.17), śőćěřÿĺć ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ł ĺŋďĺłăšőřŋżň ťşŋłűĺ£ň, ŕőńşůĺň, ůšő łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ Y ĺ W śőćŕăďă¿š. Śńěďőćăšěńĳŋő, Y | ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś. 2

Śšřőčő ňăřłőćśłőě śćőľśšćő ňż ĺśŕőńĳğşěň ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺľ ŋěłőšőřżţ ťşŋłűĺőŋăńőć őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Ŕřĺ ¡šőň ąşďěš ďőłăğăŋ ř£ď ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ řěğşńĳšăšőć (ďřşčĺě ťőřňż śšřőčő ňăřłőćśłőčő śćőľśšćă řăśśňőšřěŋż ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 14).

Ŕşśšĳ fi | ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă ff-ăńčěąř F6_t = ff{W (s):

0 6 s 6 t}. Ďń£ ! ∈ ˙τ = {fi < ∞} (P (˙τ ) = 1) řăśśňőšřĺň Àőšřăęěŋŋżľ ŕřő-

űěśśÁ

Z(t; !) = { W (t; !); 0 6 t 6 fi(!);

2W (fi(!); !) − W (t; !); t > fi(!);

(4.18) 6 -r_{τ(ω) t}^{X(t, ω)} W (t, ω)

Z(t, ω)

Řĺś. 5.1

ĺ ŕşśšĳ Z(t; !) = W (t; !) ďń£ ! ∈ ˙ \ ˙_τ . Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ śůĺšă- ¿šś£ ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ff-ăńčěąřż ĺğ F.

Šěőřěňă 4.8 (ŕřĺŋűĺŕ őšřăęěŋĺ£). Ŕřőűěśś {Z(t); t ¿ 0} ěśšĳ ąřőşŋőćśłőě

ďćĺęěŋĺě.

2 Ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő t ¿ 0 ĺňěěň Z(t; !) = W (t; !)1 {τ¿t} +

+(2W (fi(!); !) − W (t; !))1_{{τ<t}}. Ŕő¡šőňş, ŕőńĳğş£śĳ (4.12), ćĺďĺň, ůšő Z(t; ·) ŕřĺ łăęďőň t £ćń£ěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ. Łřőňě šőčő, šřăěłšőřĺĺ Z(·; !) ŋěŕřěřżćŋż ŕřĺ ćśěţ ! ∈ ˙. Şůĺšżćă£ ńěňňş ?? ĺ šő, ůšő Z(0; !) ≡ 0, ćĺďĺň, ůšő Z(·; !) ěśšĳ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě C_0[0; ∞) = {f ∈ C[0; ∞): f(0) = 0}, śŋăąęěŋŋőň ňěšřĺłőľ (3.20), čďě K_n = [0; n], n ∈ N.

Ŕşśšĳ Y (t; !) | ŕřőűěśś, őŕřěďěńěŋŋżľ ťőřňşńőľ (4.11). Ććěďěň ěźě Àőśšăŋőćńěŋŋżľ ŕřőűěśśÁ X(t; !) = W (t ∧ fi(!); !), t ¿ 0, čďě t ∧ s = min{t; s} (X(t; !) = = W (t; !) ďń£ ! ∈ ˙ \ ˙_τ ). Ăŋăńőčĺůŋő śłăğăŋŋőňş ćżÿě şąěęďăěňś£, ůšő X(·; !) | ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C_0[0; ∞).

Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě (ŕřĺłńěĺćăŋĺě ć šőůłě b ł ťşŋłűĺĺ f ťşŋłűĺĺ g) h: Y → C_0[0; ∞), čďě Y = [0; ∞) × C_0[0; ∞) × C_0[0; ∞), ŕőńőęĺć

h(b; f(·); g(·))(t) = f(t)1_{[0,b]}(t) + (f(b) + g(t − b))1_{(b,∞)}(t):

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙_τ

h(fi(!); X(·; !); Y (·; !)) = W (·; !); h(fi(!); X(·; !); −Y (·; !)) = Z(·; !):

Ğăňěůăŋĺě 4.9. Ěśńĺ ĺ ” {ś.¡. ŋă ŕőńŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; P ) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B) ĺ = ” ŕ.ŋ., šő P_ξ = P_η ŋă B. Ŕő¡šőňş ďăńěě ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ śůĺšăěň ˙_τ = ˙.

Šěőřěňă ąşďěš ďőłăğăŋă, ěśńĺ ňż ŕőłăęěň: ă) h ∈ B(Y) | B(C_0[0; ∞)) (ąěřěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě šřěţ ŕőńĳśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ć C_0[0; ∞) řăśśňăšřĺćăěšś£ ňěšřĺłă (3.20); śň. ńěňňş 2.1); ą) řăśŕřěďěńěŋĺ£ ś.¡. (fi; X; Y ) ĺ (fi; X; −Y ) śőćŕăďă¿š ć (Y; B(Y)).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šőčďă P_W = P_{(τ,X,Y )}h^{−1} ĺ P_Z = P_{(τ,X,−Y )}h^{−1}.

Ŕřőćěřłă ă). Ćőğĳňěň ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ H ∈ C0[0; ∞) ĺ ń¿ąőě r ¿ 0. Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.2 ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő A = {(b; f; g) ∈ Y : ȷ(h(b; f; g); H) 6

6 r} ∈ B(Y). Ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ďń£ łăęďőčő t ∈ M, čďě M | śůěšŋőě ćś¿ďş

ŕńőšŋőě ňŋőęěśšćő ŋă [0; ∞), ĺňěěň A_t = {(b; f; g) ∈ Y : ¸ 6 h(b; f; g)(t) 6 ˛} ∈ B(Y) ďń£ −∞ < ¸ < ˛ < ∞. Ďăńěě śńěďşěš şůěśšĳ, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň t őšőąřăęěŋĺě ı_th : Y → R £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň, ğďěśĳ ı_t = ı_{[0,∞),t}, śň. ś. 4.

Ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě ą). Łń¿ůěćş¿ řőńĳ ğďěśĳ ĺčřăěš

Ńěňňă 4.10. X(t; ·) ěśšĳ Fτ | B(R)-ĺğňěřĺňżľ ś.¡. ďń£ łăęďőčő t ¿ 0.

2 Ćőğĳňěň

¸_n(!) = ∞∑ k=1 k − 1 2^n

1[ k−1_{2n ,} k_{2n} )(fi(!)):

Šőčďă ¸_n(!) ↑ fi(!) ŕřĺ ćśěţ ! ∈ ˙_τ (n → ∞), ğŋăůĺš, W (t∧¸_n(!); !)→W (t∧fi(!); !) ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 ĺ ćśěţ ! ∈ ˙_τ (W , ă śńěďőćăšěńĳŋő ĺ X, ĺňě¿š ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙). Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 4.7 ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£ ć F_τ | B(R)-ĺğňěřĺňőśšĺ ćěńĺůĺŋż W (t∧¸_n(·); ·) (ff-ăńčěąřă F_τ śůĺšăěšś£ ŕőńŋőľ). Ďń£ B ∈ B(R), C = {! : W (t ∧ ¸_n(·); ·) ∈ B} ĺ s ∈ [(m − 1)=2^n; m=2^n), čďě n; m ¿ 1,

C ∩ {fi 6 s} = ∞⋃ k=1 {fi 6 s; ¸n =^{k − 1}_{2n} ; W^(t ∧^{k − 1}_{2n} ; ·^) ∈ B} = = ⋃ 16k6m−1 { k − 1 2^n 6 fi < k 2^n ; W ( k − 1 2^n ∧ t; · ) ∈ B } ∪

∪ { m − 1

2^n 6

fi 6 s; W^{(m − 1}_{2n} ∧ t; ·^) ∈ B^}

(4.19)

(ŕřĺ m = 1 ĺňěěň ⋃ ? = ?). Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő^{W^{(k − 1}_{2n} ∧ t; ·^) ∈ B^} ∈

∈ F6 k−1_{2n} ⊂ F6_s ďń£ k 6 m, { k − 1 2^n 6 fi < k 2^n } = { fi < k 2^n } \ { fi < k − 1 2^n } ∈ F6 k_{2n} ⊂ F6_s ďń£ k 6 m−1 ĺ { m − 1 2^n 6

fi 6 s^} ∈ F6s ({fi < u} =^{∞⋃}_{q=1}^{fi 6 u −^1_q^} ∈ F6u ďń£ u > 0;

{fi < 0} = ?). 2

Ŕőńĳğş£śĳ ďőłăğăšěńĳśšćőň ńěňňż 4.6, ćğ£ć ć ŋěľ F_τ ćňěśšő A, ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő X(·; !) ěśšĳ F_τ | B(C_0[0; ∞))-ĺğňěřĺňżľ ś.¡.

Ğăňěšĺň, ůšő ś.ć. fi ∈ F_τ | B(R), ŕőśłőńĳłş ďń£ ćśěţ s; t ¿ 0 ĺňěěň {fi 6 s}∩{fi 6 t} = = {fi 6 s ∧ t} ∈ F6_{s∧t} ⊂ F6_t.

Ŕőńĳğş£śĳ ďőłăğăŋŋżň ĺ ńěňňőľ 2.1, ŕőńşůăěň, ůšő (fi; X(·; !)) £ćń£ěšś£ F_τ | B(R) × B(C_0[0; ∞))-ĺğňěřĺňżň ś.¡. Ŕő šěőřěňě 4.5 ś.¡. (fi; X) ŋě ğăćĺśĺš őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ Y . Śńěďőćăšěńĳŋő, P_{(τ,X,Y )} = P_{(τ,X)} ×P_Y = P_{(τ,X)} ×W. Őůěćĺďŋő, −Y šăłęě ŋě ğăćĺśĺš őš F_τ , ă š. ł. −Y śŋőćă £ćń£ěšś£ ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň, šő P_{(τ,X,−Y )} = P_{(τ,X)} × P_{−Y} = P_{(τ,X)} × W = P_{(τ,X,Y )}, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. 2 Őąőğŋăůĺň M(t; !) = sup_{s∈[0,t]} W (s; !); t ¿ 0:

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő M(t; ·) ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 ěśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ś.ć., š.ł.

G_tf = sup_{s∈[0,t]} f(s); f ∈ C_0[0; ∞); (4.20)

ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě C_0[0; ∞) ć R.

Ďăńěě ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă 4.11 (ğăłőŋ ŋşń£ ĺńĺ ěďĺŋĺűż Łőńňőčőřőćă). Ŕşśšĳ ŋă (˙; F; P )

ğăďăŋő śěňěľśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. {X_t; t ∈ T ⊂ R} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, š.ě. X_t : ˙ → X_t, X_t ∈ F|B_t, t ∈ T . Őąőğŋăůĺň

F¿_t = ff{X_s; s ∈ T ∩ [t; ∞)}:

Šőčďă ff-ăńčěąřă F^∞ := ∩_{t∈T} F¿_t ćżřőęďěŋŋă£, š.ě. P (A) řăćŋő ŋşń¿ ĺńĺ ěďĺŋĺűě ďń£ ń¿ąőčő A ∈ F^∞ (ěśńĺ T ∩ [t; ∞) = ∅, šő F¿_t := ∅).

2 Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě A ∈ F^∞ ĺ ŕőłăęěň, ůšő A ŋě ğăćĺśĺš őš A. Ĺňě-

ěň A ∈ F¿_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ T . Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ć śĺńş ńěňňż 4.2 śşźěśšćşěš A_ε ĺğ ăńčěąřż, ŕőřőęďă¿źěľ F¿t, š.ě. Aε ćĺďă {Xt_1 ; : : : ; Xt_n ∈ B}, čďě B ∈ B(t1; : : : ; tn),

t 6 t1 < : : : < tn (ćśě šőůłĺ ĺğ T ), n ∈ N, šăłőě, ůšő P (A△Aε) < " (ňż şůńĺ šăłęě

řăśśşęďěŋĺ£ ŕěřěď šěőřěňőľ 4.1 ĺ ńěňňş 2.5). Śńěďőćăšěńĳŋő,

|C(A; A) − C(A; A_ε)| 6 2P (A△A_ε) < 2";

čďě C(A; D) = P (AD) − P (A)P (D) ďń£ śőążšĺľ A ĺ D. Śŋőćă ŕő ńěňňě 4.2 ğăňěůăěň, ůšő ff-ăńčěąřż B(t_1; : : : ; t_n) ĺ F¿_t ŋěğăćĺśĺňż ŕřĺ t > t_n. Ŕő¡šőňş ŋěğăćĺśĺňż śőążšĺ£ A ĺ A_ε, š.ě. C(A; A_ε) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, C(A; A) = P (A) − P (A)^2 = 0 (ąřăńőśĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě "). 2

Ńěňňă 4.12. Ŕşśšĳ a > 0. Šőčďă fia(!) = inf{t ¿ 0 : W (t; !) = a} { ňőňěŋš

őśšăŋőćłĺ (őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ F_t = ff{W (s); 0 6 s 6 t}).

2 Ĺğ šěőřěňż 4.2 śńěďşěš, ůšő fia { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš. Ďőłăęěň, ůšő fia(!) < ∞

ŕ.ŋ. Ďń£ a > 0 ĺňěěň P (fi_a < ∞) ¿ P ( sup_{t∈[0,∞)} W (t) > a) ¿ P (W (n) > a √ n ą.ů.) ¿

¿ P (lim sup_{n→∞} n^{−1/2}W (n) > a) ¿ lim sup_{n→∞} P (n^{−1/2}W (n) > a) = P ( > a) > 0; (4.21)

ğďěśĳ ∼ N (0; 1) ĺ "ą.ů." őğŋăůăěš ąěśłőŋěůŋő ůăśšő (ŕő n). Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ś.ć. Y_n; n ∈ N ĺ łőŋśšăŋšż c ∈ R

P (lim sup n→∞ Y_n > c) = P (∩^∞_{n=1} ∪_m¿_n {Y_m > c}) = lim_{n→∞} P (∪_m¿_n{Y_m > c})

ĺ P (∪_m¿_n{Y_m > c}) ¿ P (Y_n > c) ŕřĺ łăęďőň n ∈ N, őšłşďă P (lim sup n→∞ Y_n > c) ¿ lim sup_{n→∞} P (Y_n > c):

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ c ∈ R ĺňěěň

{W (n)= √ n > c ą.ů.} ≡ { n∑ k=1 X_k= √ n > c ą.ů.} ∈ F^∞;

čďě ff-ăńčěąřă F^∞ śšřőĺšś£ ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ X_k = W (k) − W (k − 1); k ∈ N:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

{lim sup n→∞ n∑ k=1 X_k= √ n > c} ≡ {lim sup_{n→∞} n∑ k=m X_k= √ n > c} ∈ F¿_m

ďń£ łăęďőčő m ∈ N. Ŕő ğăłőŋş ŋşń£ ĺńĺ ěďĺŋĺűż ĺňěěň P {lim sup n→∞ W (n)= √ n > c} ∈ {0; 1}:

Ĺğ (4.21) ćżšěłăěš, ůšő ¡šă ćěřő£šŋőśšĳ (ă ğŋăůĺš ĺ P (fi_a < ∞)) řăćŋă 1. 2 Šěőřěňă 4.13. Ŕřĺ ćśěţ t; x; y ¿ 0 ćěřŋő řăćěŋśšćő P (W (t) < y − x; M(t) ¿ y) = P (W (t) > y + x): (4.22)

2 Ěśńĺ y = 0, (4.22) ŕřěćřăźăěšś£ ć šřĺćĺăńĳŋőě řăćěŋśšćő P (W (t) < −x) =

= P (W (t) > x). Ŕşśšĳ y > 0. Ŕő ńěňňě 4.12 fi_y = inf{s ¿ 0: W (s; !) = y} ěśšĳ ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă F6_t = ff{W (s): 0 6 s 6 t}. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś Z(t; !) őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ (4.18) ś ćěńĺůĺŋőľ fi = fi_y. Őůěćĺďŋő, ff_y (!) = = inf{s ¿ 0: Z(s; !) = y} ěśšĳ šăłęě ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ F^{(Z)}6_t = ff{Z(s): 0 6 s 6 t}, ŕřĺ ¡šőň ff_y (!) ≡ fi_y(!) ďń£ ćśěţ y ¿ 0.

Ğăňěšĺň, ůšő {fi_y 6 t} = {M(t) ¿ y} ďń£ ń¿ążţ t; y ¿ 0. Ŕő¡šőňş ďń£ ćśěţ B ∈ B(C[0; ∞)), t ¿ 0

P (fi_y 6 t; W (·) ∈ B) = P ( sup_{s∈[0,t]} W (s) ¿ y; W (·) ∈ B) = P (W (·) ∈ ~B ∩ B);

čďě ~B = G^{−1}_t ([y; ∞)) ∈ B(C[0; ∞)), śň. (4.20). Ŕřĺňěŋĺć šěőřěňş 4.8, ćĺďĺň, ůšő P (ff_y 6 t; Z(·) ∈ B) = P (Z(·) ∈ ~B ∩ B) = P (W (·) ∈ ~B ∩ B):

Ĺšăł, ś.¡. (fi_y; W ) ĺ (ff_y ; Z) ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě řăśŕřěďěńěŋĺ£.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćśěţ x ∈ R, t; y ¿ 0 P (ff_y 6 t; Z(t) < y − x) = P (fi_y 6 t; W (t) < y − x): (4.23) Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ W ĺňěěň W (fi_y(!); !) = y ŕřĺ y ¿ 0, ! ∈ ˙_τ . Ŕő¡šőňş ďń£

t ¿ ff_y (!) ŕőńşůăěň Z(t; !) = 2W (fiy(!); !) − W (t; !) = 2y − W (t; !). Šăłĺň őąřăğőň,

ŕřĺ ćśěţ y ¿ 0 ĺ x ∈ R ĺğ (4.23) ĺňěěň P (M(t) ¿ y; W (t) < y − x) = P (ff_y 6 t; Z(t) < y − x) = = P (ff_y 6 t; W (t) > y + x) = P (fi_y 6 t; W (t) > y + x) = = P (M(t) ¿ y; W (t) > y + x): (4.24) Ěśńĺ x ¿ 0, šő P (M(t) ¿ y; W (t) > y + x) = P (W (t) > y + x) ĺ (4.24) ćńěůěš (4.22). 2 Śńěďśšćĺě 4.14. Ŕřĺ ćśěţ t; y ¿ 0 P (M(t) ¿ y) = 2P (W (t) ¿ y): (4.25)

2 Ćőğĳňěň x = 0 ć ťőřňşńě (4.22). Šőčďă

P (W (t) < y; M(t) ¿ y) = P (W (t) > y);

P (M(t) ¿ y) = P (M(t) ¿ y; W (t) < y) + P (M(t) ¿ y; W (t) ¿ y) = = P (W (t) > y) + P (W (t) ¿ y) = 2P (W (t) ¿ y) (şůńĺ, ůšő P (W (t) = y) = 0 ŕřĺ ń¿ążţ y ∈ R ĺ t ¿ 0). 2

Ğăňěšĺň, ůšő řăśŕřěďěńěŋĺě M(t) ŋăţőďĺšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ďřşčĺţ ňěšőďőć ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 6.

Śńěďśšćĺě 4.15. Ďń£ ćśěţ y ¿ 0 ĺ 0 6 a < b < ∞ P ( sup_a 6t6b |W (t) − W (a)| ¿ y) 6 4P (W (b − a) ¿ y) ≡ 2P (|W (b − a)| ¿ y): (4.26)

2 Ć śĺńş šěőřěňż 4.3

P ( sup_a 6t6b |W (t) − W (a)| ¿ y) = P ( sup_0 6s6b−a |W (s)| ¿ y) 6

6 P ( sup_{06s6b−a} W (s) ¿ y) + P ( inf_{06s6b−a} W (s) 6 −y):

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő sup_{s∈[0,t]}(−W (s)) = − inf_{s∈[0,t]} W (s) ďń£ ćśěţ t ¿ 0 ĺ ůšő −W ěśšĳ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŋěřăćěŋśšćőň (4.25). 2 Ďń£ t ¿ 0 őąőğŋăůĺň Log t = ln(t ∨ e). Őűěŋłă (4.26) ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śńěďş¿źěčő şšćěřęďěŋĺ£.

Šěőřěňă 4.16 (ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă). Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă

lim sup t→∞ W (t) (2t Log Log t)^{1/2}

= 1; (4.27) ĺ lim inf t→∞ W (t) (2t Log Log t)^{1/2}

= −1: (4.28)

6

-

(1+ε) √ 2t Log Log t

t 0

(1−ε) √ 2t Log Log t

W (t)

t_0("; !)

~

˚

Řĺś. 5.2

Šěőřěňă 4.16 ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕőůšĺ ćśě šřăěłšőřĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă őśšă- ¿šś£ ćŋşšřĺ řăśÿĺř£¿źěľś£ ÀšřşążÁ ňěęďş łřĺćżňĺ ±(1 + ") √ 2t Log Log t (ďń£ ń¿ąőčő " > 0, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő t_0("; !)). Ć šő ęě ćřěň£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 őŋĺ ąěśłőŋěůŋő ůăśšő Àćżśłăłĺćă¿šÁ ĺğ ÀšřşążÁ ś čřăŋĺűěľ ±(1 − ") √ 2t Log Log t (śň. řĺś. 5.2). Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă (ĺ ńőłăńĳŋőčő ğăłőŋă ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă) őšŋěśěŋő ć ŕřĺńőęěŋĺě 3, łřőňě šőčő, ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ¡šőľ ńěłűĺĺ ďőłăğżćăěšś£ ąőńěě őąźă£ šěőřěňă Ÿšřăśśěŋă.

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ěźě őďĺŋ ŕřőűěśś, ść£ğăŋŋżľ ś ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň. Ąřőşŋőćśłĺň ňőśšőň ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśś

W_0(t) = W (t) − tW (1); t ∈ [0; 1]: (4.29)

Ŋăğćăŋĺě őąşśńőćńěŋő šěň őąśšő£šěńĳśšćőň, ůšő W_0(0) = W_0(1) = 0, łăł ćĺďŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ (4.29).

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 4.1. Ŕőńĳğş£śĳ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ, ŕřőćěďěŋŋżňĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 4.1, ďőłăęĺšě, ůšő ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś {W (t); 0 6 t 6 1} ŕ.ŋ. ĺňěěš šřăěłšőřĺĺ, ŋě şďőćńěšćőř£¿źĺě ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě şśńőćĺ¿ Čěńĳďěřă ś ŕőłăğăšěńěň ‚ > 1=2 (śň. şŕř. 3.8 ĺ ??).

Şŕř. 4.2. Ŕőńşůĺšě řěğşńĳšăš şŕřăęŋěŋĺ£ 3.8 ĺğ šěőřěňż Ď2.24 ĺ šőčő, ůšő (ŕřőćěřĳšě) ďń£ q ∈ N, 0 6 s < t < ∞

E(W (t) − W (s))^{2q} = (2q − 1)!!(t − s)^q: (4.30)

Őąőğŋăůĺň H_γ(!) ďń£ ! ∈ ˙ (ňőęěň śůĺšăšĳ, ˙ = C[0; ∞)) ňŋőęěśšćő šěţ šőůěł t ∈ [0; ∞), ć łőšőřżţ šřăěłšőřĺ£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ Čěńĳďěřă ś ŕőłăğăšěńěň ‚. Şŕřăęŋěŋĺ£ 3.8, 4.2 ŕőłăğżćă¿š, ůšő P (H_γ = [0; ∞)) = 1 ďń£ ‚ < 1=2. Şŕřăęŋěŋĺě 4.1 ŕőłăğżćăěš, ůšő P (H_γ = ∅) = 1 ŕřĺ ‚ > 1=2. Ĺğ şŕřăęŋěŋĺ£ ?? śńěďşěš, ůšő P (t ∈ H_{1/2}) = 0 ďń£ łăęďőčő t ¿ 0. Őďŋăłő Ď¡ćĺś [?] ć 1983 č. ŕőłăğăń, ůšő P (H_{1/2} ≠ ∅) = 1.

Šěŕěřĳ ňż ŕőłăęěň, ůšő ĺśśńěďőćăŋĺě śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ (ś łőŋěůŋőľ ďĺśŕěřśĺĺ) ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě śćőďĺšś£ ł ĺğşůěŋĺ¿ ŕőćěďěŋĺ£ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ć śńşůăľŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ. İšă čńşąőłă£ ĺďě£ ŕřĺŋăďńěęĺš Ă. Ć. Śłőřőţőďş (śň. [?]).

Šěőřěňă Ď4.3. Ŕşśšĳ X { ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ś.ć., ĺňě¿źă£ E|X| < ∞. Šőčďă

śşźěśšćş¿š (ŋă ŋěłőšőřőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě) ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě W (t); t ¿ 0, ĺ ś.ć. fi šăłĺě, ůšő

X^D= EX + W (fi): (4.31)

Ěśńĺ EX^2 < ∞, šő ŕřĺ ¡šőň śşźěśšćşěš Efi ĺ

Efi = DX: (4.32) 2 Ŕşśšĳ ŋă (˙; F; P ) ğăďăŋż X ĺ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě {W (t); t ¿ 0} (ćśěčďă

ňőęěň řăśÿĺřĺšĳ ĺśţőďŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő). Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă EX = 0 ĺ X { ŋěćżřőęďěŋŋă£ ćěńĺůĺŋă (ĺŋăůě ąěřěšś£ fi ≡ 0). Ŕşśšĳ śŋăůăńă X ŕřĺŋĺňăěš ďćă ğŋăůěŋĺ£ a ĺ b (a < 0 < b, ŕőśłőńĳłş EX = 0). Ěśńĺ

P (X = a) = p; P (X = b) = 1 − p; (4.33)

šő şśńőćĺě EX = 0 ćńěůěš p = b b − a

; 1 − p = −a b − a

: (4.34)

Ć śĺńş šěőřěňż 4.4 ćěńĺůĺŋă

fi_{a,b} = inf{t ¿ 0 : W (t) ∈ {a; b}}

ěśšĳ ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Ďőłăęěň, ůšő fi_{a,b} ěśšĳ ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ, š.ě. fi_{a,b} < ∞ ŕ.ŋ. (¡šő ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ńěňňż 4.12). Ąőńěě šőčő, ŕőłăęěň, ůšő Efi^k_{a,b} < ∞ ďń£ łăęďőčő k ∈ N. Ďń£ ń¿ąőčő

m ∈ N ĺňěěň

{fi_{a,b} ¿ m} ⊂ {|W (n) − W (n − 1)| 6 b − a; n = 1; : : : ; m}:

P (|W (n) − W (n − 1)| 6 b − a; n = 1; : : : ; m) = P (|| 6 b − a)^m; čďě ∼ N (0; 1). Ŕő¡šőňş (ŕő£śŋĺšě)

P (fi_{a,b} = ∞) = 0 ĺ Efi^k_{a,b} < ∞ (k; ∈ N): (4.35)

Şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£, ŕőńşůăěň: W (fi_{a,b}) = a ĺńĺ W (fi_{a,b}) = b (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1). Ĺğ (4.35), ĺňěěň

P (W (fi_{a,b}) = a) = p_{a,b}; P (W (fi_{a,b}) = b) = 1 − p_{a,b}: (4.36)

Ďőłăęěň, ůšő

EW (fia,b) = 0; (4.37)

šőčďă ĺğ (4.36) ŋăľďěň, ůšő p_{a,b} = b=(b − a) ĺ, śőčńăśŋő (4.33), (4.34), ďń£ ďćşğŋăůŋżţ ćěńĺůĺŋ X śőőšŋőÿěŋĺě (4.31) ąşďěš şśšăŋőćńěŋő.

Ćőśŕőńĳğşěňś£ ŕěřćżň šőęďěśšćőň Ćăńĳďă: ŕşśšĳ _1; _2; : : : ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż ĺ fi { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš (śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć N) őšŋőśĺšěńĳŋő ff-ăńčěąř F_n = ff{_1; : : : ; _n},

n ∈ N, ŕřĺůěň E|1| < ∞ ĺ Efi < ∞. Šőčďă E(1 + : : : + τ ) = EfiE1: (4.38)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

E|1 + : : : + τ | =^{∞∑}_{n=1} E(|1 + : : : + τ |1(fi = n)) =^{∞∑}_{n=1} E(|1 + : : : + n|1(fi = n)) = = ∞∑ n=1 E(E(|1 + : : : + n|1(fi = n)|Fn)) =^{∞∑}_{n=1} E(1(fi = n)E(|1 + : : : + n| |Fn)) =

= ∞∑ n=1 P (fi = n)E|_1 + : : : + _n| 6 ∞∑ n=1 nP (fi = n)E|_1| = EfiE|_1|: (4.39)

Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ śćőľśšćăňĺ şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£, ĺğćěśšŋżňĺ ĺğ őąźěčő łşřśă šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ (śň., ŋăŕř., [?]). Ć ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě řăśśşęďěŋĺ£ţ ňż śőğŋăšěńĳŋő ŋě őŕĺřăńĺśĳ ŋă ŋěĺğńăčăćÿş¿ś£ ěźě šěőřĺ¿ ňăřšĺŋčăńőć. Ăŋăńőčĺůŋă£ (4.39) ćżłńăďłă (ąěğ ňőďşń£) ďăěš śŕřăćěďńĺćőśšĳ (4.38).

Şŕř. 4.4. Ďőłăęĺšě ćšőřőě šőęďěśšćő Ćăńĳďă. Ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ ł şśńőćĺ£ň, őąěśŕěůĺćă¿źĺň (4.38), ďőąăćĺšĳ šřěąőćăŋĺě D_1 < ∞, šő

E(1 + : : : + τ − fiE1)^2 = EfiD1: (4.40)

Šěŕěřĳ ďń£ łăęďőčő n ∈ N řăśśňőšřĺň ćěńĺůĺŋż _{n,m} = W (m=n) − W ((m − 1)=n),

m ∈ N ĺ ŕőńőęĺň

fi^{(n)}_{a,b} = inf{m : _{n,1} + : : : + _{n,m} =∈ (a; b)}: (4.41)

Şŕř. 4.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ łăęďőň n ∈ N fi^{(n)}_{a,b} { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă ff-ăńčěąř F^{(n)}_k = ff{_{n,1}; : : : ; _{n,k}}, k ∈ N ĺ Efi^{(n)}_{a,b} < ∞.

Ĺğ ¡šőčő şŕřăęŋěŋĺ£, (4.35) ĺ (4.38), ğăňěšĺć, ůšő _{n,1} + : : : + _{n,τ} (n)_{a,b} = W (fi^{(n)}_{a,b} =n)

ĺ En,1 = 0, ŕőńşůăěň EW (fi^{(n)}_{a,b} =n) = 0: (4.42) Şŕř. 4.6. Şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă, ďőłăęĺšě, ůšő

fi^{(n)}_{a,b} =n → fi_{a,b} ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞: (4.43)

Ĺğ şŕřăęŋěŋĺ£ 4.6 ćżćěďěň, ůšő

EW (fi^{(n)}_{a,b} =n) → E(W fia,b); n → ∞: (4.44)

Ďń£ ¡šőčő ŋăŕőňŋĺň, ůšő śěňěľśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ś.ć. {_α; ¸ ∈ ~} ŋăğżćăěšś£ řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżň, ěśńĺ

lim_{c→∞} sup_{α∈~} ∫ {|ξα|¿c} |_α|dP = 0: (4.45)

Ĺğćěśšŋő (śň., ŋăŕř., [?, ś. ??]), ůšő ěśńĺ _n^D−→ (śţőď£šś£ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿) ĺ {_n} řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă, šő

En → E; n → ∞ (4.46)

(ąőńěě šőčő, ěśńĺ _n ¿ 0, šő şśńőćĺě (4.45) £ćń£ěšś£ ŋěőąţőďĺňżň ďń£ (4.46)). Őůěćĺďŋő śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ. ćńěůěš śţőďĺňőśšĳ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿.

Şŕř. 4.7. Ďőłăęĺšě, ůšő şśńőćĺě sup_{α∈~} E|_α|^γ < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő ‚ > 1

ćńěůěš řăćŋőňěřŋş¿ ĺŋšěčřĺřşěňőśšĳ ćěńĺůĺŋ {_α; ¸ ∈ ~}.

Şŕř. 4.8. Ś ŕőňőźĳ¿ (4.35), ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ ĺ šőčő őąśšő£šěńĳśšćă, ůšő |W (fi^{(n)}_{a,b} =n)| 6 b + a + |_{n,τ} (n)_{a,b} |;

ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {W (fi^{(n)}_{a,b} =n); n ∈ N} £ćń£ěšś£ řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňőľ.

Şůĺšżćă£ (4.43), ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺě 4.8, ŕőńşůăěň (4.44). Ć śĺńş (4.42) ŕřĺţőďĺň ł (4.37). Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ űěŋšřĺřőćăŋŋżţ ďćşğŋăůŋżţ ćěńĺůĺŋ ćĺďă (4.33) ďőłăğăŋő, ůšő

X^D= W (fi_{a,b}): (4.47) Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ őąźĺľ śńşůăľ. Őąőğŋăůĺň F (x) = P (X 6 x). Şůĺšżćă£,

ůšő EX = 0 ĺ šő, ůšő ś.ć. X ŋěćżřőęďěŋă, ĺňěěň c = ∫ (−∞,0] (−y)dF (y) = ∫ (0,∞) zdF (z) ≠ 0: (4.48)

Ŕşśšĳ f : R → R { ŋěŕřěřżćŋă£ ĺ őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă

cEf(X) = c^{∫ ∞}_{−∞} f(x)dF (x) =^∫_{(0,∞)} f(z)dF (z)^∫_{(−∞,0]}(−y)dF (y)+ + ∫ (−∞,0] f(y)dF (y) ∫ (0,∞) zdF (z) = ∫ (0,∞) dF (z) ∫ (−∞,0] dF (y)(zf(y) − yf(z)): (4.49)

Őšś¿ďă

Ef(X) = c^{−1 ∫}_{(0,∞)} dF (z)^∫_{(−∞,0]} dF (y)(z − y)^{f(y)^z_{z − y} + f(z)^{−y}_{z − y}^}: (4.50)

Ŋă (˙^′; F^′; P^′) ŕőśšřőĺň śńşůăľŋżľ ćěłšőř (Y; Z) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^2 šăłőľ, ůšő

P^′((Y; Z) ∈ B) = c^{−1} ∫ ∫ B∩{(−∞,0]×(0,∞)} (z − y)dF (z)dF (y): (4.51)

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (4.51) ěśšĳ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ śůěšŋő ăďďĺšĺćŋă£ ťşŋłűĺ£. Šő, ůšő ¡šő ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă, śřăğş śńěďşěš ĺğ ťőřňşńż (4.50), ć łőšőřőľ ŕőńăčăěň f ≡ 1.

Ďń£ y < 0 < z, ć śĺńş (4.36), čďě p_{y,z} = z=(z − y) ĺ śőčńăśŋő (4.47) ĺňěěň

f(y) z z − y

+ f(z)

(−y) z − y

= Ef(W (fiy,z )): (4.52)

İšă ťőřňşńă ąşďěš ćěřŋă ĺ ďń£ y 6 0 < z, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ fi_{0,b} = 0 ŕřĺ b > 0. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ^ (˙; F; P ) = (˙; F; P ) × (˙^′; F^′; P^′):

Šőčďă, şůĺšżćă£ (4.51), (4.52), (4.37) ĺ ťőřňşńş (2.10), řăćěŋśšćő (4.50) ňőęěň ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě

Ef(X) =^~Ef(X) = E^′Ef(X) = E^′Ef(W (fiY,Z )) =^~Ef(W (fiY,Z )); (4.53)

ğďěśĳ E^′ őğŋăůăěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕő ňěřě P^′, ă ~E { ŕő ňěřě ~P = P × P^′. Ŕő¡šőňş ć śĺńş şŕřăęŋěŋĺ£ 2.9 ĺňěěň

~P_X = ~P_{W (τY,Z )}: (4.54)

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă śőőšŋőÿěŋĺ£ (4.31) ğăňěšĺň (ŕő£śŋĺšě), ůšő ~W(t; ~!) := W (t; !), čďě t ¿ 0 ĺ ~! = (!; !^′) ∈ ~˙, ąşďěš ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň, ğăďăŋŋżň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě^

(˙; F; P ). Ďăńěě śůĺšăěň, ůšő (˙; F; P ) ěśšĳ řăśÿĺřěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ E őąőğŋăůăěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕő ňěřě P .

Şŕř. 4.9. Ĺśŕőńĳğş£ ćšőřőě šőęďěśšćő Ćăńĳďă (şŕřăęŋěŋĺě 4.4), ďőłăęĺšě, ůšő Efia,b = −ab: (4.55) Ŕşśšĳ šěŕěřĳ EX^2 < ∞.

Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ (4.55) ĺ šěőřěňőľ Ťşąĺŋĺ, ŕőńşůăěň

~EfiY,Z = E^′E(fiY,Z ) = E^′(−Y Z): (4.56)

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (4.56), (4.51) ĺ (4.48), ĺňěěň

~EfiY,Z = E(−Y Z) =^∫_{(−∞,0]} dF (y)(−y)^∫_{(0,∞)} dF (z)z(z − y)c^{−1} = = ∫ (−∞,0] dF (y)(−y) { −y + ∫ (0,∞) dF (z)c^{−1}z^2 } = = ∫ (−∞,0] y^2dF (y) + ∫ (0,∞) z^2dF (z) = EX^2 = ~EX^2: 2

Šěőřěňă Ď4.10 (Śłőřőţőď, [?]). Ŕşśšĳ X1; X2; : : : { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěŋ-

šřĺřőćăŋŋżţ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, őŕřěďěńěŋŋżţ ŋă ŋěłőšőřőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő řăśÿĺřĺšĳ šăł, ůšő ŋă ŋěň ŋăľďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ś.ć. T_k, k ∈ N ĺ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě {W (t); t ¿ 0} šăłĺě, ůšő

{X_k; k ∈ N}^D= {W (T_k) − W (T_{k−1}); k ∈ N}; (4.57)

čďě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ćěńĺůĺŋż T_k − T_{k−1}, k ∈ N (T_0 ≡ 0) ŋěğăćĺśĺňż, ă ěśńĺ

EX^2_k < ∞, šő E(Tk − Tk−1) = EX^2_k .

2 Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćăŋő ŋă šěőřěňě Ď4.3. Ŕşśšĳ Fk őąőğŋăůăěš ť.ř. ćěńĺůĺŋż

X_k (k ∈ N). Ŕőśšřőĺň ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć (Y_k; Z_k), k ∈ N, šăłĺţ, ůšő řăśŕřěďěńěŋĺě (Y_k; Z_k) őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (4.51), čďě ćňěśšő F ąěřěšś£ F_k. Ŕşśšĳ ŋă řăśśňăšřĺćăěňőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋěğăćĺśĺňż {(Y_k; Z_k); k ∈ N} ĺ {W (t); t ¿ 0}. Ŕőńőęĺň

T_k = inf{t ¿ T_{k−1} : W (t + T_{k−1}) − W (T_{k−1}) =∈ (Y_k; Z_k)}; k ∈ N: (4.58)

Ć (4.58) (Y_k; Z_k) őąőğŋăůăěš ŋě ćěłšőř, ă ĺŋšěřćăń ś ńěćżň łőŋűőň Y_k ĺ ŕřăćżň Z_k. Šőčďă {T_k; k ∈ N} { ĺśłőňă£ śńşůăľŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. 2

Ŕşśšĳ W (t) = (W^{(1)}(t); : : : ; W^{(q)}(t)) ěśšĳ q-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (š.ě. łőňŕőŋěŋšż W^{(j)}(t); t ¿ 0, j = 1; : : : ; q, £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ śšăŋďăřšŋżňĺ ąřőşŋőćśłĺňĺ ďćĺęěŋĺ£ňĺ, ĺŋăůě čőćőř£, ĺňěěšś£ q ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C[0; ∞)). Ććěďěň ć ŕřőśšřăŋśšćě (C[0; 1])^q ňěšřĺłş, ğăďăćăěňş¿ ŋőřňőľ

‖x(·)‖ = sup_{t∈[0,1]} |x(t)|;

čďě | · | { ěćłńĺďőćă ŋőřňă ć R^q. Őŕřěďěńĺň śěňěľśšćő śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ

g_n(t) =

W (nt) √ 2nLog Logn

; t ∈ [0; 1]; n ∈ N; (4.59)

čďě Logz = (log z) ∨ 1 ŕřĺ z > 0 ĺ Log Logz = Log(Logz) (ěśńĺ ąřăšĳ őążůŋżě ŋăšşřăńĳŋżě ńőčăřĺťňż, šő ć (4.59) ŋăďő ďőąăćń£šĳ, ůšő n ¿ 3).

Šěőřěňă Ď4.11 (ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă, Ÿšřă-śśěŋ).

Ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {g_n} ć (C[0; 1])^q ś ććěďěŋŋőľ ňěšřĺłőľ, ŕ.ŋ. śőćŕăďăěš śő ňŋőęěśšćőň

K = {x : x(t) = ∫_t 0 h(s)ds; s ∈ [0; 1] ĺ

∫_1 0 |h(s)|^2ds 6 1}; čďě ∫_t 0 h(s)ds = ( ∫_t 0 h^{(1)}(s)ds : : : ∫_t 0 h^{(q)}(s)ds). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, K śőśšőĺš ĺğ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ x šăłĺţ, ůšő x^{(j)}(0) = 0; j = 1; : : : ; q ĺ ∫_1 0 |dx=dt|^2ds 6 1;

čďě dx=dt = (dx^{(1)}=dt; : : : ; dx^{(q)}=dt).

Ğăňěůăŋĺě Ď4.12. Šěőřěňă Ď4.11 śőţřăŋĺšś£ (ŕřőćěřĳšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ŕřőůĺšăć ŋĺęě ěě ďőłăğăšěńĳśšćő) ĺ ďń£ śěňěľśšćă ťşŋłűĺľ

g_T (t) =

W (T t) √ 2T Log LogT

; T > 0; t ∈ [0; 1];

ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ ŋěŕřěřżćŋżň ŕăřăňěšřőň T , ěśńĺ ĺňěšĳ ć ćĺďş ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ďń£ g_{Tn} (·), čďě {T_n} { ń¿ąă£ šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ůšő T_n > 0 ĺ T_n → ∞ ŕřĺ n → ∞.

Şŕř. 4.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő K ("ÿăř Ÿšřăśśěŋă") { łőňŕăłš ć (C[0; 1])^q. Şŕř. 4.14. Ŕşśšĳ C({xn}) { ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

{x_n} ć ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ). Ŕşśšĳ h { ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě X ć ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (Y; ‹). Ďőłăęĺšě, ůšő C({hx_n}) = h(C({x_n})).

Ćőğĳňěň ťşŋłűĺőŋăń

h(x(·)) = x^{(1)}(1); x ∈ (C[0; 1])^q:

Šőčďă šěőřěňă Ď4.11 ĺ şŕřăęŋěŋĺě 4.14 ŕřĺćőď£š (őąž£śŋĺšě ŕőďřőąŋő) ł śńěďş¿- źěňş őąőąźěŋĺ¿ šěőřěňż 4.16.

Śńěďśšćĺě Ď4.15. Ŕşśšĳ W (t) { śšăŋďăřšŋőě őďŋőňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęě-

ŋĺě. Šőčďă ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {t_n}, šăłőľ ůšő t_n → ∞ ŕřĺ n → ∞, ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł śěňěľśšćă {W (t_n)= √ 2t_nLog Logt_n; n ∈ N} ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śőćŕăďăěš ś őšřěğłőň [−1; 1], š.ě. ś "ÿăřőň" ŋă ŕř£ňőľ.

2 Ďőłăęěň šěőřěňş 4.11. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő şšćěřęďěŋĺě "C({gn}) = K ŕ.ŋ."

řăćŋőśĺńĳŋő őďŋőćřěňěŋŋőňş ćżŕőńŋěŋĺ¿ śńěďş¿źĺţ ďćşţ śőőšŋőÿěŋĺľ:

1) ďń£ ń¿ąőčő " > 0

P (g_n =∈ K^ε ą.ů.) = 0; (4.60)

ğďěśĳ B^ε { ¡šő "-őłřěśšŋőśšĳ ňŋőęěśšćă B ć řăćŋőňěřŋőľ ňěšřĺłě, ă "ą.ů." őğŋăůăěš ąěśłőŋěůŋő ůăśšő ({A_n ą.ů.} = ∩_n ∪_j¿_n A_j),

2) ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ x ∈ K ĺ ń¿ąőčő " > 0 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1

g_{nk} (·; !) ∈ {x}^ε ŕřĺ k ¿ N; (4.61)

čďě {n_k} ĺ N ğăćĺś£š őš ", x ĺ ¡ńěňěŋšăřŋőčő ĺśţőďă !.

Ĺšăł, ğăďăďĺňś£ ŕřőĺğćőńĳŋżň " > 0 ĺ ąşďěň őűěŋĺćăšĳ P (g_n =∈ K^ε) ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n. Řăğőąĳěň őšřěğőł [0; 1] šőůłăňĺ i=m; i = 0; 1; : : : ; m, čďě m ćżąěřěň ŕőğďŋěě. Ťşŋłűĺĺ g ∈ (C[0; 1])^q śőŕőśšăćĺň ŋěŕřěřżćŋş¿ (ćěłšőřŋş¿) ńőňăŋş¿ ^g ć (C[0; 1])^q, ĺňě¿źş¿ şğńż (i=m; g(i=m)); i = 0; 1; : : : ; m. Ďń£ ń¿ąőčő r > 1 ĺňěěň

P (g_n =∈ K^ε) 6 P (r^{−1}^g_n =∈ K) + P (r^{−1}^g_n ∈ K; ‖g_n − r^{−1}^g_n‖ > ") =: p_1 + p_2: (4.62)

Ďăńěě,

p_1 = P (r^{−1}^g_n =∈ K) = P (

∫_1 0 | | | | 1 r d^g dt | | | | 2 dt > 1) = P (ffl^2_{md} > 2r^2Log Logn);

ŕőśłőńĳłş

∫_1 0 | | | | | 1 r d^g dt | | | | | 2 dt = q q∑ j=1 m∑ i=1 ( g^{(j)}_n (i=m) − g^{(j)}_n ((i − 1)=m)

)_2

= (2Log Logn)^{−1}ffl^2_{md};

ğďěśĳ g_n(t) = (g^{(1)}n (t); : : : ; g^{(q)}n (t)), ffl^2_d { śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ĺňě¿źă£ ţĺ-łćăďřăš řăśŕřěďěńěŋĺě ś d (d ∈ N) śšěŕěŋ£ňĺ śćőąőďż. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕńőšŋőśšĳ ffl^2_d ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

p_χ2_d (z) = z^{d/2−1}e^{−z/2} 2^{d/2}`(d=2)

; z ¿ 0;

0; z < 0:

čďě `(¸) = ∫_∞ 0 x^{α−1}e^{−x}dx ďń£ ¸ > 0. Ŕő¡šőňş (őďĺŋ řăğ ŕřőĺŋšěčřĺřőćăć ŕő ůăśš£ň) ŕőńşůăěň

P (ffl^2_d > x) ∼ x^{d/2−1}e^{−x/2} 2^{d/2−1}`(d=2) ŕřĺ x → ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŋěłőšőřőčő c_1 (ćś¿ďş ůěřěğ c ś ĺŋďěłśőň őąőğŋăůăěň ŕőńőęĺšěńĳŋżě ŕőśšő£ŋŋżě, ŋě ğăćĺś£źĺě őš n) ĺ ćśěţ n

p_1 6 c_1 exp{−rLog Logn}: (4.63)

Ďăńěě,

p_2 6 P (r^{−1}^g_n ∈ K; (1 − r^{−1})‖r^{−1}^g_n‖ > "=2) + P (‖g_n − ^g_n‖ > "=2): (4.64)

Ćğ£ć r = r(") ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺň ł 1, ŕőńşůĺň, ůšő ŕřĺ ćśěţ n

P (r^{−1}^g_n ∈ K; (1 − r^{−1})‖r^{−1}^g_n‖ > "=2) = 0; (4.65)

ŕőśłőńĳłş ďń£ r^{−1}^g_n ∈ K ĺňěěň ‖^g_n‖ 6 r. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ x(·) ∈ K, šő ďń£

0 6 s 6 t 6 1

|x(t) − x(s)| = | | | | | ∫_t s dx du du | | | | | 6 (t − s)^{1/2} (∫_t s | | | | | dx du | | | | |du )_{1/2} 6 (t − s)^{1/2};

ğďěśĳ ∫_t s dx du du = ( ∫_t s dx^{(1)}

du du; : : : ; ∫_t s dx^{(q)} du du). Ğăŕĺśżćă£ űěŕőůłş ŋěřăćěŋśšć ĺ ŕřĺňěŋ££ śńěďśšćĺě 4.15, ŕőńşůăěň

P (‖g_n − ^g_n‖ > "=2) 6 m∑ i=1 P ( sup t∈[(i−1)/m,i/m] |g_n(t) − g_n((i − 1)=m)| > "=4) 6

6 q^{m∑}_{i=1} P ( sup_{t∈[(i−1)/m,i/m]} |w(t) − w((i − 1)=m)| > ("=4)^√m=q^√2Log Logn}) 6

6 qmc2 exp{−Log Logn}"^2m=(16q)} 6 c3 exp{−rLog Logn}; (4.66)

čďě w { őďŋőňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ĺ ćżąřăŋő m > 16qr"^{−2}, ă šăłęě şůšěŋő, ůšő {y ∈ R^q : |y| > "} ⊂ {y ∈ R^q : max_16_i6_q |y_i| > "= √q }: (4.67)

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő c > 1, őąőğŋăůĺć n_k = [c^k], čďě [·] { űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă, ĺňěěň ć śĺńş (4.62) { (4.66) ∑ k P (g_{nk} =∈ K^ε) 6 c_4 ∑ k exp{−rLog Logn_k} < ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ńěňňě Ąőřěń£ { Łăŋšěńńĺ gn_k ∈ K^ε ďń£ ŕ.ć. ! ĺ k > N("; c; !).

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ gn ŕřĺ n ∈ [nk; nk+1]. Şůĺšżćă£ (4.67), ĺňěěň

P ( max

n_k 6n6n_{k+1}

‖g_n − g_{nk} ‖ > ") 6

6 qP ( max n_k6n6n_{k+1} ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ w(n·) √ 2nLog Logn − w (n_k·) √ 2n_kLog Logn_k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ > "= √q ) 6 6 qP ( max n_k6n6n_{k+1} ‖w(n·) − w(n_k·)‖ √ 2nLog Logn

> "=(2 √ q) ) + qP ( max n_k6n6n_{k+1} | |(2nLog Logn)_{−1/2} − (2n_kLog Logn_k)_{−1/2} | |‖w(n_k·)‖ > "=(2√q) ) 6 6 qP^( sup s,t∈[0,n_{k+1}],|s−t|6n_{k+1}−n_k |w(s) − w(t)| > " 2√q √ 2n_kLog Logn_k ) +

+qP ( sup t∈[0,n_k] |w(t)| > " 2√q ((2n_kLog Logn_k)^{−1/2} − (2n_{k+1}Log Logn_{k+1})^{−1/2}) ) =: q(p_3 + p_4):

(4.68)

Šěŕěřĳ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őűěŋłă, łőšőřş¿ ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ĺğ śńěďśšćĺ£ 4.15.

Şŕř. 4.16. Ďń£ ćśěţ y ¿ 0, 0 6 a < b < ∞ ĺ ‹ 6 b − a P ( sup s,t∈[a,b],|s−t|6δ |w(s) − w(t)| > y √ ‹ ) 6^{c0(b − a)}_{‹y} e^{−y2/16}:

Ĺğ (4.68) ĺ şŕřăęŋěŋĺ£ 4.16 ŕőńşůăěň, ćżąřăć c ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺň ł 1, ůšő ŕřĺ ŋěłőšőřőň ‚ = ‚(c) > 1 ĺ ćśěţ k ∈ N

p_i 6 c_5 exp{−‚Log Logn_k}; i = 3; 4:

Śŋőćă ŕřĺňěŋ££ ńěňňş Ąőřěń£ { Łăŋšěńńĺ, ćĺďĺň, ůšő g_n ∈ K^{2ε} ďń£ ŕ.ć. ! ĺ ćśěţ

n ¿ N("; !). Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő " > 0 ąřăńőśĳ ŕřőĺğćőńĳŋżň. Ĺšăł, (4.60)

şśšăŋőćńěŋő.

Ďőłăęěň (4.61).

Şŕř. 4.17. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (4.61) ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ x ∈ K šăłőľ, ůšő

∫_1 0 | | | | dx dt | | | | 2 dt = a^2 < 1; (4.69)

ąşďěš śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě P (g_n ∈ {x}^ε ą.ů.) = 1.

Ğăňěšĺň, ůšő

{g_n ∈ {x}^ε} = {‖g_n − x‖ < "} ⊃ { max_16_i6_m |g_n(i=m) − x(i=m)|+

+ sup s,t∈[0,1],|s−t|61/m |x(t) − x(s)| + max_16_i6_m sup_{s∈[(i−1)/m,i/m]} |g_n(s) − g_n(i=m)| < "}:

Ŕśłőńĳłş ďń£ ćżąřăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ x (śň. (4.69)) sup s,t∈[0,1],|s−t|61/m |x(t) − x(s)| 6 a= √ m; šő ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ŕřőĺğőľďěš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő śőąż- šĺľ B_n = { max_16_i6_m |g_n(i=m) − g_n((i − 1)=m) − (x(i=m) − x((i − 1)=m))| < "=(8m)}:

Ňż şůńĺ šăłęě, ůšő g_n ∈ K^{ε′} ŕřĺ ń¿ąőň "^′ > 0 ďń£ ŕ.ć. ! (šăłĺě ! ňż ĺ řăśśňăšřĺćăěň) ĺ n ¿ N("^′; !), ŕő¡šőňş

|g_n(t) − g_n(s)| 6 √ |t − s| + 2"^′; s; t ∈ [0; 1]: (4.70)

Ąőńěě šőčő, ŕőłăęěň, ůšő ŕ.ŋ. ŕřőĺğőľďěš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő śőążšĺľ B_n ś ĺŋďěłśăňĺ n ćĺďă m^l (l ∈ N). Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ĺ šő, ůšő ć őŕřěďěńěŋĺĺ Bn ćěńĺůĺŋă i ¿ 2, őąěśŕěůĺćă¿š ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śőążšĺľ B_ml , l ∈ N. Şůĺšżćă£ (4.70), ĺ őąőğŋăůĺć fi = "=(8m^√q), ĺňěěň,

P (B_n) ¿ P ( max 26i6m max16j6q |g^{(j)n} (i=m)−g^{(j)n} ((i−1)=m)−(x^{(j)}(i=m)−x^{(j)}((i−1)=m))| < fi ) ¿ ¿^{m∏}_{i=1}^{q∏}_{j=1} P (^√2mLog Logn|x^{(j)}(i=m) − x^{(j)}((i − 1)=m)| <

< w(1) < √ 2mLog Logn(|x^{(j)}(i=m) − x^{(j)}((i − 1)=m)| + "=fi):

Ćőśŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źĺň řěğşńĳšăšőň.

Şŕř. 4.18. Ďń£ 0 6 u < v < ∞ śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő 1 √ 2ı ∫_v u e^{−s2/2}ds ¿ 1 v √ 2ı e^{−u2/2}(1 − e^{−(u2−v2)/2}):

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő

lim_{m→∞} m q∑ j=1 m∑ i=1 (x^{(j)}(i=m) − x^{(j)}((i − 1)=m))^2 =

∫_1 0 | | | | dx dt | | | | 2 dt (őůěćĺďŋő, ňŋőęěśšćő šăłĺţ x ŕńőšŋő ć K), ŕőńşůĺň, ůšő P (B_n) ¿ exp{−Log Logn} (4.71) ŕřĺ ∈ (a; 1), = (x(·); m) ĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ l.

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ∑ l P (B_ml ) = ∞ ć śĺńş (4.71) ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ćšőřőľ ńěňňőľ Ąőřěń£ { Łăŋšěńńĺ: ěśńĺ śőążšĺ£ A1; A2; : : : ŋěğăćĺśĺňż ĺ^{∞∑}_{n=1} P (An) = ∞,

šő P (A_n ą.ů.) = 1. 2

Ěźě őďŋő őąőąźěŋĺě ğăłőŋă ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ łřĺšěřĺľ Łőńňőčőřőćă { Ŕěšřőćśłőčő (śň. [?]), ůăśšő čőćőř£š šăłęě łřĺšěřĺľ Łőńňőčőřőćă { Ŕěšřőćśłőčő { İřďěÿă { Ťěńńěřă.

Šěőřěňă Ď4.19. Ŕşśšĳ ffi(t); t > 0 { ŋěşążćă¿źă£ ťşŋłűĺ£ šăłă£, ůšő ffi(t) → ∞

ŕřĺ t → ∞. Šőčďă

P (w(t) > √ tffi(t) ą.ů.) = { 0; ěśńĺ I(ffi) < ∞; 1; ěśńĺ I(ffi) = ∞; čďě I(ffi) = ∫_∞ 1 ffi(t) t exp{−ffi(t)^2=2}dt:

Ğăňěšĺň, ůšő ¡šă šěőřěňă ďăěš ąőńěě šőŋłĺľ řěğşńĳšăš, ůěň šěőřěňă 4.16, ŕőśłőńĳłş ćżůĺśńěŋĺě I(ffi) ŕőłăğżćăěš, ůšő ťşŋłűĺĺ (t) = (1 + ") √ 2tLog Logt, čďě " > 0 ĺńĺ " < 0, £ćń£¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ćěřţŋĺňĺ ĺńĺ ŋĺęŋĺňĺ ( { ćěřţŋ££ ťşŋłűĺ£, ěśńĺ P (w(t) > (t) ą.ů.) = 0, ĺ ŋĺęŋ££ { ěśńĺ P (w(t) > (t) ą.ů.) = 1, śŋőćă ĺňěěšś£ ć ćĺďş řăśśňőšřěŋĺě ćśěćőğňőęŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ t_n → ∞ ĺ w(t_n)). Šěőřěňă Ď4.19 ŕőğćőń£ěš ćğ£šĳ " = 0, š.ě. řăśśňőšřěšĳ ťşŋłűĺ¿ (t) = √ 2tLog Logt, łőšőřă£, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ (ŕřőćěřĳšě ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£) £ćń£ěšś£ ŋĺęŋěľ.

Ć ść£ğĺ ś šěőřěňőľ Ď4.19 ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś: łăłőćő ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ąőńěě őąźěčő, ŋěęěńĺ (4.59), śěňěľśšćă

f_n(t) = W (nt) √ nffi(n)

; t ∈ [0; 1]; n ∈ N;

čďě ffi { šă ęě ťşŋłűĺ£, ůšő ĺ ć šěőřěňě Ď4.19.

Šěőřěňă Ď4.20 ([?]). C({fn}) = KR ŕ.ŋ., čďě KR; R = R(ffi), śőśšőĺš ĺğ ăąśő-

ń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ x šăłĺţ, ůšő ∫_1 0 |dx=dt|^2ds 6 R^2;

(ěśńĺ R = 0, šő K_R = {0}, š.ě. śőśšőĺš ĺğ ćěłšőř-ťşŋłűĺĺ, řăćŋőľ ŋşń¿, ă ěśńĺ R = ∞, šő K_R = (C[0; 1])^d). Ŕřĺ ¡šőň R^2(ffi) = inf{r > 0 : I(ffi; r) < ∞}; čďě I(ffi; r) = ∫_∞ 1 ffi(t) t exp{−rffi(t)^2=2}dt:

Şŕř. 4.21. [śň. [?]] Ďőłăęĺšě, ůšő

R(ffi)^{−1} = lim inf_{t→∞} ffi(t) 2Log Logt (ğďěśĳ 0^{−1} = ∞ ĺ ∞^{−1} = 0).

Ĺňěěšś£ ňŋőčő řăğńĺůŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ, ć łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺńő řăğćĺšĺě ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ğăłőŋă ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă (ŤĞŔŃ). Ŋăŕřĺňěř, ŋăůĺŋă£ ś řăąőšż [?], ćěńĺśĳ ĺśśńěďőćăŋĺ£ ŕő őűěŋłě śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ć ŤĞŔŃ, śň. [?] ĺ šăň ęě śśżńłĺ. Ő ść£ğĺ ŤĞŔŃ ś šěőřĺěľ ąőńĳÿĺţ şłńőŋěŋĺľ, ő řăśśňőšřěŋĺĺ šőŕőńőčĺľ, őšńĺůŋżţ őš řăćŋőňěřŋőľ śň. [?].

Şŕř. 4.22. Ŕőńőęĺň fia = inf{t > 0 : w(t) = a}, čďě a ∈ R. Ďőłăęĺšě, ůšő fi_a^D= a^2fi_1.

Şŕř. 4.23. Ŕşśšĳ U { ¡šő ŋăĺąőńĳÿĺľ ŋşńĳ ŕřőűěśśă w ŋă őšřěğłě (0; t). Ďőłăęĺšě, ůšő P (U 6 x) = 2 ı arcsin √ x t ; x ¿ 0:

Ńěłűĺ£ 5. Ňăřšĺŋčăńż

Ňăřšĺŋčăńż, śşąňăřšĺŋčăńż, śşŕěřňăřšĺŋčăńż. Ŕřĺňěřż. Řăğńőęěŋĺě Ďşąă. Łőňŕěŋśăšőřż. Ďĺśłřěšŋżľ ćăřĺăŋš ťőřňşńż Šăŋăłă. Ŕőŕőńŋěŋĺě ťĺńĳšřăűĺĺ. Łćăďřăšĺůěśłă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă. Łćăďřăšĺůěśłă£ ćăřĺăűĺ£. Šěőřěňă Ďşąă ő śćőąőďŋőň ćżąőřě. Ňăłśĺňăńĳŋőě ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě ŋěřăćěŋśšćő Ďşąă ďń£ śşąňăřšĺŋčăńőć. Ńěňňă ő ůĺśńě ŕěřěśěůěŋĺľ ŕőńőśż. Šěőřěňă ő śţőďĺňőśšĺ śşąňăřšĺŋčăńőć. Ćěšć£źĺľś£ ŕřőűěśś Čăńĳšőŋă { Ćăšśőŋă. Śţőďĺňőśšĳ ňăřšĺŋčăńőć ć L^1(˙, F, P ). Šěőřěňă Ńěćĺ. Śńěďśšćĺ£ ďń£ śşąňăřšĺŋčăńőć ĺ ňăřšĺŋčăńőć ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň.

Űěńĳ ďăŋŋőľ ńěłűĺĺ { ďăšĳ ŋăůăńĳŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őą őůěŋĳ őąÿĺřŋőľ ĺ čńşąőłőľ šěőřĺĺ ňăřšĺŋčăńőć, ĺňě¿źěľ řăğŋőőąřăğŋżě ŕřĺńőęěŋĺ£.

Ŕşśšĳ ğăďăŋő ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; P ) ĺ ŋěłőšőřă£ ťĺńĳšřăűĺ£ {F_t; t ∈ T ⊂ R}, š.ě. ŋěşążćă¿źěě śěňěľśšćő ff-ăńčěąř F_t ⊂ F, t ∈ T (F_s ⊂ F_t ŕřĺ s 6 t, s; t ∈ T ). Čőćőř£š, ůšő (X_t; F_t)_{t∈T} , čďě X_t : ˙ → R, ěśšĳ ňăřšĺŋčăń, ěśńĺ ďń£ ćśěţ s; t ∈ T , s 6 t ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£

1) X_t ∈ F_t|B(R), ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś {X_t; t ∈ T } śőčńăśőćăŋ ś śěňěľśšćőň {F_t; t ∈ T },

2) E|Xt| < ∞, 3) E(Xt|Fs) = Xs ŕ.ŋ.

Ěśńĺ ćňěśšő 3) šřěąşěšś£, ůšőąż E(X_t|F_s) ¿ X_s ŕ.ŋ., šő (X_t; F_t)_{t∈T} ŋăğżćăěšś£ śşąňăřšĺŋčăńőň. Ğăňěŋă 3) ŋă şśńőćĺě E(X_t|F_s) 6 X_s ŕ.ŋ. ŕřĺćőďĺš ł őŕřěďěńěŋĺ¿ śşŕěřňăřšĺŋčăńă. Őůěćĺďŋő, (X_t; F_t)_{t∈T} £ćń£ěšś£ śşŕěřňăřšĺŋčăńőň šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă (−Xt; Ft)t∈T { śşąňăřšĺŋčăń (ŕő¡šőňş ďăńěě ňż řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő ňăřšĺŋčăńż ĺ śşąňăřšĺŋčăńż). Ňăřšĺŋčăń, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő śşąňăřšĺŋčăńőň ĺ śşŕěřňăřšĺŋčăńőň.

Ğăňěšĺň, ůšő şśńőćĺě 3) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕřĺ ćśěţ s; t ∈ T , s 6 t ĺ ń¿ąőň A ∈ F_s ćěřŋő řăćěŋśšćő ∫ A X_sdP = ∫ A X_tdP: (5.1)

Śćőľśšćő śşąňăřšĺŋčăńĳŋőśšĺ ŕěřěťőřňşńĺřşěšś£ ăŋăńőčĺůŋő (5.1) ś ğăňěŋőľ ğŋăłă řăćěŋśšćă ŋă ğŋăł "6".

Ěśńĺ (X_t; F_t)_{t∈T} { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń) ĺ ĺňěěšś£ ťĺńĳšřăűĺ£ (G_t)_{t∈T} šăłă£, ůšő G_t ⊂ F_t, X_t ∈ G_t|B(R) ŕřĺ t ∈ T , šő (X_t; G_t) { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń). İšő ćżšěłăěš ĺğ "šěńěśłőŕĺůěśłőčő" śćőľśšćă şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£: ďń£ ff-ăńčěąř A_1 ⊂ A_2 ⊂ F ĺ ĺŋšěčřĺřşěňőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż

E(E(|A1)|A2) = E(E(|A2)|A1) = E(|A1) ŕ.ŋ. (5.2)

Ć ůăśšŋőśšĺ, ć łăůěśšćě (G_t)_{t∈T} ćśěčďă ňőęŋő ćğ£šĳ ěśšěśšćěŋŋş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿ F^X_t = ff{X_s; s 6 t; s ∈ T }, t ∈ T . "Ňěŋĳÿě" ćğ£šĳ ŋěńĳğ£, š.ł. F^X_t ⊂ G_t ďń£ t ∈ T ć śĺńş śćőľśšćă 1). Ć śńşůă£ţ, łőčďă £śŋő, ő łăłőľ ťĺńĳšřăűĺĺ ĺďěš řěůĳ, ŕĺÿşš ŕřőśšő, ůšő (X_t; t ∈ T ) { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń). Šăł őążůŋő ďěńă¿š, łőčďă ąěřěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£. Ůăśšő ĺśŕőńĳğşěňş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿ şłăğżćă¿š ŕřĺ ğăŕĺśĺ ćěřő£šŋőśšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, š.ě. ŕĺÿşš (˙; F; F_t; P ) ĺ čőćőř£š ő ťĺńĳšřőćăŋŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺńĺ ő śšőţăśšĺůěśłőň ąăğĺśě. Łřőňě šőčő, ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě řăśśňăšřĺćă¿šś£ řăğŋżě ňěřż P ĺğ ŋěłőšőřőčő śěňěľśšćă P. Šőčďă ĺśŕőńĳğş¿š ŕőŋ£šĺě ťĺńĳšřőćăŋŋőčő śšőţăśšĺůěśłőčő ¡łśŕěřĺňěŋšă (˙; F; F_t; P). Ěśńĺ őŕěřĺřş¿š ś ŋěśłőńĳłĺňĺ ňěřăňĺ, šő £ćŋő şłăğżćă¿š, ůšő (X_t; F_t; P ) { ňăřšĺŋčăń, ĺ ŕĺÿşš, ůšő śćőľśšćő 3) ćżŕőńŋ£ěšś£ P -ŕ.ŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě ňăřšĺŋčăńă řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ĺ ŋă śńşůăľŋżě ćěłšőřż śő ğŋăůěŋĺ- £ňĺ ć R^m, ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż şśńőćĺ£ 1),2),3) ćżŕőńŋ£ńĺśĳ ďń£ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż.

Ďń£ T = Z_+ ć şśńőćĺĺ 3) ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ (ŕő£śŋĺšě) ńĺÿĳ t = s + 1. Ĺŋăůě čőćőř£, ďőśšăšőůŋő (ĺ ŋěőąţőďĺňő), ůšőąż

E(´Xn|Fn−1) = 0 ŕ.ŋ., čďě ´Xn = Xn − Xn−1; n ∈ N: (5.3)

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (_n; F_n)_{n∈}Z_+, čďě _n { ĺŋšěčřĺřşěňż ĺ śőčńăśőćăŋż ś ŕőšőłőň ff-ăńčěąř F_n (n ∈ Z_+), ŋăğżćă¿š ňăřšĺŋčăń-řăğŋőśšĳ¿, ěśńĺ E(_n|F_{n−1}) = 0 ŕ.ŋ.,

n ∈ N. Šăłĺň őąřăğőň, (5.3) ŕőłăğżćăěš, ůšő (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă (´X_n; F_n)_{n∈Z+} { ňăřšĺŋčăń-řăğŋőśšĳ (´X_0 := 0).

Ŕřĺćěďěň ř£ď ŕřĺňěřőć.

1. Ŕşśšĳ {X_t; t ∈ T ⊂ R} { ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ďń£ łőšőřőčő

EXt = c ŕřĺ t ∈ T (c = const). Šőčďă (Xt)t∈T { ňăřšĺŋčăń. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ s 6 t,

s; t ∈ T ĺ ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_{t∈T} ĺňěěň

E(Xt|Fs) = E(Xt − Xs + Xs|Fs) = E(Xt − Xs) + Xs ŕ.ŋ. (5.4)

Ňż şůńĺ, ůšő X_t − X_s { ŋě ğăćĺśĺš őš F_s (śň. ńěňňş 4.2) ĺ E(|A) = E, ěśńĺ ŋě ğăćĺśĺš őš A ĺ E śşźěśšćşěš. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň. Ŕřőűěśś {Nt − ENt; t ∈ R+}, čďě {Nt; t ¿ 0} { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś, šăłęě £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő (5.4) ŕőłăğżćăěš, ůšő ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋě šőńĳłő ěśšěśšćěŋŋş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿. Ćăęŋő, ůšő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ŕřĺ łăęďőň t ŕřőűěśś X_t śőčńăśőćăŋ ś F_t ĺ X_t − X_s ŋě ğăćĺśĺš őš F_s. Ć ůăśšŋőśšĺ, S_n = _1 + : : : + _n, n ∈ N, őąřăğş¿š ňăřšĺŋčăń, ěśńĺ _1; _2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż ĺ E_n = 0, n ∈ N. Ğăňěšĺň, ůšő F_n = ff{S_1; : : : ; S_n} = ff{_1; : : : ; _n},

n ∈ N._{2. Ŕşśšĳ “n, n ∈} N { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż ĺ E“n = 1 ŕřĺ ćśěţ n. Ŕőńőęĺň

X_n = ∏_n k=1 “_k, F_n = ff{“_1; : : : ; “_n}, n ∈ N. Šőčďă (X_n; F_n)_{n∈}N { ňăřšĺŋčăń (őąž£śŋĺšě).

3. Ŕşśšĳ ŋă (˙; F) ğăďăŋż ňěřż Q; P , ťĺńĳšřăűĺ£ (F_t)_{t∈T} ĺ ŕşśšĳ Q^{loc}≪ P , š.ě. Q_t := Q|_{Ft} ≪ P_t := P |_{Ft} , t ∈ T . Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śşęěŋĺě ňěřż Q ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋő őšŋőśĺšěńĳŋő śşęěŋĺ£ ňěřż P ŋă F_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ T . Ŕşśšĳ ňěřż ĺ — ğăďăŋż ŋă ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; A). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ≪ — (ňěřă ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż —), ěśńĺ —(A) = 0 ćńěůěš (A) = 0. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő śşźěśšćşěš A|B(R)-ĺğňěřĺňă£ ĺ ĺŋšěčřĺřşěňă£ ŕő ňěřě — ťşŋłűĺ£ g (g ¿ 0 —-ŕ.ŋ.), ŋăğżćăěňă£ ŕńőšŋőśšĳ¿ ňěřż ŕő ňěřě —, ĺ őąőğŋăůăěňă£ d=d—, šăłă£, ůšő (B) = ∫ B gd— ŕřĺ ćśěţ B ∈ A. Ĺšăł, ŕőńőęĺň g_t = dQ_t=dP_t. Šőčďă (g_t; F_t)_{t∈T} { ňăřšĺŋčăń. Ďń£ s 6 t, s; t ∈ T , B ∈ F_s (ă ğŋăůĺš B ∈ F_t), şůĺšżćă£ őŕřěďěńěŋĺě ŕńőšŋőśšĺ, ŕőńşůăěň ∫ B g_sdP_s = Q_s(B) = Q(B) = Q_t(B) = ∫ B g_tdP_t:

Őśšăěšś£ śőśńăšĳś£ ŋă (5.1). Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ Q ≪ P , šő Q^{loc}≪ P .

4. Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źş¿ ňőďěńĳ ăğăřšŋőľ ĺčřż. Ŕşśšĳ ("_n)_{n∈}N { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ 1 ĺ -1 (ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ğăďăŋż ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P )). Śůĺšăěň, ůšő "_n = 1 őğŋăůăěš ćżĺčřżÿ ć n-őľ ŕăřšĺĺ, ĺ "_n = −1 ŕřĺ ŕřőĺčřżÿě. Ŕşśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă V_n { ¡šő śšăćłă ĺčřőłă ć n-őľ ŕăřšĺĺ, łőšőřş¿ ŕřĺ n ¿ 2 ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ ğăćĺśĺňőľ (ĺğňěřĺňżň őąřăğőň) őš "_1; : : : ; "_{n−1} ĺ V_1; : : : ; V_{n−1}. Šăłęě ěśšěśšćěŋŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ŋăůăńĳŋă£ śšăćłă V_1 ŋě ğăćĺśĺš őš {"_n}_{n∈}N. Ŕőńőęĺň F_0 = ff{V_1}, F_n = ff{V_1; "_1; : : : ; "_n},

n ∈ N. Ĺšăł, ąşďěň śůĺšăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ V = (Vn)n∈N ŕřěďśłăğşěňőľ, š.ě.

V_n ∈ F_{n−1}|B(R), n ∈ N (ŕĺÿşš (V_n; F_{n−1})_{n∈}N). Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ V_0 ≡ const, šő F_0 = {∅; ˙} ĺ F_n = ff{"_1; : : : ; "_n}, n ∈ N. Śşňňăřŋżľ ćżĺčřżÿ (ŕřőĺčřżÿ, ěśńĺ őŋ őšřĺűăšěńěŋ) ĺčřőłă ğă n ŕăřšĺľ śőśšăćń£ěš

X_n = X_{n−1} + V_n"_n = n∑ k=1 V_k´Y_k; n ∈ N (X_0 = 0); (5.5)

ğďěśĳ ´Y_k = Y_k − Y_{k−1}, čďě Y_0 = 0, Y_k = "_1 + : : : + "_k, k ∈ N. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (X_n)_{n∈}Z_+ ŋăğżćă¿š ďĺśłřěšŋżň śšőţăśšĺůěśłĺň ĺŋšěčřăńőň V ŕő Y ĺ őąőğŋăůă¿š (V · Y ). Śůĺšă£, ůšő EV_k < ∞, k ∈ N (ćśě V_k ¿ 0 ŕő śňżśńş ğăďăůĺ), ŕőńşůăěň ĺğ (5.5)

E(´Xn|Fn−1) = VnE"n ŕ.ŋ. ŕřĺ n ∈ N;

ŕőśłőńĳłş V_n { ŕřěďśłăğşěňżľ ŕřőűěśś ĺ "_n ŋě ğăćĺśĺš őš F_{n−1} ďń£ n ∈ N. Šăłĺň őąřăğőň, (X_n; F_n)_{n∈}N { ňăřšĺŋčăń, ěśńĺ E"_n = 0, š.ě. P ("_n = 1) = P ("_n = −1) = 1=2 ďń£ n ∈ N, ĺ (X_n; F_n)_{n∈}N { śşąňăřšĺŋčăń, ěśńĺ P ("_n = 1) ¿ 1=2 ŕřĺ n ∈ N (śşŕěřňăřšĺŋčăń ć śńşůăě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋěřăćěŋśšć). Śőőšćěšśšćěŋŋő čőćőř£š ő śŕřăćěďńĺćőľ, ąńăčőŕřĺ£šŋőľ (ŋěąńăčőŕřĺ£šŋőľ) ĺčřě.

Řăśśňőšřĺň śŕěűĺăńĳŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ĺčřż, łőčďă V_1 = 1 ĺ

V_n = 2^{n−1}1{"_1 = −1; : : : ; "_{n−1} = −1}; n ¿ 2:

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕőśńě łăęďőčő ŕřőĺčřżÿă śšăćłă şďćăĺćăěšś£ (ŋăůăńĳŋă£ śšăćłă řăćŋă ěďĺŋĺűě) ĺ ŕřĺ ŕěřćőň ćżĺčřżÿě ĺčřă ŕřěłřăźăěšś£. Ććěďěň ňőňěŋš fi ŕřěłřăźěŋĺ£ ĺčřż, fi : ˙ → {0; 1; : : : ; ∞}. Ŕőłăęěň, ůšő fi { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő śěňěľśšćă ff-ăńčěąř (F_n)_{n∈}Z_+. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

{fi = 0} = ∅ ∈ F_0; {fi = n} = {"_1 = −1; : : : ; "_{n−1} = −1; "_n = 1} ∈ F_n; n ∈ N:

Ěśńĺ ĺčřă śŕřăćěďńĺćă, šő P (fi = n) = 2^{−n}, n ∈ N, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, P (fi < ∞) = 1. Ŕřĺ ¡šőň X_τ = 1, š.ł. ŋă ňŋőęěśšćě {fi = n}, n ∈ N ĺňěěň

X_τ = X_n = − n−1∑ k=1 2^{k−1} + 2^{n−1} = 1:

Ĺšăł, P (X_τ = 1) = 1 ĺ EX_τ = 1, ţőš£ ğăňěšĺň, ůšő EX_n = 0 ďń£ n ∈ N ŕřĺ śŕřăćěďńĺćőľ ĺčřě.

Řăğşňěěšś£, ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďăŋŋă£ śšřăšěčĺ£ (ŋăğżćăěňă£ ňăřšĺŋčăńőň, ůšő ŕőśńşęĺńő őśŋőćăŋĺěň ďń£ ňăšěňăšĺůěśłőčő šěřňĺŋă) £ćń£ěšś£ ŋěřěăńĺğşěňőľ. Ŋěőąţőďĺňő ĺňěšĳ ŋěőčřăŋĺůěŋŋżľ łăŕĺšăń, ĺ ĺčřă ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ŋěčřăŋĺůěŋŋő ďőńčő. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ŕřőűěśś (5.5) ďăěš ŕřőśšőľ ŕřĺňěř ňăřšĺŋčăńă, łőšőřżľ ŋě őą£ğăŋ ĺňěšĳ ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£.

5. Ŕşśšĳ (F_t)_{t∈T} { ŋěłőšőřă£ ťĺńĳšřăűĺ£ ĺ { ĺŋšěčřĺřşěňă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă. Ŕőńőęĺň X_t = E(|F_t), t ∈ T . Šőčďă (5.2) ŕőłăğżćăěš, ůšő (X_t; F_t)_{t∈T} { ňăřšĺŋčăń. İšőš ŕřőűěśś ŋăğżćă¿š ňăřšĺŋčăńőň Ńěćĺ.

Ÿĺřőłş¿ ćőğňőęŋőśšĳ śšřőĺšĳ ŕřĺňěřż śşąňăřšĺŋčăńőć ŕřěďőśšăćń£ěš

Ńěňňă 5.1. Ŕşśšĳ (Xt; Ft)t∈T { ňăřšĺŋčăń. Ŕşśšĳ h : R → R { ćżŕşłńă£ ťşŋł-

űĺ£, ĺ ćěńĺůĺŋă Y_t = h(X_t) ĺŋšěčřĺřşěňă ŕřĺ łăęďőň t ∈ T . Šőčďă (Y_t; F_t)_{t∈T} { śşąňăřšĺŋčăń. Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ h ŋě şążćăěš, šő şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śőţřăŋĺšś£ ĺ ć śńşůăě, łőčďă (X_t; F_t)_{t∈T} { śşąňăřšĺŋčăń.

2 Şśńőćŋőě ŋěřăćěŋśšćő Ľěŋśěŋă (śň. [?, ś. 250]) ďăěš, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă

ŕřĺ s 6 t (s; t ∈ T )

h(X_s) = h(E(X_t|F_s)) 6 E(h(X_t)|F_s): (5.6)

Ěśńĺ (X_t; F_t)_{t∈T} { śşąňăřšĺŋčăń ĺ h ŋě şążćăěš, šő řăćěŋśšćő ć (5.6) ğăňěŋ£ěšś£ ŋă ŋěřăćěŋśšćő h(X_s) 6 h(E(X_t|F_s)) ŕ.ŋ. 2

Śšřşłšşřş śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ćż£ćń£ěš śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš, ŋăğżćăěňżľ řăğńőęěŋĺěň Ďşąă.

Šěőřěňă 5.2 (Ďşą). Ŕşśšĳ ŋă (˙; F; P ) ğăďăŋ ĺŋšěčřĺřşěňżľ (ŕřĺ łăęďőň n)

śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś (X_n)_{n∈}Z_+, śőčńăśőćăŋŋżľ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_n)_{n∈}Z_+. Šőčďă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě (ŕ.ŋ.) řăğńőęěŋĺě ćĺďă X = M + A, š.ě. X_n = M_n + A_n ďń£ n ∈ Z_+, čďě (M_n; F_n)_{n∈}Z_+ { ňăřšĺŋčăń, (A_n; F_{n−1})_{n∈}Z_+ { ŕřěďśłăğşěňżľ ŕřőűěśś ś A_0 ≡ 0 ĺ F_{−1} = {∅; ˙}. Ć ůăśšŋőśšĺ, (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ £ćń£ěšś£ śşąňăřšĺŋčăńőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřőűěśś A ŋě şążćăěš, š.ě. ´A_n ¿ 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n ∈ N.

2 Ěśńĺ ĺňěěš ňěśšő şłăğăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě X, šő ´An = E(´Xn|Fn−1) ŕřĺ

ćśěţ n ∈ N ć śĺńş (5.3), ĺ šőčďă (A_0 = 0)

A_n = n∑ k=1 E(´Xk|Fk−1); n ∈ N; (5.7)

ůšő ďőłăğżćăěš ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő X, şďőćńěšćőř£¿źěčő şśńőćĺ£ň ńěňňż őŕřěďěńĺň ŕřěďśłăğşěňżľ ŕřőűěśś A ťőřňşńőľ (5.7) ĺ ŕőńőęĺň A_0 = 0. Šőčďă M = X −A ěśšĳ ňăřšĺŋčăń, ŕőśłőńĳłş şśńőćĺ£ 1),2), őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋěŋż ĺ

E(´Mn|Fn−1) = E(´Xn|Fn−1) − ´An = 0 ŕ.ŋ., n ∈ N: (5.8)

Şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż, őšŋőś£źěěś£ ł śşąňăřšĺŋčăńăň, śřăğş śńěďşěš ĺğ ťőřňşń (5.7) ĺ (5.8). 2

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř, ŕőłăğżćă¿źĺľ ŕőńěğŋőśšĳ šěőřěňż 5.2 ďăęě ć ŕřőśšőľ śĺšşăűĺĺ. Ŕşśšĳ S_0 = 0, S_n = "_1 + : : : + "_n, čďě "_1; "_2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě ąěřŋşńńĺěćśłĺě ćěńĺůĺŋż šăłĺě, ůšő P ("_n = 1) = P ("_n = −1) = 1=2, n ∈ N. Řăśśňőšřĺň řăğńőęěŋĺě Ďşąă ďń£ śşąňăřšĺŋčăńă (ć śĺńş ńěňňż 5.1) X_n = |S_n|, (F_0 = {∅; ˙}, F_n = ff{"_1; : : : ; "_n}, n ∈ N), n ∈ Z_+. Ĺňěěň ´X_n = |S_n| − |S_{n−1}|, n ∈ N. Šőčďă

´M_n = ´X_n − ´A_n = ´X_n − E(´X_n|F_{n−1}) = |S_n| − E(|S_n||F_{n−1}); n ∈ N: (5.9)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

|S_n| = |S_{n−1} + "_n| = (S_{n−1} + "_n)1{S_{n−1} > 0} + 1{S_{n−1} = 0} − (S_{n−1} + "_n)1{S_{n−1} < 0}: (5.10)

Ŕő¡šőňş E(|Sn−1 + "n||Fn−1) = E((Sn−1 + "n)1{Sn−1 > 0}|Fn−1)+ +E(1{Sn−1 = 0}|Fn−1) − E((Sn−1 + "n)1{Sn−1 < 0}|Fn−1) =

= S_{n−1}1{S_{n−1} > 0} + 1{S_{n−1} = 0} − S_{n−1}1{S_{n−1} < 0}; n ∈ N: (5.11)

Ňż şůńĺ, ůšő E("_n|F_{n−1}) = E"_n = 0. Ĺğ (5.9) { (5.11) śńěďşěš, ůšő

M_n = n∑ k=1 (sgnS_{k−1})´S_k; čďě sgnx =

1; x > 0; 0; x = 0;

−1; x < 0:

Śőčńăśŋő (5.7), ĺňěěň

A_n = n∑ k=1 E(´Xk|Fk−1) =^{n∑}_{k=1}(E(|Sk−1 + "k||Fk−1) − |Sk−1|): Ĺğ (5.11) ćĺďŋő, ůšő E(´X_k|F_{k−1}) = 1_{{Sk−1=0}} ďń£ k ∈ N, ŕő¡šőňş A_n = L_n(0), čďě

L_n(0) = #{k; 1 6 k 6 n : S_{k−1} = 0};

š.ě. L_n(0) { ¡šő ůĺśńő ŋşńěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {S_k}_06_k6_{n−1}. Šăłĺň őąřăğőň,

|S_n| = n∑ k=1 (sgnS_{k−1})´S_k + L_n(0); (5.12)

ůšő ěśšĳ ďĺśłřěšŋżľ ăŋăńőč ĺğćěśšŋőľ ťőřňşńż Šăŋăłă ďń£ ňőďşń£ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Ĺğ (5.12) ćżšěłăěš, ůšő

ELn(0) = E|Sn|: (5.13)

Ŕőńĳğş£śĳ ŕřőśšżňĺ řěğşńĳšăšăňĺ ő śţőďĺňőśšĺ řăśŕřěďěńěŋĺľ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŕřĺţőďĺň ł ťőřňşńě

ELn(0) ∼ √ 2 ı n ŕřĺ n → ∞: (5.14)

Šěőřĺĺ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ (ŋě šőńĳłő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ) ŕőść£źěŋă śńěďş¿źă£ ńěłűĺ£ ĺ ďőŕőńŋěŋĺě ł ŋěľ, ŕő¡šőňş ďőłăğăšěńĳśšćő (5.14) őšŋěśěŋő ć şŕřăęŋěŋĺě 6.7.

Ğăňěůăŋĺě 5.3. Ć šěőřěňě 5.2 ňż šřěąőćăńĺ, ůšőąż A0 ≡ 0 ćňěśšő A0 = 0 ŕ.ŋ. (ţőš£ őążůŋő ćśě řăćěŋśšćă ĺ ŋěřăćěŋśšćă śő śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ ŕőŋĺňă¿šś£ ćżŕőńŋěŋżňĺ ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě). Ďěńő ć šőň, ůšő ŕőśńěďŋ££ ğăŕĺśĳ ŋě čăřăŋšĺřőćăńă ąż, ůšő A_1 = E(´X_1|F_0) + A_0 £ćń£ěšś£ F_0|B(R) { ĺğňěřĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ůšőąż ĺğąěęăšĳ ŕőďőąŋżţ ŋěŕřĺ£šŋőśšěľ, ćśěčďă ŕőńăčă¿š, ůšő ĺśţőďŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; P ) ŕőńŋő ĺ ťĺńĳšřăűĺ£ (Ft)t∈T ⊂R šăłęě ŕőńŋă, š.ě. łăęďă£ ff-ăńčěąřă F_t śőďěřęĺš ćśě P -ŋşńěćżě ňŋőęěśšćă F (ďń£ ŕřőśšőšż řăśśňăšřĺćăěň őďŋş ňěřş ŋă (˙; F)). Őąőğŋăůĺň N = {A ∈ F : P (A) = 0}. Ďń£ ff-ăńčěąřż A ŕőńőęĺň A = ff{A; N }. Ŕşśšĳ ~A = {A ∪ N; čďě A ∈ A; N ∈ N }. Őůěćĺďŋő, ~A ěśšĳ ff-ăńčěąřă, ĺ ~A ⊂ A. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, A ∪ N ⊂ ~A, ŕő¡šőňş A ⊂ ~A. Śńěďőćăšěńĳŋő, A = ~A. Ŕőńőęĺć F_t = ff{F_t; N }, ŕőńşůĺň (ŋăĺňěŋĳÿş¿) ŕőńŋş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿, śőďěřęăźş¿ ĺśţőďŋş¿ (F_t ⊂ F_t ŕřĺ t ∈ T ).

Ńěňňă 5.4. Ŕşśšĳ (Xt; Ft)t∈T { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń). Šőčďă (Xt; Ft)t∈T {

ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń).

2 Őůěćĺďŋő, (Xt; Ft)t∈T şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň 1) ĺ 2) (şůĺšżćăěň, ůšő Ft ⊂ F t,

t ∈ T ). Ćżąěřěň s 6 t, s; t ∈ T ĺ ŕőłăęěň, ůšő E(X_t|F_s) = X_s ŕ.ŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, X_s ∈ F_s|B(R) ĺ ďń£ ń¿ąőčő A ∈ F_s ŋăľďěšś£ B ∈ F_s ĺ C ∈ N šăłĺě, ůšő A = B ∪ C (ŕřĺ ¡šőň ć śĺńş ŕőńŋőšż F ňőęŋő śůĺšăšĳ BC = ∅). Ŕřĺňěŋ££ (5.1), ĺňěěň ∫ A X_sdP = ∫ B X_sdP = ∫ B X_tdP = ∫ A X_tdP: (5.15)

Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ěśńĺ śşźěśšćşěš E ĺ P (C) = 0, šő E1_C = 0. Ďń£ śşąňăřšĺŋčăńă ćšőřőě řăćěŋśšćő ć (5.15) ğăňěŋĺšś£ ŋă ŋěřăćěŋśšćő "6". 2 Ěśńĺ (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { śşąňăřšĺŋčăń, šő ŋěşążćă¿źă£ ŕřěďśłăğşěňă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (A_n; F_{n−1})_{n∈}Z_+, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć řăğńőęěŋĺĺ Ďşąă (A_0 = 0, F_{−1} = {∅; ˙}), ŋăğżćăěšś£ łőňŕěŋśăšőřőň ("łőňŕěŋśăűĺ£" ŕřěćřăźăěš śşąňăřšĺŋčăń ć ňăřšĺŋčăń). Ŕşśšĳ M = (M_n; F_n)_{n∈}Z_+ { łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń, š.ě.

EM^2_n < ∞, n ∈ Z+. Šőčďă ć śĺńş ńěňňż 5.1 ŕőńşůăěň, ůšő M^2 = (M^2_n; Fn)n∈Z_+ {

śşąňăřšĺŋčăń. Ŕő šěőřěňě Ďşąă M^2_n = m_n + ⟨M⟩_n, čďě m_n { ňăřšĺŋčăń, ă ⟨M⟩_n { łőňŕěŋśăšőř, ŋăğżćăěňżľ łćăďřăšĺůěśłőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ M. Ĺğ (5.7) ďń£ n ∈ N ŕőńşůăěň

⟨M⟩_n = n∑ k=1 E(´M^2_k |Fk−1) =^{n∑}_{k=1} E(M^2_k − M^2_{k−1}|Fk−1) =^{n∑}_{k=1} E((´Mk)^2|Fk−1); (5.16)

ŕőśłőńĳłş E(M_kM_{k−1}|F_{k−1}) = M_{k−1}E(M_k|F_{k−1}) = M^2_{k−1}, k ∈ N. Łćăďřăšĺůěśłă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ăŋăńőč ďĺśŕěřśĺĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ M_0 = 0 ĺ M_n = _1 +: : :+_n, n ∈ N, čďě _1; _2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě űěŋšřĺřőćăŋŋżě ćěńĺůĺŋż ś E^2_k < ∞ (k ∈ N), šő (5.16) ŕőłăğżćăěš, ůšő ⟨M⟩_n = ∑_n k=1 Dk = DMn, k ∈ N. Ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřăěš šăłęě ŕőŋ£šĺě łćăďřăšĺůěśłőľ ćăřĺăűĺĺ ŕřőűěśśă

X = (X_n)_{n∈}Z_+, ğăďăćăěňőľ ťőřňşńőľ

[X]_n = n∑ k=1 (´X_k)^2; n ∈ N ([X]_0 = 0): (5.17)

Šěŕěřĳ ňż őąřăšĺňś£ ł ţăřăłšěřĺğăűĺĺ śćőľśšćă ňăřšĺŋčăńĳŋőśšĺ (śşąňăřšĺŋčăńĳŋőśšĺ) ć šěřňĺŋăţ, ĺśŕőńĳğş¿źĺţ ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż. Ŕşśšĳ (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { śšőţăśšĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, š.ě. ŕřőűěśś (X_n)_{n∈}Z_+ śőčńăśőćăŋ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_n)_{n∈}Z_+. Ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ťĺńĳšřăűĺĺ. Ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš fi ŋăğőćěň őčřăŋĺůěŋŋżň, ěśńĺ fi 6 k ŕ.ŋ. ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈ N. Ŕőńőęĺň X_{τ(ω)}(!) = 0, ěśńĺ fi(!) = ∞ (P (fi = ∞) = 0 ďń£ őčřăŋĺůěŋŋżţ fi).

Šěőřěňă 5.5 (ő śćőąőďŋőň ćżąőřě, Ďşą). Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { śšőţăśšĺ-

ůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śőśšő£źă£ ĺğ ĺŋšěčřĺřşěňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Šőčďă śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż:

1) (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń);

2) EXτ = (¿)EXν ďń£ ń¿ążţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ňăřłőćśłĺţ ňőňěŋšőć fi ĺ šăłĺţ,

ůšő fi ¿ ŕ.ŋ.;

3) E(Xτ |Fγ) = (¿)Xτ ∧γ, čďě ‚ { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš, fi { őčřăŋĺůěŋŋżľ ňăřłőć-

śłĺľ ňőňěŋš ĺ ff-ăńčěąřă F_γ = {A ∈ F : A ∩ {‚ 6 n} ∈ F_n ďń£ łăęďőčő n}. Ć ŕřĺćěďěŋŋőľ ťőřňşńĺřőćłě ğŋăł "¿" (ć śłőąłăţ) őšŋőśĺšś£ ł řăśśňőšřěŋĺ¿ śşąňăřšĺŋčăńőć ć ŕşŋłšě 1).

2 1) ⇒ 2). Ŕşśšĳ fi 6 k ŕ.ŋ. ĺ 6 fi ŕ.ŋ., čďě k ∈ N. Šőčďă

X_τ − X_ν = k∑ m=1 m−1∑ j=0 1_{{τ=m}}1_{{ν=j}}(X_m − X_j ) =

= k∑ m=1 1_{{τ=m}}1_{{ν<m}}X_m − k−1∑ j=0 1_{{ν=j}}1_{{τ>j}}X_j =

= k∑ m=1 1_{{ν<m}}1_{{τ=m}}X_m − k∑ m=1 1_{{ν=m−1}}1_{{τ}¿_{m}}X_{m−1} =

= k∑ m=1 1_{{ν<m}}1_{{τ}¿_{m}}X_m − k∑ m=1 1_{{ν<m}}1_{{τ}¿_{m}}X_{m−1} = k∑ m=1 1_{{ν<m}}1_{{τ}¿_{m}}´X_m: (5.18)

Ŕřĺ ŕőńşůěŋĺĺ (5.18) ňż ďőąăćĺńĺ ĺ ćżůńĺ k∑ m=1 1_{{ν<m−1}}1_{{τ}¿_{m}}X_{m−1} ≡ k−1∑ m=0 1_{{ν<m}}1_{{τ}¿_{m+1}}X_m ≡ k∑ m=1 1_{{ν<m}}1_{{τ}¿_{m+1}}X_m:

Śńěďőćăšěńĳŋő,

E(Xτ − Xν ) =^{n∑}_{m=1} E[1 {ν<m}1 {τ¿m}E(´Xm|Fm−1)] = (¿)0: 2) ⇒ 3). Ŕşśšĳ ¸ = fi ∧ ‚ ĺ A ∈ Fα. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

¸_A = ¸1_A + ∞1_A; fi_A = fi1_A + ∞1_A; ˛ = ¸_A ∧ k; ‹ = fi_A ∧ k ěśšĳ ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż, ŕřĺůěň ˛ 6 ‹ 6 k ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙. Ŕő¡šőňş EX_δ = (¿)EX_β. Śńěďőćăšěńĳŋő,

EXτ 1 A + EXk1_A = (¿)EXα1A + EXk1_A:

Šăłĺň őąřăğőň,

E(E(Xτ |Fα)1 A) = EXτ 1A = (¿)EXα1 A:

Ňż şůńĺ, ůšő E|X_τ | 6 ∑_k m=0 E|Xm| < ∞ ďń£ fi 6 k ŕ.ŋ. ĺ šő, ůšő E(Xτ |Fγ) ∈ Fα|B(R)

(ŕő£śŋĺšě ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£).

3) ⇒ 1). Ćőğĳňěň fi ≡ n ĺ ‚ ≡ m, čďě 0 6 m 6 n (m; n ∈ Z+). Őůěćĺďŋő,

F_γ = F_m, ŕő¡šőňş ĺğ 3) ŕőńşůăěň 1). 2

Śńěďśšćĺě 5.6. (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń) šőčďă ĺ šőńĳłő šő-

čďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőľ ŋěşążćă¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňăřłőćśłĺţ ňőňěŋšőć fi_n, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ őčřăŋĺůěŋ (š.ě. fi_n 6 fi_{n+1} ŕ.ŋ. ďń£ n ∈ Z_+ ĺ fi_n 6 k_n ŕ.ŋ. ďń£ ŋěłőšőřżţ k_n ∈ N) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (X_{τn} ; F_{τn} )_{n∈}Z_+ £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň (śşąňăřšĺŋčăńőň).

Śńěďśšćĺě 5.7 (ňăłśĺňăńĳŋőě ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě ŋěřăćěŋśšćă, Ďşą). Ŕşśšĳ (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { śşąňăřšĺŋčăń. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő N ∈ N ĺ ćśěţ u > 0

uP ( max_06_n6_N X_n ¿ u) 6 EX_N 1_{ max_0 6n6N X^n ¿ u}

6 EX^+_N ; (5.19)

uP ( min_06_n6_N X_n 6 −u) 6 −EX_0 + EX_N 1_{ min_0 6n6N X^n 6 −u}

6 −EX0 + EX^+_N : (5.20)

2 Őŕřěďěńĺň ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš fi = min{n : Xn ¿ u} ∧ N. Šőčďă

EXN ¿ EXτ = EXτ 1 A + EXτ 1_A ¿ uP (A) + EXN 1_A;

Čďě A = { max_06_n6_N X_n ¿ u}. Śńěďőćăšěńĳŋő,

uP (A) 6 EX_N − EX_N 1_A = EX_N 1_A 6 EX^+_N :

Ďőłăğăšěńĳśšćő (5.20) ăŋăńőčĺůŋő, śńěďşěš řăśśňőšřěšĳ fi = min{n : X_n 6 −u}∧N. 2 Ŕřĺćěďěň őąőąźěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă Łőńňőčőřőćă ďń£ śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ űěŋšřĺřőćăŋŋżţ śńăčăěňżţ.

Śńěďśšćĺě 5.8. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń ĺ E|Xn|^p < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő

p ¿ 1 ĺ n ∈ Z+. Šőčďă ďń£ ćśěţ u > 0 ĺ N ∈ Z+

P ( max_06_n6_N |X_n| ¿ u) 6 u^{−p}E|X_N |^p:

2 Ďőśšăšőůŋő şůěśšĳ, ůšő (|Xn|^p; Fn)n∈Z+ { śşąňăřšĺŋčăń ĺ

{ max 06n6N |X^n| ¿ u} = { max06n6N |X^n|^p ¿ u^p}: 2 Śńěďśšćĺě 5.9. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń ĺńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ śşąňăř-

šĺŋčăń. Ŕşśšĳ E|X_n|^p < ∞ ŕřĺ ćśěţ n ∈ {0; : : : ; N}, ŋěłőšőřżţ N ∈ N ĺ p ∈ (1; ∞). Šőčďă

‖ max 06n6N |X^n|‖^p 6 (p=(p − 1))‖X^N ‖^p; (5.21)

čďě, łăł őążůŋő, ‖‖_p = (E||^p)^{1/p}.

2 Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ (şůĺšżćă£ ńěňňş 5.1) ňőęŋő śůĺšăšĳ Xn ¿ 0 ŕ.ŋ.

ďń£ n ∈ Z_+. Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ňőňěŋšă ŕőř£ďłă p ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż (śň. [?, ś. 223]), ĺňěěň

E[( max_{06n6N} Xn)^p] = p^{∫ ∞}_0 u^{p−1}P ( max_{06n6N} Xn > u)du 6

6 p^{∫ ∞}_0 u^{p−2}E(XN 1_{{ max06n6N Xn > u}})du = = p p − 1E

(X_N ( max_06_n6_N X_n)^{p−1}) 6 p p − 1

(EX^p_N )^{1/p}[E(max Xn)^p]^{(p−1)/p}:

Ğďěśĳ ążń ĺśŕőńĳğőćăŋ ăŋăńőč ŋěřăćěŋśšćă (5.19)

uP ( max_06_n6_N X_n > u) 6 EX_N 1_{{max0}6_n6_{N Xn>u}};

ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ łőšőřőčő ŋăďő ğăňěšĺšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă fi_B = inf{n : X_n ∈ B} £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ňőňěŋšőň ŕřĺ ń¿ąőň ňŋőęěśšćě B ∈ B(R). Ňż şůńĺ šăłęě, ůšő ďń£

”; ¿ 0 ŕ.ŋ., ěśńĺ śşźěśšćşěš E”, šő

E” =^{∫ ∞}_0 E(”1 {ξ>u})du: (5.22)

Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ďőłăğăŋő ć [?] ŋă ś. 223 ďń£ ≡ 1. Őŋő ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£ ďń£ = ∑_m j=1 c_j1_{Aj} , ă ğăšěň śőćěřÿăěšś£ ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď. 2 Ŋěřăćěŋśšćő ďń£ ‖ max_06_n6_N |X_n|‖_1 őšŋěśěŋő ć şŕřăęŋěŋĺ£.

Ďń£ ĺğşůěŋĺ£ śţőďĺňőśšĺ śşąňăřšĺŋčăńőć ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ńěňňă ő ůĺśńě ˛N (a; b) ŕěřěśěůěŋĺľ "śŋĺğş ććěřţ" śşąňăřšĺŋčăńőň ŕőńőśż őš a ďő b ğă ćřěň£ őš 0 ďő N. Ććěďěň ŋěőąţőďĺňżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈N { śşąňăřšĺŋčăń ĺ (a; b) { ŋěŕşśšőľ ĺŋšěřćăń. Őŕřěďěńĺň ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż (ŕő£śŋĺšě ¡šő) fi_k, k ∈ N, ŕőńőęĺć fi_0 = 0 ĺ

fi_{2m−1} = min{n : n > fi_{2m−2}; X_n 6 a}; fi_{2m} = min{n : n > fi_{2m−1}; X_n ¿ b}; m ∈ N

(śůĺšăěň fi_k ĺ fi_j, j > k, řăćŋżňĺ ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ěśńĺ śőőšćěšśšćş¿źěě ňŋőęěśšćő ć ťĺčşřŋżţ śłőąłăţ ŕşśšő). Ććěďěň (śň. řĺś. 5.1) śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş

˛_N (a; b) = { 0; ěśńĺ fi_2 > N; max{m : fi_{2m} 6 N}; ěśńĺ fi_2 6 N:

Ńěňňă 5.10 (ő ůĺśńě ŕěřěśěůěŋĺľ, Ďşą). Ďń£ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ćěńĺůĺŋ śŕřă-

ćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

E˛N (a; b) 6 E^{(XN − a)+}_{b − a} 6 E^{X+N + |a|}_{b − a} : (5.23)

2 Ŕőśłőńĳłş ˛N (a; b) ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (Xn; Fn)n∈N śőćŕăďăěš ś ˛N (0; b − a)

ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ((X_N − a)^+; F_n)_{n∈}N, ňż ąşďěň ďăńěě śůĺšăšĳ, a = 0 ĺ X_n ¿ 0,

n ∈ N. Ŕőńőęĺň X0 = 0, F0 = {∅; ˙}. Ŕşśšĳ ďń£ i ∈ N

ffi_i = 1{fi_m < i 6 fi_{m+1} ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋěůěšŋőčő m}:

Šőčďă

b˛_N (0; b) 6 N∑ i=1 (X_i − X_{i−1})ffi_i:

Ğăňěšĺň, ůšő {ffi_i = 1} = ⋃ m { ŋěůěšŋżň{{fi^m < i} \ {fi^{m+1} < i}} ∈ F^{i−1}, i ∈ N.

Ŕő¡šőňş

bE˛N (0; b) 6^{N∑}_{i=1} E[(Xi − Xi−1)ffii] =^{N∑}_{i=1} E[ffii(E(Xi|Fi−1) − Xi−1)] 6

6^{N∑}_{i=1} E(E(Xi|Fi−1) − Xi−1) =^{N∑}_{i=1} (EXi − EXi−1) = EXN : 2

Šěőřěňă 5.11. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈N { śşąňăřšĺŋčăń šăłőľ, ůšő sup_n E|Xn| < ∞.

Šőčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă śşźěśšćşěš X_∞ = lim_{n→∞} X_n, ŕřĺůěň E|X_∞| < ∞.

2 Ŕşśšĳ X = lim inf_{n→∞} Xn, X = lim sup_{n→∞} Xn. Ďőŕşśšĺň P (X < X) > 0. Ŕőśłőńĳłş

{X < X} = ∪_{a,b∈}Q_{,a<b}{X < a < b < X};

čďě Q { ňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń, šő P {X < a < b < X} > 0 ďń£ ŋěłőšőřżţ

řăűĺőŋăńĳŋżţ a < b. Ć śĺńş ńěňňż 5.10 ďń£ ń¿ąőčő N ∈ N

E˛N (a; b) 6 (EX^+_N + |a|)=(b − a):

Őąőğŋăůĺň ˛_∞(a; b) = lim_{N →∞} ˛_N (a; b). Šőčďă

E˛∞(a; b) 6 (sup_N EX^+_N + |a|)=(b − a):

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ śşąňăřšĺŋčăńă (X_n; F_n)_{n∈}N

sup_n EX^+_n < ∞ ⇔ sup_n E|X_n| < ∞; (5.24)

šăł łăł EX^+_n 6 E|X_n| = 2EX^+_n − EX_n 6 2EX^+_n − EX_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, E˛_∞(a; b) < ∞ ŕ.ŋ., ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ P {X < a < b < X} > 0. Šăłĺň őąřăğőň, P {X < X} = 0. Ŕő ńěňňě Ťăšş ŕőńşůăěň E|X_∞| 6 sup_n E|X_n| < ∞. 2 Šěőřěňă 5.11 ŕřĺňěŋĺňă šăłęě ł ňăřšĺŋčăńăň ĺ śşŕěřňăřšĺŋčăńăň (ňăřšĺŋčăń £ćń£ěšś£ śşąňăřšĺŋčăńőň, ă (−X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { śşąňăřšĺŋčăń, ěśńĺ (X_n; F_n)_{n∈}Z_+ { śşŕěřňăřšĺŋčăń). Ŕřĺ ¡šőň şśńőćĺě sup_n E|X_n| < ∞ ăćšőňăšĺůěśłĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£

ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śşŕěřňăřšĺŋčăńőć (ă šěň śăňżň { ĺ ďń£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ňăřšĺŋčăńőć).

Śńěďśšćĺě 5.12. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈N { ňăřšĺŋčăń ĺńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ śşąňăř-

šĺŋčăń šăłőľ, ůšő sup_n E|X_n|^p < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő p ∈ (1; ∞). Šőčďă śşźěśšćşěš X_∞ = lim_{n→∞} X_n ŋě šőńĳłő ŕ.ŋ., ŋő ĺ ć L^p.

2 Ŕő śńěďśšćĺ¿ 5.9 E(sup_{n∈}N |Xn|^p) 6 (p=(p − 1))^p sup_{n∈}NE|Xn|^p: (5.25)

Ŕő šěőřěňě 5.11 ĺňěěň X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

|X_n − X_∞|^p 6 2^{p−1}(|X_n|^p + |X_∞|^p) 6 2^p sup_{n∈}

N^|

X_n|^p: (5.26)

Şšćěřęďěŋĺě ćżšěłăěš ĺğ (5.25), (5.26) ĺ šěőřěňż ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ. 2 Ć łăůěśšćě ŕřĺňěŋěŋĺ£ šěőřěňż ő śţőďĺňőśšĺ ňăřšĺŋčăńőć řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř 5.13 (ćěšć£źĺľś£ ŕřőűěśś Čăńĳšőŋă { Ćăšśőŋă). Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ňăśśĺć {^{(n)}_k ; k; n ∈ N}, śőśšő£źĺľ ĺğ ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ ďń£ łőšőřżţ

E^{(1)}_1 = — > 0. Ŕőńőęĺň S0 = 1, S1 = ^{(1)}_1 ĺ Sn =^{∑Sn−1}_{k=1} ^{(n)}_k ŕřĺ n ¿ 2 (^{∑0}_{k=1} ^{(n)}_k := 0, n ∈ N). Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő Sn ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ůĺśńěŋŋőśšĳ ŕőŕşń£űĺĺ ć n-őň

ŕőłőńěŋĺĺ (ć n-żľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ). Ă ĺňěŋŋő, ć łăęďőň ŕőłőńěŋĺĺ ń¿ąőľ ůńěŋ ŕőŕşń£űĺĺ ŋěğăćĺśĺňő őš ďřşčĺţ ďăěš śńşůăľŋőě ůĺśńő ŕőšőňłőć ć śőőšćěšśšćĺĺ ś řăśŕřěďěńěŋĺěň ćěńĺůĺŋż ^{(1)}_1 , ć ňőňěŋš n = 0 ĺňěńś£ őďĺŋ ŕřěďśšăćĺšěńĳ ŕőŕşń£űĺĺ. Şďőąŋő čőćőřĺšĳ ő ůăśšĺűăţ, łőšőřżě ňőčşš řăśŕăďăšĳś£.

Ğăňěšĺň, ůšő (S_0; : : : ; S_{n−1}) ďń£ łăęďőčő n ŋě ğăćĺśĺš őš {^{(n)}_k ; k ∈ N}. Ććěďěň śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż X_n = S_n=—^n; n ∈ N;

ĺ ďőłăęěň, ůšő őŋĺ őąřăğş¿š ňăřšĺŋčăń őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ F_n = ff{X_0; : : : ; X_n}, n ∈ Z_+. Ĺňěěň ďń£ n ∈ N

E(Xn|Fn−1) = E(^{Sn−1∑}_{k=1} ^{(n)}_k |X0; : : : ; Xn−1)=—^n =

= —^{−n}E (S_{n−1}∑ k=1 (^{n)}_k | | | |S^0; : : : ; S^{n−1} ) = —^{−n} ∞∑ j=0 E^(1 {S_{n−1}=j}^{j∑}_{k=1} ^{(n)}_k | | | |S^0; : : : ; S^{n−1} ) =

= —^{−n} ∞∑ j=1 1_{{Sn−1=j}} j∑ k=1 E(^{(n)}_k |S0; : : : ; Sn−1) = —^{−n+1 ∞∑}_{j=1} j1 {S_{n−1}=j} = Sn−1=—^{n−1}:

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő sup_{n∈}

Z+ E^|

X_n| = sup_{n∈} Z+ E

X_n = 1:

Śńěďőćăšěńĳŋő (šěőřěňă 5.11), X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞ ĺ EX_∞ < ∞. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő ŕřĺ n → ∞

S_n → 0 ŕ.ŋ., ěśńĺ — < 1 ĺ S_n → ∞ ŕ.ŋ., ěśńĺ — > 1:

Ć śńşůăě — = 1 ňőęŋő ďőłăğăšĳ ňěšőďőň ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ (śň., ŋăŕř., [?, §36]), ůšő S_n → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞. 2

Őŕĺÿěň śţőďĺňőśšĳ ňăřšĺŋčăńőć ć ŕřőśšřăŋśšćě L^1(˙; F; P ).

Šěőřěňă 5.14. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń. Šőčďă śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ¡łćĺ-

ćăńěŋšŋż:

1) X_n = E(X|F_n), n ∈ Z_+, čďě X { ŋěłőšőřă£ ĺŋšěčřĺřşěňă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă;

2) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {X_n} řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă;

3) śşźěśšćşěš śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă X_∞ šăłă£, ůšő E|X_∞ − X_n| → 0 ŕřĺ n → ∞;

4) sup_n E|X_n| < ∞ ĺ ďń£ X_∞ = lim_{n→∞} X_n (ŕřěďěń śşźěśšćşěš ŕ.ŋ. ĺ ĺŋšěčřĺřşěň ć śĺńş šěőřěňż 5.11) X_k = E(X_∞|F_k), k ∈ Z_+. Šěň śăňżň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (X_k; F_k)_{k∈}Z_{+∪{∞}}, čďě F_∞ = ⋁ n∈Z+^Fn^{, őąřăğşěš ňăřšĺŋčăń.}

2 1) ⇒ 2). Ďń£ n ∈ Z+ ĺ ń¿ążţ a > 0, b > 0 ĺňěěň E|Xn|1{|Xn| > a} 6 E|X|1{|Xn| > a} = = E|X|1{|Xn| > a; |X| 6 b} + E|X|1{|Xn| > a; |X| > b} 6

6 bP (|Xn| > a) + E|X|1{|X| > b} 6 6^b_aE|Xn| + E|X|1{|X| > b} 6^b_aE|X| + E|X|1{|X| > b}:

Ŕő¡šőňş, lim_{a→∞} sup_n E|X_n|1{|X_n| > a} 6 E|X|1{|X| > b}:

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő b > 0 ćżąĺřăńőśĳ ŕřőĺğćőńĳŋżň.

2) ⇒ 3). Řăćŋőňěřŋă£ ĺŋšěčřĺřşěňőśšĳ {Xn} ćńěůěš, ůšő sup_n E|Xn| < ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕ.ŋ. śşźěśšćşěš X_∞ = lim_{n→∞} X_n. Ŋő śţőď£źă£ś£ ŕ.ŋ. ĺ řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śţőďĺšś£ ć L^1(˙; F; P ).

3) ⇒ 4). Ĺğ şśńőćĺ£ 3) ćżšěłăěš, ůšő sup_n E|Xn| < ∞. Ŕő¡šőňş ŕ.ŋ. śşźěśšćşěš Y = lim_{n→∞} X_n, ŕřĺůěň E|Y | < ∞. Ŋő šőčďă Y = X_∞ ŕ.ŋ. Ďń£ ń¿ążţ n; k ∈ Z_+ E|E(Xn|Fk) − E(X∞|Fk)| 6 E|Xn − X∞|: Ŋő E(Xn|Fk) = Xk ŕ.ŋ. ŕřĺ n ¿ k. Śńěďőćăšěńĳŋő, Xk = E(X∞|Fk) ŕ.ŋ., k ∈ Z+. Ďń£

ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőśńěďŋěčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕşŋłšă 4) ğăňěšĺň, ůšő X_∞ ∈ F_∞|B(R) ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 4.7 (śůĺšăěň F_k, k ∈ N ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ, ŕő¡šőňş ff-ăńčěąřă F_∞ ŕőńŋă).

4) ⇒ 1) { őůěćĺďŋő. 2 Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř ŋěřăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňőčő ňăřšĺŋčăńă. Ŕşśšĳ _1; _2; : : :

{ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż, P (_1 = 0) = P (_1 = 2) = 1=2. Ŕőńőęĺň X_n = ∏_n k=1 _k. Šőčďă {X_n = 0} ⊂ {X_{n+1} = 0}; P (X_n ≠ 0) = 2^{−n}; n ∈ N ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, X_n → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞. Łřőňě šőčő, E|X_n − 0| = EX_n = 1, n ∈ N. Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş 5.14.

Šěőřěňă 5.15 (Ńěćĺ). Ŕşśšĳ E|X| < ∞ ĺ (Fn)n∈N { ŋěşążćă¿źĺľ ŕőšőł ff-ăńčěąř

ć (˙; F; P ). Ŕőńőęĺň F_∞ = ∨^∞_{n=1}F_n. Šőčďă ŕřĺ n → ∞

X_n := E(X|F_n) → E(X|F_∞) ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ): (5.27)

2 (Xn; Fn)n∈N { řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń ć śĺńş šěőřěňż 5.14.

Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ńĺÿĳ śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ. ć (5.27). Śőčńăśŋő šőľ ęě šěőřěňě X_n → X_∞ ŕ.ŋ. (ĺ ć L^1(˙; F; P )) ŕřĺ n → ∞. Ŕőśłőńĳłş X_n ∈ F_n|B(R), šő X_n ∈ F_∞|B(R), n ∈ N, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, şůĺšżćă£ ğăňěůăŋĺě 4.7, X_∞ ∈ F_∞|B(R), čďě F_∞ { ŕőŕőńŋěŋĺě F_∞. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő X_∞ = E(X|F_∞) ŕ.ŋ. őśšăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ, ůšő EX1_A = EX_∞1_A ďń£ ń¿ąőčő A ∈ F_∞, ŕőśłőńĳłş E(X|F_∞) = E(X|F_∞) ŕ.ŋ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő A = ∪^∞_{n=1}F_n £ćń£ěšś£ ăńčěąřőľ ĺ F_∞ = ff(A). Ŕő¡šőňş (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 4.2) ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ łăęďőčő A ∈ F_∞ ŋăľďěšś£ A_ε ∈ A šăłőě, ůšő P (A´A_ε < ". Šăłĺň őąřăğőň, A_ε ∈ F_n ŕřĺ ćśěţ n ¿ N, čďě N = N("; A). Ďăńěě,

|EX1 A − EX1 A_ε | 6 E|X|1A´A_ε ; |EX∞1A − EX∞1 A_ε | 6 E|X∞|1A´A_ε :

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő E||1_B → 0 ďń£ ĺŋšěčřĺřşěňőľ ćěńĺůĺŋż , ŕřĺ P (B) → 0, ćĺďĺň, ůšő ďőłăğăšěńĳśšćő ğăćěřÿăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕřĺ n ¿ N

|EX1 A_ε − EX∞1 A_ε | = E(E(X|Fn)1A_ε ) − EX∞1 A_ε | 6 6 E|E(X|Fn) − X∞| = E|Xn − X∞| → 0; (n → ∞): 2

Ĺśśńěďőćăŋĺě ňăřšĺŋčăńőć ĺ śşąňăřšĺŋčăńőć ć śńşůăě ŋěŕřěřżćŋőčő ćřěňěŋĺ, łăł ŕřăćĺńő, śńőęŋěě, ůěň ć śńşůăě ďĺśłřěšŋőčő ćřěňěŋĺ. Őďŋăłő ř£ď řěğşńĳšăšőć ŕěřěŋőśĺšś£ (ŕřĺ őŕřěďěńěŋŋżţ şśńőćĺ£ţ) ŋă ŕřőűěśśż ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň őůěŋĳ ŕřőśšő. Šăł, ďăńěě ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Śńěďśšćĺě 5.16. Ŕşśšĳ (Xs; Fs)06s6t { śşąňăřšĺŋčăń, ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżć-

ŋżě šřăěłšőřĺĺ. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő c > 0

P ( sup_0 6s6t X_s ¿ c) 6 EX^+_t =c: (5.28)

2 Ďń£ ń¿ąőčő u > 0, şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ šřăěłšőřĺľ Xs, 0 6 s 6 t, ĺňěěň

{ sup_0 6s6t X_s > u} = ∪^∞_{n=1} ∪_06_{k2}−n6_t {X_{k2}−n > u} ∪ {X_t > u}:

Řăśśşęďěŋĺ£, ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůŋżě ŕřĺćěďěŋŋżň ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě (5.19) (ćňěśšő X_0; : : : ; X_N řăśśňăšřĺćăěň X_{s1} ; : : : ; X_{sm} , s_1 < : : : < s_m) ďă¿š

P (∪^N_{n=1} ∪_06_{k2}−n6_t {X_{k2}−n > u} ∪ {X_t > u}) 6 EX^+_t =u:

Őůěćĺďŋő, P (∪^N_{n=1}B_n) → P (∪^∞_{n=1}B_n), N → ∞. Őśšăěšś£ ćğ£šĳ u ↓ c. 2

Śńěďśšćĺě 5.17. Ŕşśšĳ (Xs; Fs)06s6t { łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń

(š.ě. EX^2_s < ∞ ďń£ s ∈ [0; t]), ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ. Šőčďă ŕřĺ ćśěţ c > 0

P ( sup_0 6s6t |X_s| ¿ c) 6 c^{−2}EX^2_t : (5.29)

2 Łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śńěďśšćĺ£ 5.8, şůĺšżćăěň, ůšő (X^2_s ; Fs)06s6t { śşą-

ňăřšĺŋčăń. Ŕőśńě ¡šőčő ŕřĺňěŋ£ěň (5.28). 2

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 5.1. Ŕşśšĳ {k}k∈N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺŋšěčřĺřşěňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, F_n = ff{_1; : : : ; _n}, X_n = ∑_n k=1 _k, n ∈ N. Ďőłăęĺšě, ůšő (X_n; F_n)_{n∈}N { ňăřšĺŋčăń šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

En+1fn(1; : : : ; n) = 0 (5.30)

ďń£ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ąőřěńěćśőľ ťşŋłűĺĺ f_n : R^n → R ĺ ćśěţ n ∈ N.

Ĺŋšěřěśŋő śőŕőśšăćĺšĳ (5.30) śő śńěďş¿źĺň ŕřőśšő ŕřőćěř£ěňżň şšćěřęďěŋĺěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż _k, k ∈ N, (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ĺŋšěčřĺřşěňżě) ŋěğăćĺśĺňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

covg(n+1)fn(1; : : : ; n) = 0

ďń£ ćśěţ n ĺ ń¿ążţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ťşŋłűĺľ g : R → R ĺ f_n : R^n → R.

Şŕř. 5.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ (n; Fn)n∈N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňăřšĺŋčăń-řăğ-ŋőśšěľ, šő (S_{n,m}; F_n)_n¿_m { ňăřšĺŋčăń ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ďń£ łăęďőčő m ∈ N, čďě

S_{n,m} = ∑ 16i1<...<im6n i_1 · · · _{im} ; n ¿ m:

Ć ůăśšŋőśšĺ, şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ďń£ ŋěğăćĺśĺňżţ űěŋšřĺřőćăŋŋżţ ćěńĺůĺŋ n ĺ F_n = ff{_1; : : : ; _n}, n ∈ N.

Şŕř. 5.3. Ŕşśšĳ şřŋă śőďěřęĺš a ąěńżţ ĺ b ůěřŋżţ ÿăřőć. Ĺğ şřŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăşďăůş ćżŋĺňăěšś£ őďĺŋ ÿăř, łőšőřżľ ćőğćřăźăěšś£ őąřăšŋő ś ďőąăćńěŋĺěň c ÿăřőć šőčő ęě űćěšă. Őąőğŋăůĺň X_n (n ∈ N) { őšŋőÿěŋĺě ůĺśńă ąěńżţ ÿăřőć ł őąźěňş ůĺśńş ÿăřőć ć şřŋě ŕőśńě n-čő ćżŋĺňăŋĺ£ ÿăřă ĺ ćőğćřăźěŋĺ£ ěčő ć şřŋş ćňěśšě ś c ÿăřăňĺ šőčő ęě űćěšă (X_0 := a=(a + b)). Ďőłăęĺšě, ůšő (X_n)_{n∈}Z_+ { ňăřšĺŋčăń.

Şŕř. 5.4. Ŕşśšĳ (˙; F; P ) = ([0; 1]; B[0; 1]; —), čďě — { ňěřă Ńěąěčă. Ŕşśšĳ {Tn; n ∈ N} { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğňěńĳůă¿źĺţś£ řăğąĺěŋĺľ őšřěğłă [0; 1], ă ĺňěŋŋő, T_n śőśšőĺš ĺğ šőůěł 0 = t_{n,0} < : : : < t_{n,mn} = 1 ĺ T_n ⊂ T_{n+1}, n ∈ N, m_n ¿ 2. Ććěďěň ff-ăńčěąřż, ŕőřőęďěŋŋżě ŕřőňěęşšłăňĺ ´_{n,1} = [0; t_{n,0}], ´_{n,k} = (t_{n,k−1}; t_{n,k}], 2 6 k 6 m_n, n ∈ N. Ďń£ f : [0; 1] → R ŕőńőęĺň

X_n(!) = mn∑ k=1 f(t_{n,k}) − f(t_{n,k−1}) t_{n,k} − t_{n,k−1} 1_{´n,k} (!); n ∈ N:

Ďőłăęĺšě, ůšő (X_n; F_n)_{n∈}N { ňăřšĺŋčăń.

Şŕř. 5.5. Ŕşśšĳ ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ f şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ Ńĺŕÿĺűă, š.ě. |f(x) − f(y)| 6 L|x − y| ďń£ x; y ∈ [0; 1] ĺ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż L > 0. Ŕşśšĳ řăğąĺěŋĺ£ T_n šăłőćż, ůšő max_06_k6_{mn}(t_{n,k} − t_{n,k−1}) → 0, n → ∞. Ďőłăęĺšě, ůšő

∨^∞_{n=1}F_n = B[0; 1] ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {X_n}_{n∈}N řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă. Šőčďă ŕő šěőřěňě 5.16 ŕőńşůĺň, ůšő X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ĺ ć L^1 ŕřĺ n → ∞, čďě X_∞ ∈ B[0; 1]|B(R). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő [a; b] ⊂ [0; 1] ∫_b a X_nd— = EX_n1_{[a,b]} → EX_∞1_{[a,b]} = ∫_b a X_∞d—; n → ∞: (5.31)

Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ∫_b a X_nd— → f(b)−f(a) ŕřĺ n → ∞. Őšś¿ďă ĺ ĺğ (5.31) ŕőśńěďşěš, ůšő f { ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£, ĺňě¿źă£ ŕńőšŋőśšĳ X_∞.

Şŕř. 5.6. Ŕşśšĳ {Xn; n ∈ N} { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ğăďăŋŋżţ ŋă (˙; F; P ), ĺ ŕşśšĳ f^0_n(x_1; : : : ; x_n) ĺ f^1_n(x_1; : : : ; x_n) { śěňěľśšćă ŕńőšŋőśšěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă ć (R^n; B(R^n)), n ∈ N. Řăśśňőšřĺň őšŋőÿěŋĺě ŕřăćďőŕőďőąĺ£

L_n(!) = f^{0n}(X^1(!); : : : ; X^n(!))

f^1_n(X_1(!); : : : ; X_n(!))

; n ∈ N;

ŕőńăčă£, ůšő f^1_n { ĺśšĺŋŋă£ ŕńőšŋőśšĳ (X_1; : : : ; X_n), n ∈ N ĺ, śůĺšă£, ůšő f^0_n(z) = 0, ěśńĺ f^1_n(z) = 0 (šőčďă L_n(z) := 0). Ďőłăęĺšě, ůšő (L_n; F_n)_{n∈}N { ňăřšĺŋčăń, čďě F_n = ff{X_1; : : : ; X_n}, n ∈ N.

Şŕř. 5.7. Ŕşśšĳ (Xt; Ft)t∈T { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ ňăřšĺŋčăń, š.ě. ((ReXt; ImXt),

F_t)_{t∈T} { ňăřšĺŋčăń śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^2. Šőčďă E(X_t|F_s) = X_s ŕ.ŋ. ďń£ s 6 t, s; t ∈ T

(E(Y + iZ|A) := E(Y |A) + iE(Z|A) ďń£ ĺŋšěčřĺřşěňżţ Y; Z ĺ ff-ăńčěąřż A ⊂ F).

Ŕşśšĳ E|X_t|^2 < ∞ ďń£ t ∈ T . Ďőłăęĺšě, ůšő {X_t; t ∈ T } { ŕřőűěśś ś ŋěłőřřěńĺřőćăŋŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, š.ě. E(X_t − X_s)(X_u − X_v) = 0 ďń£ v < u 6 s < t, v; u; s; t ∈ T .

Şŕř. 5.8. Ŕşśšĳ {n}n∈N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕőńőęĺň S_n = ∑_n k=1 _k, X_n = e^{itSn} =Ee^{itSn} , n ∈ N, t ∈ R. Ďőłăęĺšě, ůšő (X_n; F_n)_{n∈}N { (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ) ňăřšĺŋčăń, čďě F_n = ff{_1; : : : ; _n}, n ∈ N. Őšś¿ďă ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ (śň. [?, ś. 547]), ůšő śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£ ő ∑_∞ k=1 _k ¡łćĺćăńěŋšŋż:

1) ř£ď śţőďĺšś£ ŕ.ŋ., 2) ř£ď śţőďĺšś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, 3) ř£ď śţőďĺšś£ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ (łăęďżľ řăğ ć śőőšćěšśšćş¿źěň śňżśńě ąěřěšś£ ŕřěďěń ůăśšŋżţ śşňň ř£ďă). Ğăňěšĺň, ůšő ŕő ğăłőŋş 0 ĺńĺ 1 Łőńňőčőřőćă ďăŋŋżľ ř£ď śţőďĺšś£ ŕ.ŋ. ĺńĺ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 0.

Şŕř. 5.9. Ŕşśšĳ {Yt; t ∈ T ⊂ R} { (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ) ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ šăłőľ, ůšő E|Y_t|^2 < ∞, t ∈ T . Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ h : T → R šăłă£, ůšő X_t = |Y_t|^2 − h(t) { ňăřšĺŋčăń őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ F_t = ff{Y_s; s 6 t; s ∈ T }, t ∈ T , šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

E|Yt − Ys|^2 = h(t) − h(s); s 6 t; s; t ∈ T: (5.32) Ńěňňă Ď5.10. Ŕşśšĳ {Yt; t ∈ T ⊂ R} {ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňż-

ňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ

Ee^{vYt} < ∞; Ee^{v(Yt−Ys)} < ∞ ŕřĺ ŋěłőšőřőň v ∈ R ĺ ćśěţ s 6 t (s; t ∈ T ): (5.33)

Ŕőńőęĺň Z_t = f_v(t)e^{vYt} , t ∈ T , čďě f_v : T → R. Ŕřőűěśś {Z_t; t ∈ T } £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň ńĺąő ŕřĺ f_v(t) ≡ 0, t ∈ T , ńĺąő ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă ďń£ łăęďżţ s 6 t (s; t ∈ T )

E(e^{vYt} =e^{vYs} ) = Ee^{vYt} =Ee^{vYs} ; (5.34)

ĺ šőčďă

f_v(t) = c=Ee^{vYt} ; t ∈ T; (5.35)

čďě c { ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă.

2 Ěśńĺ Zt; t ∈ T { ňăřšĺŋčăń, šő EZt = EZt0 ďń£ t; t0 ∈ T . Ŕő¡šőňş

f_v(t)Ee^{vYt} = f_v(t_0)Ee^{vYt0} ďń£ t ∈ T:

Ěśńĺ f_v(t_0) = 0, šő f_v(t) ≡ 0, t ∈ T . Ŕşśšĳ ďăńěě f_v(t_0) ≠ 0, šőčďă f_v(t) ≠ 0 ŕřĺ t ∈ T , ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺňěěš ňěśšő (5.35). Ğăňěšĺň, ůšő ěśšěśšćěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£

F_t = ff{Z_s; s 6 t; s ∈ T } ≡ ff{Y_s; s 6 t; s ∈ T }; t ∈ T:

Şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ {Y_t; t ∈ T } ĺ şśńőćĺě (5.33), ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ) ŕőńşůăěň

E(Zt|Fs) =^{fv(t)}_{fv(s)}E(e^{v(Yt−Ys)}e^{vYs} fv(s)|Fs) = Zs^{fv(t)}_{fv(s)}Ee^{v(Yt−Ys)}:

Šăłĺň őąřăğőň, (Z_t; F_t)_{t∈T} { ňăřšĺŋčăń ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă

Ee^{v(Yt−Ys)} =^{fv(s)}_{fv(t)} ; s 6 t (s; t ∈ T ): (5.36)

Ś şůěšőň (5.35) ŕřĺţőďĺň ł (5.34).

Őąřăšŋő. Şśńőćĺ£ (5.34) ĺ (5.35), őůěćĺďŋő, ćńěłşš (5.36). 2 Şŕř. 5.11. Ćżŕőńŋěŋő ńĺ şśńőćĺě (5.34), ěśńĺ ă) {Yt; t ∈ R+} { ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, ą) {Y_t; t ∈ R_+} { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś?

Şŕř. 5.12. [śň. [?, ś. 166]] Ŕşśšĳ {Wt; t ¿ 0} { m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ĺ f(x) { ŋěŕřěřżćŋă£ śşŕěřčăřňőŋĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ć R^m, š.ě. f(x) ďń£ ń¿ąőčő

x ∈ R^m ŋě ňěŋĳÿě ĺŋšěčřăńă őš ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ŕő ń¿ąőľ śťěřě ś űěŋšřőň ć šőůłě

x. Ďőłăęĺšě, ůšő f(W_t) { śşŕěřňăřšĺŋčăń őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£.

Ć ść£ğĺ ś šěőřěňőľ 5.11 ŕřěďśšăćń£ěš ĺŋšěřěś Şŕř. 5.13. [řăğńőęěŋĺě Łřĺłěąěřčă] Ďń£ ňăřšĺŋčăńă (Xn; Fn)n∈Z_+ ĺňěěň sup_n E|X_n| < ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ňăřšĺŋčăńż Y_n ĺ Z_n (őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_n)_{n∈}Z_+) šăłĺě, ůšő X_n = Y_n − Z_n, n ∈ Z_+.

Şŕř. 5.14. [řăğńőęěŋĺě Řĺśśă] Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ śşŕěřňăřšĺŋčăń. Šőčďă śşźěśšćşěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ćĺďă X_n = M_n+R_n, čďě (M_n; F_n)_{n∈}Z_+ { řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń ĺ (R_n; F_n)_{n∈}Z_+ { ŕőšěŋűĺăń, š.ě. řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ śşŕěřňăřšĺŋčăń šăłőľ, ůšő R_n → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞. Őąÿĺřŋőě ŋăŕřăćńěŋĺě ĺśśńěďőćăŋĺľ ść£ğăŋő ś şśšăŋőćńěŋĺěň ŋěřăćěŋśšć ďń£ řăśŕřěďěńěŋĺľ ĺ ňőňěŋšőć ťşŋłűĺőŋăńőć, ąěřşźĺţś£ őš ňăřšĺŋčăńőć (śşąňăřšĺŋčăńőć).

Şŕř. 5.15. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)16n6N { śşąňăřšĺŋčăń ĺ h : R → R+ { ŋěşążćă¿źă£ ćżŕşłńă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ďń£ ń¿ążţ u ∈ R ĺ t > 0

P ( max_16_n6_N X_n ¿ u) 6 Eh(tX_N )=h(tu); (5.37)

(ŋěřăćěŋśšćő ŋěšřĺćĺăńĳŋő, ěśńĺ Eh(tX_N ) < ∞).

Şŕř. 5.16. Ŕşśšĳ (Xn; Fn)16n6N { ňăřšĺŋčăń ĺńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ śşąňăřšĺŋčăń. Šőčďă

E max_{16n6N} |Xn| 6^e_{e − 1}(1 + E|XN | log^+ |XN |); (5.38)

čďě log^+ x = log x ďń£ x ¿ 1 ĺ log^+ x = 0 ďń£ x < 1.

Ďń£ śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ śńăčăěňżţ őűěŋłă (5.38) ňőęěš ążšĳ şšőůŋěŋă, łăł ŕőłăğżćăěš śńěďş¿źěě şŕřăęŋěŋĺě.

Şŕř. 5.17. [Ďşą] Ŕşśšĳ 1; : : : ; N { ŋěğăćĺśĺňżě ďěľśšćĺšěńĳŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ś E_k = 0, k = 1; : : : ; N. Ŕőńőęĺň X_n = ∑_n k=1 _k, k = 1; : : : ; N. Šőčďă

E max_{16n6N} |Xn| 6 8E|XN |; (5.39)

Ŕřĺćěďěň ŋěśłőńĳłő ğăňěůăšěńĳŋżţ řěğşńĳšăšőć Ąşřłţőńĳďěřă, Ď¡ćĺśă ĺ Čăŋďĺ, őąőąźă¿źĺţ łńăśśĺůěśłĺě ŋěřăćěŋśšćă Ţĺŋůĺŋă ĺ Ňăřűĺŋłěćĺůă { Ğĺčňşŋďă, ĺğćěśšŋżě ďń£ śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ śńăčăěňżţ. İšőľ šěňăšĺłě ŕőść£źěŋ őąğőř [?].

Šěőřěňă Ď5.18 (Ąşřłţőńĳďěř). Ŕşśšĳ X = (Xn; Fn)n∈Z_+ { ňăřšĺŋčăń ś X0 = 0.

Šőčďă ďń£ łăęďőčő p > 1 ŋăľďşšś£ łőŋśšăŋšż A_p ĺ B_p, ŋě ğăćĺś£źĺě őš X, šăłĺě, ůšő A_p‖ √ [X]_n‖_p 6 ‖X_n‖_p 6 B_p‖ √ [X]_n‖_p; n ∈ Z_+; (5.40)

čďě [X]_n = ∑_n k=1(´X_k)^2 { łćăďřăšĺůěśłă£ ćăřĺăűĺ£ X ([X]_0 = 0). Ć (5.40) ňőęŋő ćğ£šĳ A_p = [18p^{3/2}=(p − 1)]^{−1}, B_p = 18p^{3/2}(p − 1)^{1/2}. Łřőňě šőčő, śńěďśšćĺě 5.9 ŕőłăğżćăěš, ůšő ďń£ X^∗_n = max_06_k6_n |X_k| ŕřĺ p > 1

A^∗_p‖ √ [X]_n‖_p 6 ‖X^∗_n‖_p 6 B^∗_p ‖ √ [X]_n‖_p; (5.41)

čďě A^∗_p = A_p, B^∗_p = (p=(p − 1))B_p.

Şŕř. 5.19. Ŕőśšřőľšě ŕřĺňěř (śň. [?, ś. 532]), ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő ŕřĺ p = 1 ďćőľŋőě ŋěřăćěŋśšćő (5.40) ŋě őą£ğăŋő ćżŕőńŋ£šĳś£.

Łăł ďőłăğăń Ď¡ćĺś, ŋěřăćěŋśšćő (5.41) ąşďěš śŕřăćěďńĺćő ĺ ŕřĺ p = 1 ś ŋěłőšőřżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ łőŋśšăŋšăňĺ A^∗_1, B^∗_1 , ŋě ğăćĺś£źĺňĺ őš ňăřšĺŋčăńă X.

Ďń£ ňőňěŋšőć ąőńěě őąźěčő ćĺďă, ůěň śšěŕěŋŋżě, śŕřăćěďńĺćă Šěőřěňă Ď5.20 (Ąşřłţőńĳďěř { Ď¡ćĺś { Čăŋďĺ). Ŕşśšĳ ˘ : [0; ∞] → [0; ∞]

{ ŋěşążćă¿źă£ ťşŋłűĺ£, łőŋěůŋă£ ĺ ćżŕşłńă£ ŋă [0; ∞), šăłă£, ůšő ˘(0) = 0, ˘(−∞) = ˘(∞) ĺ ˘(2t) 6 c˘(t) ďń£ ćśěţ t > 0 ĺ ŋěłőšőřőčő c > 0. Šőčďă ŋăľďşšś£ łőŋśšăŋšż 0 < A < B < ∞, ğăćĺś£źĺě šőńĳłő őš c, šăłĺě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňăřšĺŋčăńă X = (X_n; F_n)_{n∈}Z_+

AE˘(S∞) 6 E˘(X^∗) 6 BE˘(S∞);

ğďěśĳ X^∗ = sup_n |X_n|, S_∞ = ( ∑_∞ k=1(´X_k)^2)^{1/2}, ´X_k = X_k − X_{k−1}, (X_0 = 0), k ∈ N.

Şŕř. 5.21. Ŕşśšĳ {Wt; t ¿ 0} { m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő (‖W_t‖; F_t)_t¿_0 { śşąňăřšĺŋčăń (ś ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżňĺ šřăěłšőřĺ£ňĺ), čďě ‖ · ‖ { ěćłńĺďőćă ŋőřňă ć R^m. Ĺśŕőńĳğş£ şŕřăęŋěŋĺě 5.15, ś ťşŋłűĺěľ h(x) = e^{tx} (ćżąĺřă£ ďőńęŋżň őąřăğőň t > 0), ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőčő s > 0 ĺ ćśěţ x > √ ms śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

P ( sup_{t∈[0,s]} ‖W_t‖ ¿ x) 6 ( sd ex^2 )_{−m/2} e^{−x2/(2s)}: (5.42)

Şŕř. 5.22. [śň. [?, ś. ]] Ŕşśšĳ {Wt; t ¿ 0} { m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, čďě

m ¿ 3. Ďőłăęĺšě, ůšő |Wt| → ∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ t → ∞. Ďőłăęĺšě, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1

ŕřőűěśś W_t ŋě ćěřŋěšś£ ć šőůłş 0 ŋĺ ğă łăłőě łőŋěůŋőě ćřěň£. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ďń£ m = 1 ŕřĺćěďěŋŋżě şšćěřęďěŋĺ£ ŋěćěřŋż.

Ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě ćśŕőňőčăšěńĳŋżě řěğşńĳšăšż, őšŋőś£źĺěś£ ł ňăřšĺŋčăńăň ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň. Ŕşśšĳ (˙; F; P ) { ŕőńŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ N { śőćőłşŕŋőśšĳ śőążšĺľ, ĺňě¿źĺţ ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. Ďń£ ff-ăńčěąřż A ⊂ F ŕőńőęĺň A = ff{A; N }. Ŕşśšĳ (F_t)_{t∈}R_+ { ŋěşążćă¿źěě śěňěľśšćő ff-ăńčěąř ć (˙; F; P ). Ććěďěň ff-ăńčěąřş F_{t+} = ∩_{s>t}F_s, t ∈ R_+. Ć śĺńş ńěňňż 5.5, ĺğşůă£ ňăřšĺŋčăńż ĺńĺ śşąňăřšĺŋčăńż, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ff-ăńčěąřż

F_t ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ (ďőśšăšőůŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż N ⊂ F_0). Šőčďă, őůěćĺďŋő, N ⊂ F_{t+} ďń£ ćśěţ t ∈ R_+. Ďń£ śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋőčő ňőňěŋšă fi (š.ě. {fi < t} ∈ F_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ R_+) őŕřěďěńĺň ff-ăńčěąřş

F_{τ+} = {A ∈ F : A ∩ {fi 6 t} ∈ F_{t+} ŕřĺ ń¿ąőň t ∈ R_+}: (5.43)

Ğăňěšĺň, ůšő F_{τ+} ŕőńŋă.

Şŕř. 5.23. Ŕşśšĳ fin, n ∈ N { śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋżě ňőňěŋšż ĺ fi = infn fin. Ďőłăęĺšě, ůšő fi { śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋżľ ňőňěŋš, ĺ F_{τ+} = ∩_nF_{τn+}. Ěśńĺ ęě fi_n { ŕőńőęĺšěńĳŋżě ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż, ĺ fi < fi_n ŋă ňŋőęěśšćě {fi < ∞}, šő F_{τ+} = ∩_nF_{τn}.

Ńěňňă Ď5.24. Ŕşśšĳ (Xt; Ft)t∈R_+ { ňăřšĺŋčăń, ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě śŕřă-

ćă šřăěłšőřĺĺ. Ŕşśšĳ ĺ fi { śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋżě ňőňěŋšż (őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_{t∈}R_+) šăłĺě, ůšő 6 fi 6 c ŕ.ŋ., čďě c { ŕőńőęĺšěńĳŋă£ łőŋśšăŋšă. Šőčďă

E(Xτ |Fν+) = Xν ŕ.ŋ., (5.44)

čďě ff-ăńčěąřă F_{ν+} őŕřěďěńěŋă śőčńăśŋő (5.43) (ŋă ňŋőęěśšćăţ { = ∞} ĺ {fi = ∞}, ĺňě¿źĺţ ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ, śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńăčăěň X_ν = 0 ĺ X_τ = 0).

2 Ććěďěň ňŋőęěśšćă Tn = 2^{−n}Z+ = {k2^{−n}; k ∈ Z+}, n ∈ N. Őůěćĺďŋő, (Xu; Fu)u∈Tn

{ ňăřšĺŋčăń. Őŕřěďěńĺň fi(n) = 2^{−n}[2^nfi +1], (n) = 2^{−n}[2^n +1], čďě n ∈ N, [·] {űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă. Őůěćĺďŋő, fi(n); (n) ∈ T_n ĺ fi(n) ↓ fi, (n) ↓ ŕřĺ n → ∞ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙. Łřőňě šőčő, (n) 6 fi(n) ŕ.ŋ., n ∈ N. Ğăňěšĺň, ůšő fi(n); (n) { ňăřłőćśłĺě ňőňěŋšż őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_u)_{u∈Tn} , ŕőśłőńĳłş ďń£ łăęďőčő k ∈ Z_+ ĺňěěň

{fi(n) 6 k2^{−n}} = {fi < k2^{−n}} ∈ F_{k2}−n

(ăŋăńőčĺůŋő ďń£ (n), n ∈ N). Ŕő¡šőňş, ć śĺńş šěőřěňż 5.5 (ŋěśşźěśšćěŋŋő, ůšő ć ¡šőľ šěőřěňě řăśśňăšřĺćăńőśĳ ŕăřăňěšřĺůěśłőě ňŋőęěśšćő Z_+, ă ŋě T_n)

E(Xτ(n)|Fν(n)) = Xν(n) ŕ.ŋ., n ∈ N: (5.45)

Ć śĺńş šőľ ęě šěőřěňż ďń£ łăęďőčő m ∈ Z_+ ĺňěěň

E(Xc(m)|Fν(n)) = Xν(n) ŕ.ŋ. ŕřĺ n ¿ m;

ğďěśĳ c(m) = 2^{−m}[2^mc + 1]. Řăśśşęďěŋĺ£ ŕřőćěďěŋŋżě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 5.14, ŕőłăğżćă¿š, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ćěńĺůĺŋ ćĺďă E(X|A_α) řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă ďń£ ń¿ąőčő śěňěľśšćă ff-ăńčěąř A_α ⊂ F, ¸ ∈ ~ (X { ĺŋšěčřĺřşěňă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă). Şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ śŕřăćă šřăěłšőřĺľ X_t; t ∈ R_+ ŕőńşůăěň, ůšő X_{ν(n)} → X_ν ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, X_ν { ĺŋšěčřĺřşěňă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă. Ŕőśłőńĳłş E(X_{c(m)}|F_{τ(n)}) = X_{τ(n)} ŕ.ŋ. ŕřĺ n ¿ m, ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ğăłń¿ůăěň, ůšő X_{τ(n)} → X_τ ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞. Ć śĺńş şŕřăęŋěŋĺ£ 5.23 ĺňěěň F_{ν+} = ∩_nF_{ν(n)}, ŕő¡šőňş X_ν ∈ F_{ν+}|B(R). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (5.44) ŋăďő ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő EX_τ 1_A = EX_ν 1_A ďń£ łăęďőčő A ∈ F_{ν+}. Ŕőśłőńĳłş F_{ν+} ⊂ F_{ν(n)} ďń£ n ∈ N, ĺğ (5.45) ğăłń¿ůăěň, ůšő EX_{τ(n)}1_A = EX_{ν(n)}1_A ŕřĺ ćśěţ n ∈ N. Őśšăěšś£ şśšřěňĺšĳ n ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ ć őąěĺţ ůăśš£ţ ¡šőčő řăćěŋśšćă ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ďőłăğăŋŋőľ L^1 śţőďĺňőśšĳ¿ X_{τ(n)} ł X_τ ĺ X_{ν(n)} ł X_ν . 2 Ğăňěůăŋĺě Ď5.25. Ďăńěě ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ (ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż Ď5.24) ćżšěłă¿źěě ĺğ (5.44) śőőšŋőÿěŋĺě EX_τ = EX_ν . Ŕřĺ ¡šőň, łăł ćĺďŋő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż Ď5.24, ňőęŋő ŋě őŕĺřăšĳś£ ŋă řěğşńĳšăš şŕřăęŋěŋĺ£ 5.23, ă śůĺšăšĳ, ůšő ć (5.44) ťĺčşřĺřşěš F_{ν+} = ∩_nF_{ν(n)}.

Őąřăšĺňś£ ł ňőďěńĺ śšřăţőćăŋĺ£ Łřăňěřă { Ńşŋďąěřčă (1.18). Ĺšăł,

Y_t = y_0 + ct − S_t ŕřĺ t ¿ 0; čďě S_t = Xt∑ j=1 ”_j; (5.46)

ă ŕřőűěśś {X_t; t ¿ 0} ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (1.17) (śůĺšăěň

∑_0 j=1 ”_j = 0). Ŕşśšĳ ďăńěě Xt = Nt, t ∈ R+, čďě {Nt; t ¿ 0} { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ –. Šěőřěňă 8.5 (ďőłăğżćăěňă£ ďăńěě) şšćěřęďăěš, ůšő ŕřőűěśś {Nt; t ¿ 0} ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋ ťőřňşńőľ (1.17), čďě {_j}_{j∈}N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ, ŕőłăğăšěńĳŋő řăśŕřěďěńěŋŋżţ ś ŕăřăňěšřőň –. Šěň śăňżň ŕřőűěśś N_t; t ¿ 0 ŕ.ŋ. ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżě śŕřăćă šřăěłšőřĺĺ, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šĺň ęě śćőľśšćőň őąńăďăěš ŕřőűěśś {Y_t; t ∈ R_+}. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋ {”_j}_{j∈}N ŕřěďŕőńăčăěšś£ ŋěğăćĺś£źěľ őš {_j}_{j∈}N, ůšő őąěśŕěůĺćăěš ŋěğăćĺśĺňőśšĳ {”_j }_{j∈}N őš ŕřőűěśśă {N_t; t ¿ 0} (ć śňżśńě ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ŕőřőęďăěňżţ ĺňĺ ff-ăńčěąř ć (˙; F; P )).

Ńěňňă Ď5.26. Ććěďěŋŋżľ ć (5.46) ŕřőűěśś {Yt; t ∈ R+} ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺ-

řăźěŋĺ£.

2 Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ {Zt; t ∈ R+} { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺ-

řăźěŋĺ£ňĺ ĺ h(t), t ∈ R_+, { ŋěśńşůăľŋă£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£, šő {Z_t+h(t); t ∈ R_+} { šăłęě ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ŕřőűěśśă {S_t; t ¿ 0}. Ć śĺńş šěőřěňż 2.11 ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő (ĺ ŋěőąţőďĺňő), ůšőąż ążńő ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě (2.17). Ŕőńőęĺň ffi(v) = Ee^{ivη1} , v ∈ R. Şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă ĺ ěčő ŋěğăćĺśĺňőśšĳ őš {”_j}_{j∈}N, ĺňěěň ďń£ 0 6 s < t ĺ v ∈ R Ee^{iv(St−Ss)} =^{∞∑}_{k,m=0} Ee^{iv(St−Ss)}1{Ns = k}1{Nt − Ns = m} =

= ∞∑ k,m=0 E exp{iv^{k+m∑}_{j=k+1} ”j}P (Ns = k)P (Nt − Ns = m) = = ∞∑ k=0 P (N_s = k) ∞∑ m=0 (ffi(v))^m

(–(t − s))^m m! e^{−λ(t−s)} = e^{λ(t−s)(ϕ(v)−1)}: 2 (5.47)

Ŕřěďŕőńőęĺň ďăńěě, ůšő

(v) = Ee^{vη1} < ∞ ďń£ v > 0: (5.48)

İšő şśńőćĺě ğăćěďőňő ćżŕőńŋěŋő ďń£ őčřăŋĺůěŋŋżţ ćěńĺůĺŋ ”_j , ŕřěďŕőńőęěŋĺě őą őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ćżŕńăš ”_j £ćń£ěšś£ ćěśĳňă řěăńĺśšĺůěśłĺň (ŕőśłőńĳłş ”_1 ¿ 0 ŕ.ŋ., šő, őůěćĺďŋő (5.48) śŕřăćěďńĺćő ďń£ v 6 0). Ćżůĺśńěŋĺ£, śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋżě (5.47), ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŕřĺ 0 6 s < t ĺ v ∈ R

Ee^{−v(Yt−Ys)} = e^{(t−s)g(v)}; čďě g(v) = –( (v) − 1) − vc: (5.49)

Ĺğ (5.49), ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő Y_0 = y_0, ŕőńşůăěň, Ee^{−vYt} = e^{tg(v)−vy0} , t ∈ R_+. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőőšŋőÿěŋĺ£ (5.33) ĺ (5.34) ćżŕőńŋěŋż, ĺ ŕő ńěňňě 5.10 ďń£ łăęďőčő

v ∈ R ŕřőűěśś Zt = e^{−vYt−tg(v)} £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ

F_t = ff{Z_s; 0 6 s 6 t} ≡ ff{Y_s; 0 6 s 6 t}; t ∈ R_+:

Ććěďěň ňőňěŋš řăğőřěŋĺ£

fi = inf{t > 0 : Y_t < 0} ≡ inf{t > 0 : Y_t ∈ (−∞; 0)}: (5.50)

Ŕőśłőńĳłş {Y_t; t ¿ 0} ĺňěěš ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě śŕřăćă šřăěłšőřĺĺ, ă ňŋőęěśšćő (−∞; 0) { őšłřżšőě, ăŋăńőčĺůŋő šěőřěňě 4.4 ŕőńşůăěň (ŕřőćěřĳšě ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£), ůšő fi ěśšĳ śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋżľ ňőňěŋš, š.ě. {fi < t} ∈ F_t ďń£ ń¿ąőčő t ∈ R_+. Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ Ď5.25 ( = 0 6 fi ∧ t 6 t, őůěćĺďŋő, 0 ĺ t ∧ fi { śńăąő őŕűĺőŋăńĳŋżě ňőňěŋšż) ĺňěěň ďń£ t; v ∈ R_+

e^{−vy0} = EZ_0 = EZ_{t∧τ} ¿ E exp{−vY_{t∧τ} − (t ∧ fi)g(v)}1_{{τ}6_{t}} ¿

¿ E exp{−vYτ − fig(v)}1 {τ6t} ¿ Ee^{−τg(v)}1 {τ6t} ¿ inf_{06s6t} e^{−sg(v)}P (fi < t): (5.51)

Ŕřĺ ŕőńşůěŋĺĺ (5.51) ňż şůńĺ, ůšő Y_τ 6 0 ŕ.ŋ. Ĺšăł, ďń£ v ¿ 0 ĺ t ¿ 0

P (fi 6 t) 6 e^{−vy0} sup_0 6s6t e^{sg(v)}: (5.52)

Ŕőšřěąşěň šěŕěřĳ, ůšőąż

c > –a; čďě a = E”_1 > 0: (5.53)

Šőčďă g^′(v) = – ^′(v) − c ĺ g^′(0) = –a − c < 0. Łřőňě šőčő, g^{′′}(v) = – ^{′′}(v) ¿ –E”^2_1 ďń£

v ¿ 0, ŕőśłőńĳłş ^{′′}(v) = E”^2_1e^{vη1} (şśńőćĺě E”1 > 0 ćńěůěš, ůšő E”^2_1 > 0). Śńěďőćăšěńĳ-

ŋő, śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě v_0 > 0, šăłőě, ůšő g(v_0) = 0. Ćżąřăć v = v_0, ĺğ (5.52) ŕőńşůăěň P (fi 6 t) 6 e^{−v0y0} ŕřĺ ćśěţ t ∈ R_+. Őšś¿ďă ğăłń¿ůăěň, ůšő

P (fi < ∞) 6 e^{−v0y0} : (5.54)

Ĺšăł, ďőłăğăŋă

Šěőřěňă Ď5.27. Ŕşśšĳ ňőďěńĳ Łřăňěřă { Ńşŋďąěřčă (1.18) őŕĺśżćăěšś£ ŕşăś-

śőŋőćśłĺň ŕřőűěśśőň (1.17) ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ – > 0, ćěńĺůĺŋż ”_j, j ∈ N, şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ (5.48) ĺ ĺňěěš ňěśšő (5.53). Šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ řăğőřěŋĺ£ őűěŋĺćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż (5.54), čďě y_0 { ŋăůăńĳŋżľ łăŕĺšăń, ă v_0 > 0 ěśšĳ (ěďĺŋśšćěŋŋżľ) łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ g(v) = 0, v ∈ R_+ (ťşŋłűĺ£ g ććěďěŋă ć (5.49)).

Ŕőłăęěň, łăł ĺďě£ őąřăźěŋĺ£ ěśšěśšćěŋŋőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£ ćřěňěŋĺ ŕőğćőń£ěš ŕőńşůĺšĳ ćăęŋżě řěğşńĳšăšż. Ŕşśšĳ (Gt)t∈T ⊂R { şążćă¿źěě śěňěľ-

śšćő ff-ăńčěąř ć (˙; F; P ), š.ě. G_t ⊂ G_s ⊂ F ŕřĺ s < t, s; t ∈ T . Ŕşśšĳ (X_t)_{t∈T} { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, śőčńăśőćăŋŋżľ ś (G_t)_{t∈T} . Šőčďă (X_t; G_t)_{t∈T} ŋăğżćăěšś£ őąřăšŋżň ňăřšĺŋčăńőň (őąřăšŋżň śşąňăřšĺŋčăńőň, őąřăšŋżň śşŕěřňăřšĺŋčăńőň), ěśńĺ (X_t; G_t)_{t∈U} ŕřĺ U = −T = {−t; t ∈ T } £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň (śşąňăřšĺŋčăńőň, śşŕěřňăřšĺŋčăńőň). Ć ůăśšŋőśšĺ, śšőţăśšĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (X_n; G_n)_{n∈}Z_+ { őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń, ěśńĺ E(X_n|G_{n+1}) = X_{n+1}, n ∈ Z_+. Ğăŕĺśăć ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě ćňěśšő "=" ğŋăł "¿", ŕőńşůĺň őŕřěďěńěŋĺě őąřăšŋőčő śşąňăřšĺŋčăńă (ŕřĺ "6" { őąřăšŋőčő śşŕěřňăřšĺŋčăńă). Ŕőŋ£šĺě őąřăšŋőčő ňăřšĺŋčăńă řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ĺ ŋă ŕřőűěśśż śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^m (m ¿ 1).

Şŕř. 5.28. Ŕşśšĳ 1; : : : ; N { ŋ.ő.ř. ćěłšőřż ć R^m (m ¿ 1) ś E‖1‖ < ∞, čďě ‖ · ‖ { ěćłńĺďőćă ŋőřňă. Ŕőńőęĺň X_n = (1=n) ∑_n k=1 _k, G_{n,N} = ff{X_n; : : : ; X_N }. Ďőłăęĺšě, ůšő (X_n; G_{n,N} )_16_n6_N { őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń.

Şŕř. 5.29. Ŕşśšĳ {n; n ∈ N} { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ (š.ě. ďń£ łăęďőčő N ∈ N ĺ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ (i_1; : : : ; i_N ) ňŋőęěśšćă {1; : : : ; N} ĺňěěň (_{i1} ; : : : ; _{iN} )^D= (_1; : : : ; _N )). Ŕşśšĳ m ∈ N ĺ ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£ g : R^m → R. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ U-śšăšĺśšĺł ćĺďă

U_{n,m} = (C^m_n )^{−1} ∑ 16i1<...<im6n g(_{i1} ; : : : ; _{im} ); n ¿ m:

Ŕőńőęĺň G_{n,m} = ff{U_{k,m}; k ¿ n}, n ¿ m. Ďőłăęĺšě, ůšő (U_{n,m}; G_{n,m})_n¿_m { őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń. Ğďěśĳ C^m_n = n!=(m!(n − m)!).

Šěőřěňă Ď5.30. Ŕşśšĳ (Xn; Gn)n∈Z_+ { őąřăšŋżľ śşąňăřšĺŋčăń. Šőčďă ŕ.ŋ. śş-

źěśšćşěš X_∞ = lim_{n→∞} X_n ∈ [−∞; ∞). Ěśńĺ, łřőňě šőčő, śşźěśšćşěš

lim_{n→∞} EX_n = c > −∞; (5.55)

šő X_∞ ∈ (−∞; ∞) ĺ X_n → X_∞ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞. Ěśńĺ X_n ¿ 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n ∈ Z_+ ĺ EX^p_0 < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő p ∈ (1; ∞), šő X_n → X_∞ ć L^p(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞.

2 Ďń£ ŋěŕşśšőčő ĺŋšěřćăńă (a; b) ĺ N ∈ N ŕşśšĳ ˛N (a; b) őąőğŋăůăěš ůĺśńő ŕěřě-

śěůěŋĺľ śŋĺğş ććěřţ (śň. ś. ??) ŕőńőśż ňăřšĺŋčăńőň (X_N ; G_N ); : : : , (X_0; G_0). Šőčďă

E˛N (a; b) 6 E(X0 − a)^+=(b − a) ŕő ńěňňě 5.10. Śńěďőćăšěńĳŋő,

˛_∞(a; b) := lim_{N →∞} ˛_N (a; b) < ∞ ŕ.ŋ.

(ŕřěďěń śşźěśšćşěš ć śĺńş ňőŋőšőŋŋőśšĺ). Šăł ęě, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 5.11 ğăłń¿ůăěň, ůšő ŕ.ŋ. śşźěśšćşěš X_∞ = lim_{n→∞} X_n. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ĺ (X^+_n ; G_n)_{n∈}Z_+ £ćń£ěšś£ őąřăšŋżň śşąňăřšĺŋčăńőň. Ŕő¡šőňş,

E( lim_{n→∞} X^+_n ) 6 lim inf_{n→∞} EX^+_n 6 EX^+_0 < ∞:

Őšś¿ďă P (X_∞ = ∞) = 0. Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ďőłăğăŋő.

Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (5.55). Ŕőśłőńĳłş EXn ¿ EXn+1, EX^+_n ¿ EX^+_{n+1} ŕřĺ n ∈ Z+, ĺňěěň

E|Xn| = 2EX^+_n − EXn 6 2EX^+_n − c 6 2EX^+_0 − c; n ∈ Z+:

Ĺšăł, sup_n E|X_n| < ∞. Ďőłăęěň řăćŋőňěřŋş¿ ĺŋšěčřĺřşěňőśšĳ {X_n; n ∈ Z_+}. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő " > 0 ćżąěřěň m = m(") ∈ N šăł, ůšőąż EX_n < c + " ŕřĺ n ¿ m. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ¸ > 0 ĺ n ¿ m (ś şůěšőň ăŋăńőčă (5.1) ďń£ śşąňăřšĺŋčăńă), ŕőńşůăěň E|Xn|1{|Xn| ¿ ¸} = EXn1{Xn ¿ ¸} − EXn1{Xn 6 −¸} = = EXn1{Xn ¿ ¸} + EXn1{Xn ¿ −¸} − EXn 6 6 EXm1{Xn ¿ ¸} + EXm1{Xn ¿ −¸} − c = = E|Xm|1{|Xn| ¿ ¸} + EXm − c 6 E|Xm|1{|Xn| ¿ ¸} + " < 2" ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ ¸ (ĺ ćśěţ n ¿ m), ŕőśłőńĳłş sup_n P (|X_n| ¿ ¸) 6 ¸^{−1}E|X_n| → 0 ŕřĺ ¸ → ∞. Őś¿ďă ćĺďĺň, ůšő X_n → X_∞ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞. Ă řăğ X_∞ ∈ L^1, šő, őůěćĺďŋő, |X_∞| < ∞ ŕ.ŋ. Ěśńĺ X_n ¿ 0 ŕ.ŋ. ďń£ n ∈ Z_+ ĺ EX^p_0 < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő p ∈ (1; ∞), šő śńěďśšćĺě 5.9, ŕřĺňěŋěŋŋőě ł X_N ; : : : ; X_0 ďăěš őűěŋłş

E( max_{06n6N} X^p_n) 6 (p=(p − 1))^pE(X^p_0 ):

Şśšřěňĺć N ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ŕőńşůăěň E( sup_{n∈} Z+ X^p_n) < ∞. Łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě

śńěďśšćĺ£ 5.12, ĺňěěň X_n → X_∞ ć L^p(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞. 2

Ğăňěůăŋĺě Ď5.31. Şśńőćĺě (5.55) ćżŕőńŋěŋő ďń£ ń¿ąőčő őąřăšŋőčő ňăřšĺŋčăńă.

Śńěďśšćĺě Ď5.32. Ŕşśšĳ E|X| < ∞ ĺ (Gn)n∈N { ŋěćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćă-

šěńĳŋőśšĳ ff-ăńčěąř ć (˙; F; P ). Ŕőńőęĺň G_∞ = ∩^∞_{n=1}G_n. Šőčďă ŕřĺ n → ∞

X_n := E(X|G_n) → E(X|G_∞) ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ): (5.56)

2 Őůěćĺďŋő, (Xn; Gn)n∈N { řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń. Ć

śĺńş ğăňěůăŋĺ£ Ď5.31 ĺňěěň X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ĺ ć L^1 ŕřĺ n → ∞. Ńěčłő ćĺďěšĳ (ŕő£śŋĺšě), ůšő X_∞ ∈ G_∞|B(R). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő A ∈ G_∞ ŕőńşůăěň

EX∞1 A = lim_{n→∞} EXn1 A = lim_{n→∞} E(E(X1 A|Gn)) = EX1 A: 2

Ŕőłăęěň, łăł šěőřěňă Ńěćĺ (šěőřěňă 5.17) ŕőğćőń£ěš ŋěňěďńěŋŋő ćżćěśšĺ ğăłőŋ 0 ĺńĺ 1 Łőńňőčőřőćă (šěőřěňă 4.11). Ŕşśšĳ {k}k∈N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ć R^m (m ¿ 1), F_n = ff{_k; k 6 n}, G_n = ff{_k; k ¿ n}, n ∈ N. Ďń£ ń¿ąőčő A ∈ G_∞ = ∩^∞_{n=1}G_n ĺňěěň

P (A) = E1_A = E(1_A|F_n) → E(1_A|F_∞) = 1_A ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞; (5.57)

ğďěśĳ F_∞ = ∨^∞_{n=1}F_n = ff{_k; k ∈ N}. Śńěďőćăšěńĳŋő, P (A) řăćŋő 0 ĺńĺ 1. Ňż şůńĺ, ůšő A ∈ F_∞, ŕőśłőńĳłş G_∞ ⊂ F_∞ ĺ šő, ůšő A ŋě ğăćĺśĺš őš F_n ŕřĺ łăęďőň n ∈ N.

Ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ı : N → N ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ (ŕĺźěň ı ∈ ˝(N)), ěśńĺ ı(n) ≠ n ďń£ ŋě ąőńěě ůěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă (ğăćĺś£- źěčő őš ı) ğŋăůěŋĺľ n ∈ N. Ŕşśšĳ {_k}_{k∈}N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă (˙; F; P ). Šőčďă = (_1; _2; : : : ) ěśšĳ F|B(R^∞) { ĺğňěřĺňżľ śńşůăľŋżľ ¡ńěňěŋš (ŕő£śŋĺšě). Ŕőńőęĺň ı = (_{π1} ; _{π2} ; : : : ) ďń£ ŕěřěśšăŋőćłĺ ı = (ı_1; ı_2; : : : ) ňŋőęěśšćă N. Őŕřěďěńĺň ć F ff-ăńčěąřş ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ śőążšĺľ

G = {^{−1}(B); B ∈ B(R^∞) : P (^{−1}(B)´(ı)^{−1}(B)) = 0 ďń£ ı ∈ ˝(N)}:

Šěőřěňă Ď5.33 (ğăłőŋ 0 ĺńĺ 1 Ţĳ¿ĺššă { Ś¡ćĺďęă). Ŕşśšĳ {k}k∈N { ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋ. Šőčďă ff-ăńčěąřă G ćżřőęďěŋă, š.ě. śőďěřęĺš šőńĳłő śőążšĺ£ ćěřő£šŋőśšĺ 0 ĺ 1.

Şŕř. 5.34. (ŕřőďőńęěŋĺě şŕřăęŋěŋĺ£ 5.29) Ŕő šěőřěňě Ď5.30 ŕőńşůăěň, ůšő U_{n,m} → U_{∞,m} ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞:

Ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ď5.33 ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ {_k}_{k∈}N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋ, šő U_{∞,m} = Eg(_1; : : : ; _m).

Şŕř. 5.35. Ŕşśšĳ (Xn; Gn)n∈Z_+ { őąřăšŋżľ śşąňăřšĺŋčăń, ĺ ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (5.55). Ďőłăęĺšě, ůšő X_∞ 6 E(X_m|G_∞), m ∈ Z_+, čďě G_∞ = ∩^∞_{n=1}G_n (X_∞ = lim_{n→∞} X_n śşźěśšćşěš ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕő šěőřěňě Ď5.30). Ĺŋăůě čőćőř£, (X_n; G_n)_{n∈}Z_{+∪{∞}} { őąřăšŋżľ śşąňăřšĺŋčăń. Ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ (X_n; G_n)_{n∈}Z_+ { őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń, šő (X_n; G_n)_{n∈}Z_{+∪{∞}} { őąřăšŋżľ ňăřšĺŋčăń.

Şŕř. 5.36. Ňőęŋő ńĺ ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż Ď5.30 őšłăğăšĳś£ őš şśńőćĺ£ (5.55)?

Śńěďśšćĺě Ď5.37 (şśĺńěŋŋżľ ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń, Łőńňőčőřőć). Ŕşśšĳ 1; _2; : : : { ŋ.ő.ř. ćěłšőřż śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^m (m ¿ 1), ďń£ łőšőřżţ E_1 = a ∈ R^m. Šőčďă

X_n := 1 n n∑ k=1 k → a ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞:

2 Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ śůĺšăěň a = 0 ∈ R^m. Ć śĺńş şŕřăęŋěŋĺ£ 5.28

(X_n; G_{n,N} )_16_n6_N { őąřăšŋżľ (ćěłšőřŋżľ) ňăřšĺŋčăń, ğďěśĳ G_{n,N} = ff{_n; : : : ; _N }, n = 1; : : : ; N. Ć ůăśšŋőśšĺ, X_n = E(X_1|G_{n,N} ) ŕ.ŋ. ďń£ n = 1; : : : ; N. Ŕő šěőřěňě Ńěćĺ (ďń£ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż), şśšřěňĺć N ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ŕőńşůăěň X_n = E(X_1|G_n) ŕ.ŋ., čďě G_n = ff{_k; k ¿ n}. Ć śĺńş śńěďśšćĺ£ Ď5.32, ĺňěěň E(X_1|G_n) → E(X_1|G_∞) ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ n → ∞, čďě ff-ăńčěąřă G_∞ = ∩^∞_{n=1}G_n ćżřőęďěŋă ŕő ğăłőŋş 0 ĺńĺ 1 Łőńňőčőřőćă (5.57). Śńěďőćăšěńĳŋő, E(X_1|G_∞) = 0 ŕ.ŋ. 2

Šěőřěňă Ď5.38 (Ąń¡łş¡ń ĺ Ďşąąĺŋś). Ŕşśšĳ {Xn; n ∈ N} { ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă (˙; F; P ) šăłĺţ, ůšő X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞ ĺ E(sup_n |X_n|) < ∞. Ŕşśšĳ (F_n)_{n∈}N { śěňěľśšćő ff-ăńčěąř ć F, łőšőřżě ńĺąő ćőğřăśšă¿š, ńĺąő şążćă¿š (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńőęĺň F_∞ = ∨^∞_{n=1}F_n ĺńĺ F_∞ = ∩^∞_{n=1}F_n). Šőčďă lim n,k→∞ E(X n|F_k) = E(X_∞|F_∞) ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ): (5.58)

2 Őąőğŋăůĺň

U = lim_{m→∞} sup_{k,n}

¿m E(Xn|Fk); V = lim_{m→∞} inf_{k,n¿m} E(Xn|Fk)

(ŕřěďěńż U ĺ V śşźěśšćş¿š ŕ.ŋ. ć śĺńş ňőŋőšőŋŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ { sup_{k,n} ¿m E(Xn|Fk)} ĺ { inf_{k,n}¿_m E(X_n|F_k)}). Ŕşśšĳ Y_m = sup_n ¿m X_n, m ∈ N. Ğăňěšĺň, ůšő E|Y_n| 6 E(sup_n |X_n|) < ∞,

m ∈ N. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ łăęďőň m ∈ N ŕő šěőřěňě 5.16 ĺńĺ śńěďśšćĺ¿ Ď5.32 E(Ym|Fk) → E(Ym|F∞) ŕ.ŋ. ĺ ć L^1(˙; F; P ) ŕřĺ k → ∞: (5.59)

Ŕőśłőńĳłş X_n 6 Y_m ŕřĺ n ¿ m, šő E(X_n|F_k) 6 E(Y_m|F_k) ŕ.ŋ. ďń£ n ¿ m, k ∈ N. Šőčďă ć śĺńş (5.59) ŕőńşůăěň

U 6 lim_{m→∞} sup_{k¿m} E(Ym|Fk) 6 lim sup_{m→∞} E(Ym|F∞) ŕ.ŋ.

Ĺğ šőčő, ůšő Y_m ↓ X_∞, ĺňěěň E(Y_m|F_∞) ↓ E(X_∞|F_∞) ŕ.ŋ. ŕřĺ m → ∞ (ŕő£śŋĺšě). Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő V ¿ E(X_∞|F_∞). Ŕő¡šőňş U = V ŕ.ŋ. Ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő L^1-śţőďĺňőśšĳ ć (5.58). 2

Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ňŋőęěśšćă śţőďĺňőśšĺ śşąňăřšĺŋčăńőć ŕőść£źěŋ §5, čń. 7 [?]. Ŕřĺćěďěň őďĺŋ řěğşńĳšăš šăłőčő řőďă, ŋě ćőÿěďÿĺľ ć şŕőň£ŋşšş¿ łŋĺčş.

Šěőřěňă Ď5.39 ([?, ś. ??]). Ŕşśšĳ (Xn; Fn)n∈Z_+ { łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ

ňăřšĺŋčăń ĺ {A_n} { ěčő łćăďřăšĺůěśłă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă. Ŕőńőęĺň A_∞ = lim_{n→∞} A_n. Šőčďă {X_n} śţőďĺšś£ ŕ.ŋ. ŋă ňŋőęěśšćě {A_∞ < ∞} ĺ X_n = o(f(A_n)) ŕřĺ n → ∞ ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f : R_+ → R_+, şďőćńěšćőř£¿źěľ şśńőćĺ¿ ∫_∞ 0 (1 + f(t))^{−2}dt < ∞

(ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ťşŋłűĺĺ f(t) = t^{1/2}(log^+ t)^α, čďě ¸ > 1=2).

Ŕőłăęěň, łăł šěőřěňă Ď5.38 ňőęěš ŕřĺňěŋ£šĳś£ ďń£ ŕřőűěśśőć ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň, ďń£ ůěčő ćżŕőńŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżě şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 5.40. Ŕşśšĳ (Ft)t∈R_+ { ŋěşążćă¿źĺľ ŕőšőł ff-ăńčěąř (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ŕőńŋżţ) ć ŕőńŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; P ). Šőčďă F_{t+} = F_{t+}, š.ě. őŕěřăűĺĺ ŕőŕőńŋěŋĺ£ ĺ ğăňżłăŋĺ£ ťĺńĳšřăűĺĺ ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

2 Őůěćĺďŋő, Ft ⊂ F t, ŕő¡šőňş Ft+ ⊂ F t+ ĺ Ft+ ⊂ Ft+ = Ft+ (š.ł. ćśě F t

śőďěřęăš N { śőćőłşŕŋőśšĳ śőążšĺľ ŋşńěćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, šő F_{t+} śőďěřęĺš N ).

Őąřăšŋő. Ft+ ⊂ Ft+h ďń£ ń¿ąőčő h > 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, Ft+ ⊂ F t+h, őšłşďă

F_{t+} ⊂ F_{t+}. 2

Čőćőř£š, ůšő ňăřšĺŋčăń (śşąňăřšĺŋčăń) (X_t; F_t)_{t∈}R_+ şďőćńěšćőř£ěš őążůŋżň şśńőćĺ£ň, ěśńĺ ťĺńĳšřăűĺ£ (F_t)_{t∈}R_+ ŕőńŋă ĺ ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă.

Şŕř. 5.41. Ŕşśšĳ (Xt; Ft)t∈R_+ { śşąňăřšĺŋčăń (ňăřšĺŋčăń) ĺňě¿źĺľ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě śŕřăćă šřăěłšőřĺĺ. Ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő t ∈ R_+ śşźěśšćşěš ‹ = ‹(t) > 0 šăłőě, ůšő E(sup_{s∈[t,t+δ]} |X_s|) < ∞ (ŕő£śŋĺšě, ŕőůěňş sup_{s∈[t,t+δ]} |X_s| ěśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă). Šőčďă (X_t; F_{t+}) { śşąňăřšĺŋčăń (ňăřšĺŋčăń).

2 Ć śĺńş ńěňňż 5.4 ĺ şŕřăęŋěŋĺ£ 5.40 ňőęŋő śřăğş śůĺšăšĳ F t = Ft, t ∈ R+.

Řăśśňőšřĺň 0 6 s < t ĺ ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ s_m ↓ s ŕřĺ m → ∞ ĺ t_n ↓ t ŕřĺ n → ∞ šăłĺě, ůšő s_m < t ďń£ m ∈ N ĺ t_n < t+‹(t), n ∈ N. Šőčďă, ŕő šěőřěňě Ď5.38

E(Xt|Fs+) = lim_{m,n→∞} E(Xt_n |Fs_m ) ¿ (=) lim_{m→∞} Xs_m = Xs ŕ.ŋ., (5.60)

ć (5.60) ğŋăł (=) őšŋőśĺšś£ ł śńşůă¿ ňăřšĺŋčăńőć. 2

Şŕř. 5.42. Şąěďĺšěśĳ, ůšő şśńőćĺ£ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ ćżŕőńŋěŋż ďń£ ćĺŋěřőćśłőčő ĺ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśőć (ŋăŕőňŋĺň, ůšő šřăěłšőřĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋż, ă šřăěłšőřĺĺ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋż śŕřăćă).

Ć ść£ğĺ ś šřěň£ ŕőśńěďŋĺňĺ şŕřăęŋěŋĺ£ňĺ ŕřĺćěďěň śńěďş¿źĺľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă Ď5.43 (śň. [?, ś. 16]). Ŕşśšĳ X = (Xt; Ft)t∈R_+ { śşąňăřšĺŋčăń ĺ ťĺńĳ-

šřăűĺ£ (F_t)_{t∈}R_+ şďőćńěšćőř£ěš őążůŋżň şśńőćĺ£ň. Šőčďă ŕřőűěśś X ĺňěěš ňőďĺťĺłăűĺ¿ ś šřăěłšőřĺ£ňĺ, ŋěŕřěřżćŋżňĺ śŕřăćă, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ťşŋłűĺ£ t → EX_t ĺğ R_+ ć R ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă. Ěśńĺ ¡šă ŋěŕřěřżćŋă£ śŕřăćă ňőďĺťĺłăűĺ£ Y_t, t ∈ R_+, śşźěśšćşěš, šő őŋă ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă šăł, ůšő ąşďěš ĺňěšĳ ć łăęďőľ šőůłě t ∈ (0; ∞) ŕřěďěń śńěćă (čőćőř£š, ůšő ŕřőűěśś šĺŕă cadlag ĺńĺ RCLL) ĺ ąşďěš śőčńăśőćăŋă ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_t)_{t∈}R_+. Ŕřĺ ¡šőň (Y_t; F_t)_{t∈}R_+ { śşąňăřšĺŋčăń.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőčő řăğďěńă şŕőň£ŋěň, ůšő ĺňě¿šś£ řăğńĺůĺŋżě őąőąźěŋĺ£ ňăřšĺŋčăńĳŋőčő śćőľśšćă (ŕőŋ£šĺ£ ńőłăńĳŋőčő ňăřšĺŋčăńă, ďěňĺňăřšĺŋčăńă, śěňĺňăřšĺŋčăńă, ňĺłśĺŋčăńă ĺ ďř., śň. [?], [?, ?], [?]). Ő ňăřšĺŋčăńăţ ś ňŋőčőŕăřăňěšřĺůěśłĺň ĺŋďěłśőň śň. ňőŋőčřăťĺ¿ [?].

Ńěłűĺ£ 6. Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć

Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ ňěř ć ňěšřĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Śţőďĺňőśšĳ ś.¡. ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿. Łřĺšěřĺľ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ. Śőţřăŋěŋĺě śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ŕőď ďěľśšćĺěň ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ. Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ ňěř ć C(T, X ). Őšŋőśĺšěńĳŋă£ śńăąă£ łőňŕăłšŋőśšĳ ĺ ŕńőšŋőśšĳ śěňěľśšćă ňěř. Ťőřňşńĺřőćłă šěőřěňż Ŕřőţőřőćă. Ŕřĺŋűĺŕ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ Ďőŋśłěřă{Ŕřőţőřőćă. Ňŋőčőňěřŋă£ ŰŔŠ Ńĺŋďěąěřčă (ťőřňşńĺřőćłă), ńěňňă ő ňăłśĺňşňě śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Śţěňă ďőłăğăšěńĳśšćă łřĺšěřĺ£ śőčńăśĺ£ Łőńňőčőřőćă. Ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš łăł şśńőćŋżľ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ (ĺ ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ŋěľ) ňż ğăšřőŋěň őůěŋĳ čńşąőłĺľ łřşč ćőŕřőśőć, ść£ğăŋŋżţ ś ăŕŕřőłśĺňăűĺěľ őďŋĺţ ŕřőűěśśőć ďřşčĺňĺ.

Ŋăůŋěň ś ŕőŋ£šĺ£ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ňěř. Ŕşśšĳ (X ; ȷ) | ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřőľ B(X ) ĺ Q_n; Q | ňěřż ŋă (X ; B(X )). Čőćőř£š, ůšő ňěřż Q_n, n ∈ N, śńăąő śţőď£šś£ ł ňěřě Q (őąőğŋăůăěšś£ Q_n ⇒ Q), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ f ∈ C_b(X ; R), š. ě. ŋěŕřěřżćŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ f : X → R, ∫ X f(x)Q_n(dx) → ∫ X f(x)Q(dx); n → ∞; (6.1)

(řăćŋőśĺńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ąřăšĳ f ∈ C_b(X ; C ), š. ě. ŋěŕřěřżćŋżě őčřăŋĺůěŋŋżě f : X → C ; ćňěśšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňěř ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ śěšĺ, š.ě. śěňěľśšćă, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżě ŋăŕřăćńěŋŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ, ŋăŕřĺňěř, Q_ε, " > 0). Ĺŋšěčřăń ťşŋłűĺĺ f ŕő ňěřě Q (łőčďă őŋ őŕřěďěńěŋ) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě ⟨f; Q⟩.

Ěśńĺ śńăążľ ŕřěďěń śşźěśšćşěš, šő őŋ ěďĺŋśšćěŋěŋ, łăł ŕőłăğżćăěš

Ńěňňă 6.1. Ŕşśšĳ ⟨f; Q⟩ = ⟨f;^~Q⟩ ďń£ ćśěţ f ∈ Cb(X ; R). Šőčďă Q =^~Q.

2 Ŕőńĳğş£śĳ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ, ŕřĺćěďěŋŋżňĺ ŕőśńě ťőřňşńż (4.15), ćĺďĺň, ůšő

Q(F ) = ~Q(F ) ďń£ ćśěţ ğăňłŋşšżţ F . Ć śĺńş ńěňňż 2.3 ŕőńşůăěň, ůšő Q = ~Q ŋă B(X ). 2

Šěőřěňă 6.2. Ŕşśšĳ Q; Qn, n ∈ N, | ňěřż ŋă ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ). Šőčďă śőőšŋőÿěŋĺě Q_n ⇒ Q (n → ∞) řăćŋőśĺńĳŋő łăęďőňş ĺğ śńěďş¿źĺţ:

1^∘. lim sup n→∞ Q_n(F ) 6 Q(F ) ďń£ ń¿ąőčő ğăňłŋşšőčő F ∈ B(X );

2^∘. lim inf_{n→∞} Q_n(G) ¿ Q(G) ďń£ ń¿ąőčő őšłřżšőčő G ∈ B(X ); 3^∘. lim_{n→∞} Q_n(B) = Q(B) ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(X ) šăłőčő, ůšő Q(@B) = 0, čďě @B | čřăŋĺűă ňŋőęěśšćă B (@B ğăňłŋşšő ĺ ŕő¡šőňş ćţőďĺš ć B(X )). Ňŋőęěśšćă B, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć şśńőćĺĺ 3^∘, ŋăğżćă¿šś£ Q-ŋěŕřěřżćŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ.

2 Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ĺśţőďŋőě őŕřěďěńěŋĺě (6.1) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş,

ůšő ďń£ ń¿ąőľ f ∈ Cb(X ; R)

lim sup n→∞ ⟨f; Q_n⟩ 6 ⟨f; Q⟩: (6.2)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăňěŋĺć ć (6.2) f ŋă −f, ŕőńşůĺň lim inf_{n→∞} ⟨f; Q_n⟩ ¿ ⟨f; Q⟩.

Ŕşśšĳ Q_n ⇒ Q. Ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě 1^∘. Ďń£ ğăňłŋşšőčő F ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőčő " > 0 ćőğĳňěň f^F_ε (x) = ’(ȷ(x; F )=") ∈ C_b(X ; R), čďě ’(t) = 1 ŕřĺ t 6 0, ’(t) = 1 − t ŕřĺ 0 < t < 1 ĺ ’(t) = 0 ŕřĺ t ¿ 1. Šőčďă Q_n(F ) = ⟨1_F ; Q_n⟩ 6 ⟨f^F_ε ; Q_n⟩, ŕőśłőńĳłş 1_F 6 f^F_ε (ĺŋďĺłăšőř őŕřěďěńěŋ ťőřňşńőľ (1.15)). Ć śĺńş (6.2)

lim sup n→∞ Q_n(F ) 6 lim sup_{n→∞} ⟨f^F_ε ; Q_n⟩ 6 ⟨f^F_ε ; Q⟩:

Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő ŕő šěőřěňě Ńěąěčă ⟨f^F_ε ; Q⟩ → ⟨1_F ; Q⟩ = Q(F ) ŕřĺ " → 0.

Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő 1^∘. Ďőłăęěň, ůšő Qn ⇒ Q. Ŋěřăćěŋśšćő (6.2) ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň şśńőćĺĺ 0 < f(x) < 1, ćżŕőńŋěŋĺ£ łőšőřőčő ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň af(x)+b, čďě a > 0, b ∈ R. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě k ∈ N ĺ řăśśňőšřĺň ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă F_i = {x: f(x) ¿ i=k}, i = 0; : : : ; k.

Őąőğŋăůĺň C_i = { i − 1

k 6 f(x) <^i_k^}, š. ě. Ci = Fi−1 \ Fi, i = 1; : : : ; k. Šőčďă k∑ i=1 i − 1 k Q(C_i) 6 ∫ X f(x)Q(dx) 6 k∑ i=1 i k Q(C_i): (6.3)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő^k ∑ i=1 i k Q(C_i) =^k ∑ i=1 i k (Q(F_{i−1}) − Q(F_i)) = 1 k + 1 k k∑ i=1 Q(F_i). Ăŋăńő-

čĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě śşňňż ć ńěćőľ ůăśšĺ (6.3) ďăěš 1 k k∑ i=1 Q(F_i) 6 ∫ X f(x)Q(dx) 6 1 k + 1 k k∑ i=1 Q(F_i): (6.4)

Ğăŕĺśăć ŋěřăćěŋśšćő ćĺďă (6.4) ĺ ďń£ Q_n, ŕőńşůĺň

lim sup n→∞ ⟨f; Q_n⟩ 6 1 k + lim sup n→∞ 1 k k∑ i=1 Q_n(F_i) 6 1 k + 1 k k∑ i=1 Q(F_i) 6 1 k + ⟨f; Q⟩:

Şůĺšżćă£ ŕřőĺğćőńĳŋőśšĳ k, ŕřĺţőďĺň ł (6.2). Śńěďőćăšěńĳŋő, Q_n ⇒ Q.

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ şśńőćĺľ 2^∘ ĺ 1^∘ őůěćĺďŋă (śńěďşěš ŕěřěľšĺ ł ďőŕőńŋěŋĺ£ň). Ŕőłăęěň, ůšő şśńőćĺě 1^∘ ćńěůěš 3^∘. Őąőğŋăůĺň B^∘ ćŋşšřěŋŋőśšĳ ňŋőęěśšćă B, ă [B] | ěčő ğăňżłăŋĺě. Šőčďă, ŕřĺňěŋĺć 1^∘ ĺ 2^∘, ĺňěěň

Q([B]) ¿ lim sup_{n→∞} Q_n([B]) ¿ lim sup_{n→∞} Q_n(B) ¿

¿ lim inf_{n→∞} Qn(B) ¿ lim inf_{n→∞} Qn(B^∘) ¿ Q(B^∘): (6.5)

Ŋő Q([B]) = Q(B) = Q(B^∘), ŕőśłőńĳłş Q(@B) = 0 ([B] \ B ∈ @B ĺ B \ B^∘ ∈ @B), ŕő¡šőňş ĺğ (6.5) śńěďşěš şśńőćĺě 3^∘.

Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 3^∘, ŕőłăęěň, ůšő ćěřŋő 1^∘. Ćőğĳňěň ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő F ĺ řăśśňőšřĺň F^ε = {x ∈ X : ȷ(x; F ) < "}, čďě " > 0. Ğăňěšĺň, ůšő @F^ε ⊂ {x: ȷ(x; F ) = "}, ŕő¡šőňş @F^ε ∩ @F^δ = ? ŕřĺ " ≠ ‹. Ĺšăł, Q(@F^ε) > 0 ŋě ąőńěě ůěň ďń£ śůěšŋőčő ňŋőęěśšćă ". Ŕő¡šőňş ćżąěřěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ "_k ↓ 0 šăłş¿, ůšő Q(@F^{εk} ) = 0, k ∈ N. Šőčďă lim sup_{n→∞} Q_n(F ) 6 lim_{n→∞} Q_n(F^{εk} ) = Q(F^{εk} ) ďń£

ń¿ąőčő k. Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő Q(F^{εk} ) → Q(F ) ŕřĺ k → ∞. 2

Ŕşśšĳ ğăďăŋż ćěřő£šŋőśšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă (˙; F; P ), (˙_n; F_n; P_n), n ∈ N, ĺ ś.¡. X : ˙ → X ĺ X_n : ˙_n → X , š. ě. śőőšćěšśšćěŋŋő F | B(X ) ĺ F_n | B(X )-ĺğňěřĺňżě őšőąřăęěŋĺ£. Ś.¡. X_n ŋăğżćă¿šś£ śţőď£źĺňĺś£ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ł X (ŕĺÿşš

X_n^D→ X), ěśńĺ P_{Xn} ⇒ P_X ŕřĺ n → ∞ (śň. (1.5)). Ŕőńĳğş£śĳ (2.10), ćĺďĺň, ůšő X_n^D→ X šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

Enf(Xn) → Ef(X)

ďń£ ń¿ąőľ f ∈ C_b(X ; R) (ňőęŋő ąřăšĳ f ∈ C_b(X ; C )). Ğďěśĳ E_n őąőğŋăůăěš ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ŕő ňěřě P_n.

Šěőřěňă 6.3. Ŕşśšĳ (X ; B(X )), (Y; B(Y)) | ňěšřĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ h |

ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě X ć Y. Ěśńĺ X_n^D→ X (X_n; X ŕřĺŋĺňă¿š ğŋăůěŋĺ£ ć X ), šő h(X_n)^D→ h(X); n → ∞: (6.6)

İłćĺćĺăńěŋšŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: ěśńĺ Q_n ⇒ Q ŋă (X ; B(X )), šő Q_nh^{−1} ⇒ Qh^{−1} ŋă Y; B(Y)) ŕřĺ n → ∞.

2 Ćőğĳňěň ŋěŕřěřżćŋş¿ ĺ őčřăŋĺůěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ g : Y → R. Šőčďă g∘h ∈

∈ C_b(X ; R) łăł śşŕěřŕőğĺűĺ£ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ őčřăŋĺůěŋŋőľ ŋěŕřěřżćŋőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, Eg(h(X_n)) → Eg(h(X)), n → ∞, ůšő ďőłăğżćăěš (6.6).

Ŕő ńěňňě 1.6 őŕřěďěńěŋż ś.¡. X_n, X, šăłĺě ůšő Q_n = P_{Xn} , n ∈ N, ĺ Q = P_X . Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

Q_nh^{−1} = P_{h(Xn)}; Qh^{−1} = P_{h(X)}: 2 Ńěňňă 6.4. Qn ⇒ Q ŕřĺ n → ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺğ łăęďőľ ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_k} ⊂ N ňőęŋő ĺğćńěůĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n^′_k} šăłş¿, ůšő Q_n′_k ⇒ Q ŕřĺ k → ∞.

2 Ŋěőąţőďĺňőśšĳ őůěćĺďŋă. Ďőłăęěň ďőśšăšőůŋőśšĳ. Ďőŕşśšĺň, ůšő ćżŕőńŋěŋő

şšćěřęďěŋĺě ő ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ, ŋő Q_n ̸⇒Q ŕřĺ n → ∞. Šőčďă śşźěśšćş¿š f ∈ C_b(X ; R) ĺ {m_k} ⊂ N šăłĺě, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő " > 0

|⟨f; Q_{mk} ⟩ − ⟨f; Q⟩| > " ŕřĺ ćśěţ k ∈ N:

Ćĺďĺň, ůšő ŋěćőğňőęŋő ŋăľšĺ {m^′_k} ⊂ {m_k} šăłş¿, ůšő Q_m′_k ⇒ Q ŕřĺ k → ∞. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. 2

Śěňěľśšćő ňěř {Q_α; ¸ ∈ ~} ŋă (X ; B(X )) ŋăğżćăěšś£ śńăąő őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋżň, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Q_{αn} (n ∈ N) ňőęŋő ĺğćńěůĳ śńăąő śţőď£źş¿ś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Q_α′_n (śţőď£źş¿ś£ ŋěőą£ğăšěńĳŋő ł ¡ńěňěŋšş ¡šőčő śěňěľśšćă). Őůěćĺďŋő, ń¿ąă£ śńăąő śţőď£źă£ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ £ćń£ěšś£ śńăąő őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋőľ. Ńěčłő ŕőśšřőĺšĳ (ćőğĳňĺšě ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, śńăąő śţőď£źĺěś£ ł řăğŋżň ŕřěďěńăň, ĺ śőśšăćĳšě ĺğ ŋĺţ őďŋş) śńăąő őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ŋě ĺňě¿źş¿ śńăąőčő ŕřěďěńă. Ŕőńŋş¿ ść£ğĳ ňěęďş ďćşň£ ¡šĺňĺ ŕőŋ£šĺ£ňĺ řăśłřżćăěš

Šěőřěňă 6.5. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňěř {Qn}n∈N ŋă ňěšřĺ-

ůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B(X )) ĺňěńă śńăążľ ŕřěďěń, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ążńă őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋőľ ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋăÿěńś£ šăłőľ łńăśś ťşŋłűĺľ H ⊂ C_b(X ; R), ůšő

1) śşźěśšćşěš lim_{n→∞}⟨h; Q_n⟩ ŕřĺ łăęďőň h ∈ H, 2) ďń£ ń¿ążţ ňěř Q ĺ ~Q ŋă (X ; B(X )) śőőšŋőÿěŋĺě

⟨h; Q⟩ = ⟨h; ~Q⟩ ŕřĺ ćśěţ h ∈ H (6.7)

ćńěůěš Q = ~Q ŋă B(X ).

2 Ŋěőąţőďĺňőśšĳ őůěćĺďŋă (ćőğĳňěň H = Cb(X ; R) ĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ ńěňňőľ 6.1).

Ďőśšăšőůŋőśšĳ. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {nk} ⊂ N ćżąěřěň ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n^′_k} šăłş¿, ůšő Q_n′_k ⇒ Q ŕřĺ k → ∞. Šőčďă ⟨f; Q_n′_k ⟩ → ⟨f; Q⟩ ďń£ ćśěţ f ∈ C_b(X ; R), ĺ ć śĺńş şśńőćĺ£ 1) ćĺďĺň, ůšő

lim_{n→∞}⟨h; Q_n⟩ = ⟨h; Q⟩ ŕřĺ łăęďőň h ∈ H: (6.8)

Ďőŕşśšĺň, ůšő Q_n ̸⇒Q ŕřĺ n → ∞. Šőčďă ŕő ńěňňě 6.4 ŋăľďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {m_k} ⊂ N šăłă£, ůšő Q_{mk} ⇒ ~Q ŕřĺ k → ∞ ĺ ~Q ≠ Q. Ĺğ 6.8 ćżšěłăěš, ůšő ⟨h; Q⟩ = ⟨h; ~Q⟩ ďń£ ćśěţ h ∈ H. Śőčńăśŋő şśńőćĺ¿ 2) ĺňěěň Q = ~Q. Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. 2

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőűěśśż X = {Xt; t ∈ T } ĺ X^{(n)} = {X^{(n)}_t ; t ∈ T },

n ∈ N, ğăďăŋŋżě ŋă ŋěłőšőřżţ (˙; F; P ) ĺ (˙n; Fn; Pn) ĺ ŕřĺŋĺňă¿źĺě ŕřĺ łăęďőň

t ∈ T ğŋăůěŋĺ£ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X_t. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1.4 ĺňěěň X ∈ F|B_T ĺ X^{(n)} ∈ F_n|B_T ; n ∈ N. Ěśšěśšćěŋŋő ążńő ąż őŕřěďěńĺšĳ śńăąş¿ śţőďĺňőśšĳ ŕřőűěśśőć X^{(n)} ł X łăł śńăąş¿ śţőďĺňőśšĳ ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺľ ŋă B_T , őďŋăłő śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ ććěďěŋă ďń£ ňěř ŋă ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřě ňěšřĺůěśłőčő (ňőęŋő ĺ šőŕőńőčĺůěśłőčő) ŕřőśšřăŋśšćă. Ć őąźěň śńşůăě ŋěńĳğ£ şšćěřęďăšĳ, ůšő X_T ďőŕşśłăěš ňěšřĺğăűĺ¿, ŕřĺ łőšőřőľ B_T = B(X_T ). Ć ŋěłőšőřżţ śńşůă£ţ ¡šş šřşďŋőśšĳ ňőęŋő ŕřěőďőńěšĳ, şůĺšżćă£, ůšő šřăěłšőřĺĺ ĺğşůăěňżţ ŕřőűěśśőć ńěęăš (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1) ć őŕřěďěńěŋŋőň śőąśšćěŋŋőň ŕőďňŋőęěśšćě ŕřőśšřăŋśšćă X_T .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕşśšĳ T { ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ C(T; X ) { ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă T śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X (ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ), śŋăąęěŋŋőě šőŕőńőčĺěľ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋă łőňŕăłšăţ, š.ě. ňěšřĺłőľ ȷ_C ćĺďă (3.20). Őąőğŋăůĺň B(C(T; X )) ąőřěńěćśłş¿ ff-ăńčěąřş ć (C(T; X ); ȷ_C). Ŕşśšĳ B_T (C(T; X )) { űĺńĺŋďřĺůěśłă£ ff-ăńčěąřă ć C(T; X ), š.ě. ff-ăńčěąřă, ŕőřőęďěŋŋă£ "ŋěŕřěřżćŋżňĺ űĺńĺŋďřăňĺ" ćĺďă ı^{−1}_{t1,... ,tk} (B), čďě B ∈ B(X^k), t_1; : : : ; t_k ∈ T , k ∈ N (ć ŕřőśšřăŋśšćě X^k ąěřěšś£ ňěšřĺłă šĺŕă (2.1)), ă őšőąřăęěŋĺě ı_{t1,... ,tk} : C(T; X ) → X^k ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

ı_{t1,... ,tk} x = (x(t_1); : : : ; x(t_k)); x ∈ C(T; X ): (6.9)

Šěőřěňă 6.6. Ŕşśšĳ C(T; X ) { ććěďěŋŋőě ćżÿě ŕřőśšřăŋśšćő. Šőčďă śŕřăćěď-

ńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

a) B(C(T; X )) = B_T (C(T; X )), b) ěśńĺ ş ňěř Q; ~Q, ğăďăŋŋżţ ŋă B(C(T; X )) śőćŕăďă¿š ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£, š.ě.

Qı^{−1}_{t1,... ,tk} = ~Qı^{−1}_{t1,... ,tk} ďń£ t_1; : : : ; t_k ∈ T; k ∈ N; (6.10)

šő Q = ~Q ŋă B(C(T; X )),

c) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňěř {Q_n}_{n∈}N ŋă B(C(T; X )) ĺňěěš śńăążľ ŕřěďěń ŕřĺ n → ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋă ĺ śşźěśšćş¿š śńăążě ŕřěďěńż ş ćśěţ łőŋěůŋőňěřŋżţ řăśŕřěďěńěŋĺľ, š.ě. ŕřĺ łăęďżţ t_1; : : : ; t_k ∈ T ĺ k ∈ N ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ Q_nı^{−1}_{t1,... ,tk} }_{n∈}N ĺňěěš śńăążľ ŕřěďěń.

2 a) B(C(T; X )) ⊂ BT (C(T; X )) ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.2 ĺ ńěňňż 3.9, ŕřĺ ďőłăğăšěńĳ-

śšćě łőšőřőľ ążńő şśšăŋőćńěŋő, ůšő ń¿ąőľ ğăňłŋşšżľ ÿăř ćţőďĺš ć B_T (C(T; X )). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ń¿ąőľ "ŋěŕřěřżćŋżľ űĺńĺŋďř" ŕřĺŋăďńěęĺš B(C(T; X )) śőčńăśŋő śńěďśšćĺ¿ 1.2 ś şůěšőň ŋěŕřěřżćŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺľ ı_{t1,... ,tk} ŕřĺ ćśěţ t_1; : : : ; t_k ∈ T ,

k ∈ N. Ŕő¡šőňş BT (C(T; X )) ⊂ B(C(T; X )).

b) Ěśńĺ Q ĺ ~Q śőćŕăďă¿š ŋă ăńčěąřě "ŋěŕřěřżćŋżţ űĺńĺŋďřőć" ć C(T; X ), šő őŋĺ śőćŕăďă¿š ŋă ŕőřőęďěŋŋőľ ĺňĺ ff-ăńčěąřě B_T (C(T; X )), ă ğŋăůĺš, ŕő ďőłăğăŋŋőňş ŕşŋłšş a) ĺ ŋă B_T (C(T; X )).

c) Ŋěőąţőďĺňőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż 6.3 ĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺľ (6.9). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋőśšĺ řăśśňőšřĺň łńăśś ťşŋłűĺľ

H = {h = g_k ∘ ı_{t1,... ,tk} ; čďě g_k ∈ C_b(X^k; R); t_1; : : : ; t_k ∈ T; k ∈ N}:

Śőčńăśŋő ťőřňşńě (2.10) ďń£ h = g_k ∘ ı_{t1,... ,tk} ∈ H ĺňěěň

⟨h; Q_n⟩ = ⟨g_k; Q_nı^{−1}_{t1,... ,tk} ⟩: (6.11)

Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ {Q_nı_{t1,... ,tk} }_{n∈}N ć śĺńş (6.11) őąěśŕěůĺćăěš ćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺ£ 1) šěőřěňż 6.5. Şśšăŋőćĺň śŕřăćěďńĺćőśšĳ şśńőćĺ£ 2) šěőřěňż 6.5. Šă ęě ťőřňşńă (6.11) ğăŕĺśăŋŋă£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ňěř Q, ~Q ćňěśšő Q_n, ĺ ńěňňă 6.1 ŕőłăğżćă¿š, ůšő ĺňěěš ňěśšő (6.10). Ğŋăůĺš, ŕő ďőłăğăŋŋőňş ć ŕşŋłšě b) Q = ~Q ŋă B_T (C(T; X )). 2 Ĺšăł, śţőďĺňőśšĳ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć C(T; X ) ćńěůěš śńăąş¿ śţőďĺňőśšĳ ĺţ ł.-ň.ř. Őďŋăłő őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ŋěćěřŋő, łăł ŕőłăğżćăěš śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř 6.7. Ŕşśšĳ ňěřă Qn śőśřěďőšőůěŋă ŋă ťşŋłűĺĺ xn(·) ∈ C[0; 1], ĺğőąřăęěŋŋőľ ŋă řĺś. 6.1, š. ě. Q_n = ‹_{xn} , n ∈ N (Àďěńĳšă-ňěřăÁ ‹_x(A) = 1_A(x)). Ŕőńőęĺň X_n(t; !) = x_n(t) ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙ = C[0; 1], t ∈ [0; 1] (F = B(C[0; 1])); šőčďă Q_n = P_{Xn} . 6 - 1

0^{1/2n 1/n} 1 t x_n(t)

Řĺś. 6.1

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R^k), k ∈ N ĺ t_1; : : : ; t_k ∈ [0; 1]

‹_{xn}ı^{−1}_{t1,... ,tk} (B) = ‹_{xn} {! ∈ C[0; 1]: (!(t_1); : : : ; !(t_k)) ∈ B} = 1_B(x_n(t_1); : : : ; x_n(t_k)):

Ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ĺňěěň x_n(t_i) = 0, i = 1; : : : ; k. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ¡šĺţ n 1_B(x_n(t_1); : : : ; x_n(t_k)) = 1_B(0; : : : ; 0) = ‹_{x0} ı^{−1}_{t1,... ,tk} (B); čďě x_0(t) = 0, t ∈ [0; 1]. Ěśńĺ ąż śşźěśšćőćăńă ňěřă Q, šăłă£ ůšő ‹_{xn} ⇒ Q (ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ Q śńěďőćăńă ąż ĺğ ńěňňż 6.1), šő ďń£ ćśěţ k ∈ N ĺ t_1; : : : ; t_k ∈ T Q_nı^{−1}_{t1,... ,tk} ⇒ Qı^{−1}_{t1,... ,tk} ; n → ∞: Ŋő šőčďă ć śĺńş ŕşŋłšă b) šěőřěňż 6.6 ŕőńşůăěň, ůšő Q = ‹_{x0} . Ćőğĳňěň ć C[0; 1] ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő F = {x(·) : sup_{t∈[0,1]} x(t) ¿ 1}. Őůěćĺďŋő, ‹_{x0} (F ) = 0 ĺ ‹_{xn}(F ) = 1 ďń£ n ∈ N. Śőčńăśŋő šěőřěňě 6.2 (ŕşŋłš 1^∘) śőőšŋőÿěŋĺě ‹_{xn} ⇒ ‹_{x0} ŕřĺ n → ∞ ŋěćőğňőęŋő.

Őłăğżćăěšś£, ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ łőňŕăłšŋőśšĳ¿ śěňěľśšćă ňěř ść£ğăŋő ŕőŋ£šĺě ŕńőšŋőśšĺ. Śěňěľśšćő ňěř {Qα; ¸ ∈ ~} ŋă ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; ȷ) ŋăğżćăěšś£ ŕńőšŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ňőęŋő ŋăľšĺ łőňŕăłš K_ε, šăłőľ ůšő Q_α(K_ε) > 1 − " ŕřĺ ćśěţ ¸ ∈ ~.

Ŕřĺćěďěň śńěďş¿źĺľ ğăňěůăšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš (ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ďăŋő ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 3).

Šěőřěňă 6.8 (Ŕřőţőřőć). Ěśńĺ śěňěľśšćő ňěř ŕńőšŋő, šő őŋő śńăąő őšŋő-

śĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋő. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő X ŕőńĳśłőě, šő śńăąő őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋőě śěňěľśšćő ňěř £ćń£ěšś£ ŕńőšŋżň.

Ŕşśšĳ ďăńěě T = [0; 1]. Ŕřőśšřăŋśšćő C[0; 1] £ćń£ěšś£ ŕőńĳśłĺň, ŕő¡šőňş ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ šřěąşěšś£ şňěšĳ ŕřőćěř£šĳ ŕńőšŋőśšĳ śěňěľśšćă ňěř ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ďń£ ťşŋłűĺĺ x : [0; 1] → R ĺ ‹ > 0 őŕřěďěńĺň ňőďşńĳ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

´(x; ‹) = sup_{s,t∈[0,1]} |s−t|<δ |x(s) − x(t)|:

Ĺğ šěőřěňż Ăřűěńă { Ăśłőńĺ, őŕĺśżćă¿źěľ łőňŕăłšż ć C[0; 1] (śň., ŋăŕř., [?, ś. 302]), ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš

Šěőřěňă 6.9. Śěňěľśšćő ňěř {Qn; n ∈ N} ć C[0; 1] ŕńőšŋő šőčďă ĺ šőńĳłő

šőčďă, łőčďă őďŋőćřěňěŋŋő ĺňěěň

1^∘. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš M = M(") > 0 šăłőě, ůšő

Q_n(x(·): |x(0)| ¿ M) 6 " ďń£ ćśěţ n ∈ N:

2^∘. Ďń£ ń¿ążţ "; > 0 śşźěśšćş¿š ‹ = ‹("; ) > 0 ĺ m_0 = m_0("; ; ‹) šăłőě, ůšő

Q_n(x(·): ´(x; ‹) ¿ ") 6 ďń£ ćśěţ n ¿ m_0:

Ğăňěůăŋĺě 6.10. Ćňěśšő ŕřőćěřłĺ şśńőćĺ£ 2^∘ ążćăěš şďőąŋěě ŕřőćěřĺšĳ őąěśŕěůĺćă¿źěě ěčő şśńőćĺě

2^′. Ďń£ ń¿ążţ "; > 0 śşźěśšćşěš N("; ) ∈ N šăłőě, ůšő N∑ i=1 Q_n ( sup i−1 N 6s6^i_N | | | |x(s) − x ( i − 1 N )| | | ¿ " ) 6 ďń£ ćśěţ n ¿ n0("; ; N):

Šěŕěřĳ ňż ŕőłăęěň, ůšő śńşůăľŋżě ńőňăŋżě, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő ŋěğăćĺśĺňżň śńşůăľŋżň ćěńĺůĺŋăň, ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě ňőčşš ążšĳ ąńĺğłĺ ł ćĺŋěřőćśłőňş ŕřőűěśśş.

Ŋăůŋěň ś ŋěőąţőďĺňżţ şšőůŋěŋĺľ. Ŕşśšĳ X_{n,i}, i = 1; : : : ; m_n, n ∈ N, | ŋěğăćĺśĺňżě ć łăęďőľ n-ľ śěřĺĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż šăłĺě, ůšő EX_{n,i} = 0, i = 1; : : : ; m_n, ĺ^{mn} ∑ i=1 ff^2_{n,i} = 1, čďě ff^2_{n,i} = EX^2_{n,i}. Ěśńĺ Y_{n,i} (i = 1; : : : ; m_n) | ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż ś łőŋěůŋżňĺ ďĺśŕěřśĺ£ňĺ ĺ ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ¡šĺţ ćěńĺůĺŋ ŋěćżřőęďěŋŋă, šő ł şłăğăŋŋőľ śţěňě ňőęŋő ŕěřěľšĺ ŋőřňĺřőćłőľ, ŕőńőęĺć X_{n,i} = (Y_{n,i} − EY_{n,i})=B_n, B^2_n =^{mn} ∑ i=1 DYn,i. Őąőğŋăůĺň t_{n,0} = 0, t_{n,j} =^j ∑ i=1 ff^2_{n,i} (šőčďă t_{n,kn} = 1), S_{n,0} = 0, S_{n,j} =^j ∑ i=1 X_{n,i}, j = 1; : : : ; m_n. Őŕřěďěńĺň ŕřĺ łăęďőň ! ∈ ˙ ťşŋłűĺ¿ S_n(t; !), t ∈ [0; 1], łăł ŋěŕřěřżćŋş¿ ńőňăŋş¿ ś şğńăňĺ (tn,j; Sn,j ), j = 0; : : : ; mn, š. ě.

S_n(t; !) = S_{n,i−1} +

(t − t_{n,i−1}) t_{n,i} − t_{n,i−1} X_{n,i} ŕřĺ t ∈ [t_{n,i−1}; t_{n,i}] (6.12)

(śň. řĺś. 6.2). Ğďěśĳ ĺ ďăńěě ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćśě ff_{n,i} > 0, ĺŋăůě čőćőř£, ňż ĺśłń¿ůăěň ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£ X_{n,i} = 0 ŕ.ŋ. Ťőřňşńă (6.12) ŕőłăğżćăěš, ůšő S_n(t; !) ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; 1] £ćń£ěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ă šăł łăł šřăěłšőřĺĺ S_n(·; !) ŋěŕřěřżćŋż ŕřĺ ćśěţ ! ∈ ˙, šő ŕő ńěňňě 3.9 S_n(·) | ś.¡. ć ŕřőśšřăŋśšćě C[0; 1]. Ŕşśšĳ P_n = P_{Sn(·)} ŋă B(C[0; 1]).

-

6 q q q q_{0 tn,i−1 tn,i 1 t} S_{n,i−1} S_{n,i}

S_{n,kn}

Řĺś. 6.2

Šěőřěňă 6.11 (Ŕřőţőřőć). Ŕşśšĳ ďń£ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ćěńĺůĺŋ Xn,i, i = 1; : : : ; m_n, n ∈ N, ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě Ńĺŋďěąěřčă: mn∑ i=1 EX^2_{n,i}1 {|X_{n,i}|>ε} → 0 ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŕřĺ n → ∞: (6.13)

Šőčďă P_n ⇒ W (n → ∞), čďě W | ňěřă Ćĺŋěřă. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, S_n(·)^D→ W ŕřĺ n → ∞, čďě W | ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Ŕřěęďě ůěň ďőłăğżćăšĳ ¡šőš řěğşńĳšăš, śďěńăěň ŋěłőšőřżě ğăňěůăŋĺ£. Ďń£ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋ X_1; X_2; : : : ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ Ďőŋśłěř ĺśśńěďőćăń śńşůăľŋżě ńőňăŋżě ś şğńăňĺ (i=n; S_i= √ n), i=0; : : :; n. Şšćěřęďěŋĺě S_n(·)^D→ W (·) ŋăğżćă¿š ŕřĺŋűĺŕőň ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ Ďőŋśłěřă{Ŕřőţőřőćă. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő šěőřěňă 6.11 ćłń¿ůăěš ć śěą£ őążůŋş¿ űěŋšřăńĳŋş¿ ŕřěďěńĳŋş¿ šěőřěňş (ďń£ śěřĺľ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ ć şśńőćĺ£ţ Ńĺŋďěąěřčă). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťşŋłűĺőŋăń h(x(·)) = x(1) | ¡šő ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě C[0; 1] ć R. Ŕő¡šőňş śőčńăśŋő šěőřěňě 6.3 ĺňěěň ŕřĺ n → ∞

h(S_n(·))^D→ h(W (·)); š. ě. S_n(1) = S_{n,mn}^D→ W (1) ∼ N (0; 1): (6.14)

İšő řăśśşęďěŋĺě őąž£śŋ£ěš, ŕőůěňş šěőřěňş 6.12 ŋăğżćă¿š šăłęě ťşŋłűĺőŋăńĳŋőľ űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňőľ. Łřőňě šőčő, őŋő řăğž£śŋ£ěš ĺ ŕřőĺśţőęďěŋĺě šěřňĺŋă ŕřĺŋűĺŕ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ (ć śńăąőľ ťőřňě, š. ł. řěůĳ ĺďěš ő śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ). Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŕřěďěńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě h(S_n(·)) ąşďěš šăłĺň ęě, łăł ş h(W (·)), łăłĺě ąż śěřĺĺ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ Ńĺŋďěąěřčă, ňż ŋĺ ąřăńĺ, ŕřĺ ¡šőň h ňőęěš ążšĳ ń¿ążň ŋěŕřěřżćŋżň őšőąřăęěŋĺěň, ğăďăŋŋżň ŋă C[0; 1]. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺőŋăńă őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ňőęŋő ĺśśńěďőćăšĳ ¡šőš ťşŋłűĺőŋăń őš śńşůăľŋżţ ńőňăŋżţ, ŕőśšřőěŋŋżţ ŕő ŕřőśšżň ŋěğăćĺśĺňżň śńşůăľŋżň ćěńĺůĺŋăň, şďőćńěšćőř£¿źĺň şśńőćĺ¿ Ńĺŋďěąěřčă. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż Y_n, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ −1 ĺ +1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1=2 (śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě), ĺ őš ŋĺţ ŕěřěţőďĺšĳ ł śţěňě śěřĺľ: X_{n,i} = Y_i= √ n, i = 1; : : : ; n, n ∈ N.

2 Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 6.11 ćőśŕőńĳğşěňś£ šěőřěňőľ 6.6. Ŕřőćěřĺň

śţőďĺňőśšĳ ł.-ň.ř. Sn(·). Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k ∈ N ĺ 0 6 t1 < : : : < tk 6 1 ćżŕőńŋěŋő P_nı^{−1}_{t1,... ,tk} ⇒ W ı^{−1}_{t1,... ,tk} (n → ∞), ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě,

(S_n(t_1); : : : ; S_n(t_k))^D→ (W (t_1); : : : ; W (t_k)):

Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ tj, j = 1; : : : ; k, ŕřĺ łăęďőň n ŋăľďěň ąńĺęăľÿş¿ ł ŋěľ śńěćă šőůłş śřěďĺ tn,i, i = 1; : : : ; mn, š. ě. t^{(n)}_j = max_{i=1,... ,mn}{tn,i 6 tj}. Ĺğ şśńőćĺ£

Ńĺŋďěąěřčă ćżšěłăěš (ąőńěě őąźĺľ řěğşńĳšăš őąž£śŋěŋ ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 2), ůšő max 16i6mn ff^{2n,i} → 0; n → ∞; (6.15)

ŕő¡šőňş max_16_i6_{mn}(t_{n,i} − t_{n,i−1}) → 0 ŕřĺ n → ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, t^{(n)}_j → t_j ŕřĺ n → ∞

ďń£ łăęďőčő j = 1; : : : ; k. Ěśńĺ t^{(n)}_j = t_{n,l}, l = l(j; n), šő |S_n(t_j) − S_n(t^{(n)}_j )| 6

6 |Sn(tn,l+1) − Sn(tn,l)| 6 |Xn,l|. Ć śĺńş (6.15) ĺňěěň Sn(tj) − Sn(t^{(n)}_j )^P→ 0 ŕřĺ n → ∞

ďń£ j = 1; : : : ; k. Šăłĺň őąřăğőň, ďőśšăšőůŋő şśšăŋőćĺšĳ, ůšő

Z_n := (S_n(t^{(n)}_1 ); : : : ; S_n(t^{(n)}_k ))^D→ Z := (W (t_1); : : : ; W (t_k)); n → ∞: (6.16)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ Z_n; Y_n; Z | śńşůăľŋżě ćěłšőřż śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^k, šăłĺě ůšő Z_n^D→ Z, ă Y_n^P→ 0 (š. ě. śţőď£šś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ł ŋşń¿ ćśě łőňŕőŋěŋšż Y_n), šő Z_n + Y_n^D→ Z (ŕřĺňěŋĺšě ŕşŋłš 1^∘ šěőřěňż 6.2).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (6.16) ćőśŕőńĳğşěňś£ ňŋőčőňěřŋőľ űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňőľ (ěě ďőłăğăšěńĳśšćő ďăŋő ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 2).

Řăśśňőšřĺň ć R^k śńşůăľŋżě ćěłšőřż _{n,i}, i = 1; : : : ; m_n, ŋěğăćĺśĺňżě ć łăęďőľ n-ľ śěřĺĺ (n ∈ N), šăłĺě ůšő E_{n,i} = 0 ĺ E‖_{n,i}‖^2 < ∞ ďń£ ćśěţ n; i, čďě ‖·‖ { ěćłńĺďőćă ŋőřňă ć R^k. Őąőğŋăůĺň B^2_{n,i} = D_{n,i} ďĺśŕěřśĺőŋŋżě ňăšřĺűż, š. ě. ňăšřĺűż ĺğ

łőćăřĺăűĺľ łőňŕőŋěŋš _{n,i}, S_n =^{mn} ∑ i=1 n,i, B^2_n = DS_n =^{mn} ∑ i=1 B^2_{n,i}.

Šěőřěňă 6.12 (Ńĺŋďěąěřč). Ŕşśšĳ ďń£ őŕĺśăŋŋżţ ćěłšőřőć n,i

B^2_n → B^2 (ŕő¡ńěňěŋšŋő) ŕřĺ n → ∞; (6.17) mn∑ i=1 E‖n,i‖^21 {‖ξ_{n,i}‖>ε} → 0 ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŕřĺ n → ∞: (6.18)

Šőčďă

S_n^D→ N (0; B); n → ∞: (6.19)

Ğăňěšĺň, ůšő cov(S_n(t^{(n)}_i ); S_n(t^{(n)}_j )) = min{t^{(n)}_i ; t^{(n)}_j } → min{t_i; t_j} ŕřĺ n → ∞ (i; j = 1; : : : ; k). Ŕő¡šőňş ďń£ Z_n ĺ Z, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć (6.16), ŕőńşůăěň, ůšő

DZn → DZ ŕő¡ńěňěŋšŋő. Ďăńěě, ěśńĺ t^{(n)}_1 = tn,l_1 , : : : , t^{(n)}_k = tn,l_k , čďě li = li(n) ∈

∈ {1; : : : ; m_n}, šő Z_n = _{n,1} + : : : + _{n,lk} , čďě _{n,i}, i = 1; : : : ; l_k(n), | ŋěğăćĺśĺňżě śńşůăľŋżě ćěłšőřż śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^k:

S_n(t^{(n)}_1 ) S_n(t^{(n)}_2 ) . . S_n(t^{(n)}_k ) = X_{n,1} X_{n,1} . . X_{n,1} + : : : + X_{n,l1} X_{n,l1} . . X_{n,l1} + 0 X_{n,l1+1} . . X_{n,l1+1} + : : : + 0 0 . . X_{n,lk} : ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ Z_n _{n,1} _{n,l1} _{n,l1+1} _{n,lk}

Ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ş łăęďőčő ćěłšőřă _{n,i} ćśě łőňŕőŋěŋšż (łřőňě ůăśšĺ ĺğ ŋĺţ, ćőğňőęŋő řăćŋőľ ŋşń¿) řăćŋż X_{n,i}, ŕőńşůĺň ć śĺńş (6.13) l_k(n)∑

i=1 E‖n,i‖^21 {‖ξ_{n,i}‖>ε} 6 k^{mn∑}_{i=1} E|Xn,i|^21_{{|Xn,i|>ε/}^√_{k}} → 0:

Ĺšăł, śţőďĺňőśšĳ ł.-ň.ř. şśšăŋőćńěŋă. Ŕřőćěřĺň ŕńőšŋőśšĳ {P_n}. Ďń£ ¡šőčő ŕőŋăďőąĺšś£

Ńěňňă 6.13. Ŕşśšĳ “1; : : : ; “m | ŋěğăćĺśĺňżě ďěľśšćĺšěńĳŋżě ś.ć. ś E“i = 0, ff^2_i = D“_i < ∞, i = 1; : : : ; m. Ŕőńőęĺň S_i =^i ∑ j=1 “_j (i = 1; : : : ; m), d^2_m = DS_m. Šőčďă

ďń£ ń¿ąőčő – > √ 2 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

P ( max_16_i6_m |S_i| ¿ –d_m) 6 2P (|S_m| ¿ (– − √ 2)d_m): (6.20)

2 Ŕşśšĳ Aj = {max_{i<j} |Si| <–dm; |Sj| ¿–dm}. Šőčďă śőążšĺě A= { max_{16i6m} |Si| ¿ –dm} =

=^m ⋃ j=1 A_j, ŕřĺůěň A_i ∩ A_j = ? ďń£ i ≠ j.

P (A) = P (A ∩ {|S_m| ¿ (– − √ 2)d_m}) + P (A ∩ {|S_m| < (– − √ 2)d_m}) 6

6 P (|Sm| ¿ (– −^√2)dm) +^{m∑}_{j=1} P (Aj ∩ {|Sm| < (– −^√2)dm}):

Ğăňěšĺň, ůšő A_m ∩ {|S_m| < (– − √ 2)d_m} = ?. Ďń£ 1 6 j < m ĺňěěň A_j ∩ ∩ {|S_m| < (– − √ 2)d_m} ⊂ A_j ∩ {|S_m − S_j| ¿ √ 2d_m}, ŕőśłőńĳłş ĺğ šőčő, ůšő |S_j| ¿ –d_m, |S_m| < (– − √ 2)d_m, śńěďşěš, ůšő |S_m − S_j| ¿ |S_j| − |S_m| ¿ √ 2d_m. Śőążšĺ£ A_j ĺ {|S_m − S_j | > √ 2d_m} ğăćĺś£š őš řăğŋżţ čřşŕŕ ŋěğăćĺśĺňżţ ś.ć. ĺ ŕő¡šőňş ŋěğăćĺśĺ-

ňż. Ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă, ŕőńşůĺň (şůĺšżćă£, ůšő P (A) =^m ∑ j=1 P (A_j)):

P (A) 6 P (|S_m| ¿ (– − √ 2)d_m) + m−1∑ j=1 P (A_j) ff^2_{j+1} + : : : + ff^2_m 2d^2_m 6

6 P (|Sm| ¿ (– −^√2)dm) +^1_2^{m−1∑}_{j=1} P (Aj) 6 P (|Sm| ¿ (– −^√2)dm) +^1_2P (A): 2

Ğăňěšĺň, ůšő Sn(0) = 0, n ∈ N. Ŕő¡šőňş şśńőćĺě 1^∘ šěőřěňż 6.9 ćżŕőńŋěŋő. Ŕřőćěřĺň şśńőćĺě 2^′ ğăňěůăŋĺ£ 6.10. Ğăťĺłśĺřşěň N ∈ N. Ŕşśšĳ t^{(1)}_{n,i}; t^{(2)}_{n,i} | śőőšćěšśšćěŋŋő śăňă£ ŕřăćă£ ĺğ šőůěł t_{n,j} 6 (i − 1)=N ĺ śăňă£ ńěćă£ ĺğ t_{n,j} ¿ i=N, i = 1; : : : ; N. Ĺğ (6.15) śńěďşěš, ůšő ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n

1=N 6 t^{(2)}_{n,i} − t^{(1)}_{n,i} 6 2=N; i = 1; : : : ; N: (6.21)

Ďăńěě,

p_{n,i} := P ( sup i−1 N 6t6^i_N | | | |S^n(t) − S^n ( i − 1 N )| | | > " ) 6 6 P ( max j : t_{n,j}∈[t^{(1)}_{n,i},t^{(2)}_{n,i}] |S_n(t_{n,j}) − S_n(t^{(1)}_{n,i})| > " 2 ) ; (6.22)

ŕőśłőńĳłş sup i−1 N 6t6^i_N | | |S^n(t) − S^n ( i − 1 N )| | | 6 sup_{t∈[t(1)n,i,t(2)n,i]}^|Sn(t) − Sn(t^{(1)}_{n,i}) + Sn(t^{(1)}_{n,i}) − Sn^{(i − 1}_N^{)|} 6

6 2 sup_{t∈[t(1)n,i,t(2)n,i]} |Sn(t) − Sn(t^{(1)}_{n,i})| = 2 max_{j : tn,j ∈[t(1)n,i,t(2)n,i]} |Sn(tn,j) − Sn(t^{(1)}_{n,i})|: Ŕřĺňěŋ££ ńěňňş 6.13 ĺ şůĺšżćă£, ůšő D(S_n(t^{(2)}_{n,i}) − S_n(t^{(1)}_{n,i})) = t^{(2)}_{n,i} − t^{(1)}_{n,i}, ŕőńşůĺň

p_{n,i} 6 2P (|S_n(t^{(2)}_{n,i}) − S_n(t^{(1)}_{n,i})| > (– − √ 2) √ t^{(2)}_{n,i} − t^{(1)}_{n,i}), čďě – = "=(2 √ t^{(2)}_{n,i} − t^{(1)}_{n,i}) > √ 2 ć śĺńş (6.21) ŕřĺ ćśěţ i = 1; : : : ; N, ěśńĺ N > 16"^{−2} ĺ n ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő. Ŕşśšĳ t^{(1)}_{n,i} = t_{n,ji} , t^{(2)}_{n,i} = t_{n,ri} , j_i = j_i(n), r_i = r_i(n). Ŋăğőćěň i-ľ čřşŕŕőľ ć n-ľ śěřĺĺ ćěńĺůĺŋż ś ŋőňěřăňĺ l ĺğ ňŋőęěśšćă J^{(n)}_i = {l : j_i < l 6 r_i}, i = 1; : : : ; N. Őąőğŋăůĺň S^{(i)}n = = ∑ l∈J^{(n)}_i X_{n,l} = S_n(t^{(2)}_{n,i}) − S_n(t^{(1)}_{n,i}). Šőčďă ć śĺńş (6.21) ĺ (6.13)

∑ l∈J^{(n)}_i E X^{n,l} √ DS^{(i)}n 2 1 |X_{n,l}| √ DS^{(i)}n^{> "}

6 N^{mn∑}_{i=1} E|Xn,i|^21^{|Xn,i| >^"√_N^} → 0

ŕřĺ n → ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě Ńĺŋďěąěřčă (čďě k = 1) ďń£ i = 1; : : : ; N ĺ ń¿ąőčő > 0 ĺňěěň ŕřĺ ćśěţ n > n_0(; N) ĺ – > √ 2 | | | |P ( |S^{(i)}_n | > (– − √ 2) √ DS^{(i)}n ) − P (|| > – − √ 2) | | | | < =(2N); (6.23)

čďě ∼ N (0; 1) (şůńĺ, ůšő ć ŰŔŠ śţőďĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ řăćŋőňěřŋă ŋă ćśěľ őśĺ). Śőčńăśŋő (6.21) ďń£ i = 1; : : : ; N ĺňěěň – − √ 2 ¿ "^√N=(2^√2) −^√2. Ŕő-

¡šőňş, ćżąřăć N = N("; ) ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺň ĺ ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ őűěŋłőľ (3.17), ŕőńşůĺň P (|| > – − √ 2) < =2N. Ĺğ ŕőśńěďŋěčő ŋěřăćěŋśšćă ĺ (6.22){(6.23) śńěďşěš,

ůšő^N ∑ i=1 p_{n,i} < . 2

Šěŕěřĳ ňż ŋăňěšĺň śţěňş, ŕő łőšőřőľ ś ŕőňőźĳ¿ ĺğńőęěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć ňőęŋő ďőłăğăšĳ ğŋăňěŋĺšżľ łřĺšěřĺľ śőčńăśĺ£ Łőńňőčőřőćă.

Ŕşśšĳ _1; _2; : : : | ŋ.ő.ř. ďěľśšćĺšěńĳŋżě ćěńĺůĺŋż, ĺňě¿źĺě ť.ř. F (x). Őŕřěďěńĺň śőčńăśŋő (1.14) ¡ňŕĺřĺůěśłĺě ňěřż P_n, ŕřĺ ¡šőň, ćğ£ć B = (−∞; x], ŕőńşůĺň ¡ňŕĺřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_n(x; !), n ∈ N, x ∈ R.

Šěőřěňă 6.14 (Łőńňőčőřőć). Ěśńĺ ďń£ őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

{_n} ť.ř. F ŋěŕřěřżćŋă, šő ďń£ ćśěţ z > 0 ŕřĺ n → ∞

P ( sup −∞<x<∞ | √ n(F_n(x; !) − F (x))| 6 z) → 1 − 2 ∞∑ k=1 (−1)^{k+1}e^{−2k2z2} = K(z): (6.24)

(Ĺśţőďŋőě (˙; F; P ) śůĺšăěšś£ ŕőŕőńŋěŋŋżň.)

2 Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ğăňěŋőľ “i = F^{−1}(i), i ∈ N, čďě F^{−1}(t) = inf{s: F (s) ¿ t}, t ∈ R, ňőęŋő ś śăňőčő ŋăůăńă śůĺšăšĳ 1; 2; : : : řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋż-

ňĺ ŋă [0; 1], ůšő ňż ĺ ąşďěň ďěńăšĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćśěţ

z ¿ 0

P ( sup_0

6t61

|Y_n(t)| 6 t) → K(z); n → ∞; (6.25)

čďě Y_n(t) = √ n(F_n(t)−t). Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺőŋăń h(x(·)) = sup_{t∈[0,1]} |x(t)|. Ěśšěśšćěŋŋżľ

ŕşšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă (6.25) śőśšő£ń ąż ć šőň, ůšőąż ŋăľšĺ śńăążľ ŕřěďěń Y_n(·) ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ 6.3. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő šăł ďěľśšćőćăšĳ ŋěńĳğ£, ŕőśłőńĳłş Y_n ŋě £ćń£¿šś£ ś.¡. ć C[0; 1] (őŋĺ ćţőď£š ć ŕřőśšřăŋśšćő Śłőřőţőďă D[0; 1], śň. [?, čń. 3]). Őďŋăłő ňőęŋő ćżľšĺ ĺğ ¡šőčő ğăšřşďŋěŋĺ£ ć řăňłăţ řăğćĺšőľ ćżÿě šěőřĺĺ.

Ŕşśšĳ _{(1)}; : : : ; _{(n)} őąřăğş¿š ćăřĺăűĺőŋŋżľ ř£ď, ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő _1; : : : ; _n, š. ě. ŕřĺ łăęďőň ! ćěńĺůĺŋż _1(!); : : : ; _n(!) ŕěřěŋşňěřőćăŋż ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ćśě šőůłĺ _1; : : : ; _n řăğńĺůŋż). Ŕşśšĳ ŕřĺ łăęďőň ! ťşŋłűĺ£ G(t; !), t ∈ [0; 1], ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋă£ śńşůăľŋă£ ńőňăŋă£ ś şğńăňĺ (_{(i)}(!); i=(n + 1)), i = 0; : : : ; n+1, ŕőńăčăěň _{(0)}(!) = 0, _{(n+1)}(!) = 1. Ĺšăł, G_n(·; !) | ś.¡. ć C[0; 1]. Šě-

ŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő sup_0 6t61

|F_n(t)−G_n(t)| 6 1 n ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1, ŕőśłőńĳłş F_n(t; !) = i=n

ďń£ t ∈ [_{(i)}(!); _{(i+1)}(!)), i = 0; : : : ; n. Őąőğŋăůĺň Z_n(t) = √ n(G_n(t) − t), t ∈ [0; 1].

Šőčďă sup_0

6t61

|Y_n(t) − Z_n(t)| 6 1√ n . Ŕő¡šőňş ŕřěďěńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě h(Y_n(·)) ąşďěš

śőćŕăďăšĳ ś ŕřěďěńĳŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň h(Z_n(·)) (h(Y_n(·)) řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřőśšő łăł śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă). 6

- r r r r r r r r r rr - - - - - -

ξ_{(0)} = 0 ξ_{(1)} ξ_{(i)} ξ_{(i+1)} ξ_{(n)} ξ_{(n+1)} = 1 t

F_n(t) G_n(t)

1 n+1

2 n+1

9>
=
>;^{1/n}

                9>
                =
                >;^{1/n}

                      9>
                      =
                      >;^{1/n}

Řĺś. 6.3

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Łőńňőčőřőćă ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ şšćěřęďěŋĺľ: Zn^D→ W0 ć C[0; 1] ŕřĺ n → ∞, čďě W0 | ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš (śň. (4.29)), ĺ P ( sup_0 6t61

|W_0(t)| 6 z) = K(z), z ¿ 0. Ŕěřćőě ĺğ ¡šĺţ şšćěřęďěŋĺľ

ďőłăğżćăěšś£ ŕő šőľ ęě śţěňě, ůšő ĺ šěőřěňă 6.11 (śţőďĺňőśšĳ ł.-ň.ř. ĺ ŕńőšŋőśšĳ), ŕő¡šőňş ďőłăğăšěńĳśšćő őŕşśłăěšś£, śň. [?, čń. 2, §13]. Őśšăŋőćĺňś£ ŋă ćšőřőň şšćěřęďěŋĺĺ.

Őŕřěďěńĺň śěňěľśšćő ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř

Q_ε(C) = P (W (·) ∈ C | W (1) ∈ [−"; "]); " > 0; (6.26)

ğďěśĳ C ∈ B(C[0; 1]), W (·) | ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Ńěňňă 6.15. Qε ⇒ W^0 ŕřĺ " → 0+, čďě W^0 | řăśŕřěďěńěŋĺě ąřőşŋőćśłőčő ňő-

śšă ć C[0; 1].

2 Ć śĺńş šěőřěňż 6.2 ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő lim sup_{ε→0+} Qε(F ) 6 P (W^0 ∈ F )

ŕřĺ ń¿ąőň ğăňłŋşšőň F ∈ B(C[0; 1]). Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ 0 6 t_1 < : : : < t_k 6 1,

k ∈ N, ćěłšőř (W^0(t1); : : : ; W^0(tk)) ŋě ğăćĺśĺš őš W (1). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (W^0(t1); : : : ;

W^0(t_k); W (1)) ĺňěěš čăşśśőćśłőě řăśŕřěďěńěŋĺě łăł ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă. Łřőňě šőčő, EW^0(t)W (1)=EW (t)W (1)−tEW (1)^2 =min{t; 1}−t=0, t ∈ [0; 1], ůšő ćńěůěš şłăğăŋŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő űĺńĺŋďřă C ∈ B(C[0; 1]) ĺ ń¿ąőčő B ∈ B(R) ĺňěěň

P (W^0(·) ∈ C; W (1) ∈ B) = P (W^0 ∈ C)P (W (1) ∈ B): (6.27)

Ŕőśłőńĳłş űĺńĺŋďřż őąřăğş¿š ăńčěąřş, ŕőřőęďă¿źş¿ B(C[0; 1]) (śň. šěőřěňş 6.6 ă)), ćĺďĺň, ůšő (6.27) śŕřăćěďńĺćő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R) ĺ ćśěţ C ∈ B(C[0; 1]) (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 4.2) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, P (W^0(·) ∈ C | W (1) ∈ [−"; "]) = = P (W^0(·) ∈ C) ŕřĺ łăęďőň " > 0. Ğăňěšĺň, ůšő

ȷ(W (·); W^0(·)) = sup_{t∈[0,1]} |W (t) − (W (t) − tW (1))| = |W (1)|;

čďě ȷ | řăćŋőňěřŋă£ ňěšřĺłă ć C[0; 1]. Ćőğĳňěň ğăňłŋşšőě F ∈ B(C[0; 1]). Ĺğ šőčő, ůšő |W (1)| < ‹ ĺ W (·) ∈ F , śńěďşěš, ůšő W^0 ∈ F^δ = {x ∈ C[0; 1]: ȷ(x; F ) < ‹}. Ďń£ ń¿ąőčő " < ‹ ŕőńşůăěň

P (W ∈ F | |W (1)| 6 ") 6 P (W^0 ∈ F^δ | |W (1)| 6 ") = P (W^0 ∈ F^δ):

Šăłĺň őąřăğőň,

lim sup ε→0+ Q_ε(F ) 6 W^0 (F^δ): (6.28)

Őśšăěšś£ ć (6.28) ŕěřěľšĺ ł ŕřěďěńş ŕřĺ ‹ ↓ 0 ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ⋂ δ>0 F^δ =F . 2 Ńěňňă 6.15 ŕőłăğżćăěš, ůšő řăśŕřěďěńěŋĺě ąřőşŋőćśłőčő ňőśšă ěśšěśšćěŋŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł řăśŕřěďěńěŋĺě şśńőćŋőčő ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă (ŕřĺ şśńőćĺĺ W (1) = 0).

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő W^0 h^{−1}(B) = W^0 (h^{−1}(B)) = P (W^0 ∈ h^{−1}(B)) = P (h(W^0) ∈ B) ĺ Q_εh^{−1}(B) = P (W (·) ∈ h^{−1}(B) | W (1) ∈ [−"; "]) = P (h(W ) ∈ B | W (1) ∈ [−"; "]);

čďě B ∈ B(R), " > 0, h(x(·)) = sup_{t∈[0,1]} |x(t)| ďń£ x(·) ∈ C[0; 1]. Ŕő¡šőňş ńěňňă 6.15 ĺ šěőřěňă 6.3 ďă¿š

P ( sup_0

6t61

|W^0(t)| 6 z) = lim_{ε→0+}

P (sup_{t∈[0,1]} |W (t)| 6 z; |W (1)| 6 ") P (|W (1)| 6 ")

; z > 0: (6.29)

Šő, ůšő ć (6.29) ňőęŋő ąřăšĳ ń¿ążě z > 0, ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő ŕřěďěń, ťĺčşřĺřş¿- źĺľ ć (6.29), š. ě. ťşŋłűĺ£ K(z), őłăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋőľ ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ z. Ňŋőčőłřăšŋő ŕőńĳğş£śĳ ŕřĺŋűĺŕőň őšřăęěŋĺ£, ňőęŋő ŋăľšĺ ćěřő£šŋőśšĳ, śšő£źş¿ ć ůĺśńĺšěńě ťőřňşńż (6.29) (śň., ŋăŕřĺňěř, [?, ś. 96]), ă ŕőďěńĺć ŋă ğŋăňěŋăšěńĳ ĺ ğăšěň śőćěřÿĺć ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŕřĺ " → 0+, ŕőńşůĺšĳ şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 6.14. Śň. šăłęě šěőřěňş Ď6.14 ĺ řăśśşęďěŋĺ£ ŕěřěď ŋěľ. 2 Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 6.1. Ďőłăęĺšě, ůšő Qn ⇒ Q ŕřĺ n → ∞ (ňěřż ğăďăŋż ŋă B(X ), čďě (X ; ȷ) { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (6.1) ćżŕőńŋěŋő ďń£ ćśěţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ńĺŕÿĺűěćżţ ťşŋłűĺľ, š.ě. šăłĺţ f : X → R, ůšő

‖f‖_∞ := sup_{x∈}

R^| f(x)| < ∞ ĺ L(f) := sup_{x≠y} {|f(x) − f(y)|=ȷ(x; y)} < ∞: (6.30)

Şŕř. 6.2. Ŕşśšĳ f : X → Y, čďě X , Y { ňěšřĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă (ĺğňěřĺňőśšĳ f ŋě ŕřěďŕőńăčăěšś£). Ŕőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő D_f = {x : ťşŋłűĺ£ f řăğřżćŋă ć šőůłě x} ∈ B(X ). Ďőłăęĺšě, ůšő Q_n ⇒ Q šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (6.1) ćżŕőńŋěŋő ďń£ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ f ∈ B(X )|B(R) šăłőľ, ůšő Q(D_f ) = 0.

Şŕř. 6.3. Ŕşśšĳ X = R^m ś ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłőľ. Ąşďěš ńĺ őğŋăůăšĳ, ůšő Qn ⇒ Q, ěśńĺ (6.1) ćżŕőńŋěŋ£ěšś£ ďń£ f ∈ C^∞_0 (R^m), š.ě. ďń£ ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ ś łőňŕăłšŋżň ŋőśĺšěńěň?

Őŕřěďěńěŋĺě śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ (6.1) ďěľśšćşěš ďń£ ń¿ążţ łőŋěůŋżţ (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ćěřő£šŋőśšŋżţ) ňěř. Ć ¡šőľ ść£ğĺ ŕřěďńăčăěšś£

Şŕř. 6.4. Ŕşśšĳ Q; Qn; n ∈ N { łőŋěůŋżě ňěřż ŋă (X ; B(X )). Ďőłăęĺšě, ůšő šěőřěňă 6.2 őśšăŋěšś£ ćěřŋőľ, ěśńĺ ł ěě şśńőćĺ£ň ďőąăćĺšĳ šřěąőćăŋĺě Q_n(X ) → Q(X ) ŕřĺ n → ∞.

Ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; A) łńăśś ňŋőęěśšć N ⊂ A ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěń£- ¿źĺň ňěřş, ěśńĺ řăćěŋśšćő ń¿ążţ ďćşţ ňěř ŋă N ćńěůěš ĺţ řăćěŋśšćő ŋă A. Ŕşśšĳ X { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Łńăśś ňŋőęěśšć M ⊂ B(X ) ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěń£- ¿źĺň (śńăąş¿) śţőďĺňőśšĳ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňěř Q; Q_1; Q_2; : : : šăłőľ, ůšő Q_n(B) → Q(B) ŕřĺ ćśěţ B ∈ M ś Q(@B) = 0 ĺňěěň Q_n ⇒ Q.

Şŕř. 6.5. Ŕőłăęĺšě, ůšő łńăśś ňŋőęěśšć, őŕřěďěń£¿źĺľ śţőďĺňőśšĳ, £ćń£ěšś£ łńăśśőň, őŕřěďěń£¿źĺň ňěřş. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ŋě őą£ğăŋő ćżŕőńŋ£šĳś£.

Şŕř. 6.6. (śřăćŋĺšě ś ŕřĺňěřőň 6.7). Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě

R^∞ (śŋăąęěŋŋőň ňěšřĺłőľ ćĺďă

ȷ((x_1; x_2; : : : ); (y_1; y_2; : : : )) = ∞∑ k=1 2^{−k} |x_k − y_k| 1 + |x_k − y_k| ; ĺ ć łőšőřőň ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă śőćŕăďăěš ś űĺńĺŋďřĺůěśłőľ) Q_n ⇒ Q ŕřĺ n → ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śńăąő śţőď£šś£ ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ĺŋăůě čőćőř£, łńăśś űĺńĺŋďřőć ć R^∞ őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£ěšś£ łńăśśőň, őŕřěďěń£- ¿źĺň ňěřş ĺ őŕřěďěń£¿źĺň śţőďĺňőśšĳ.

Şŕř. 6.7. (ďőłăğăšěńĳśšćő ťőřňşńż (5.14)). Ŕő űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňě S_n= √ n^D−→ ∼ N (0; 1) ŕřĺ n → ∞ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, |S_n|= √ n^D−→ || ŕő šěőřěňě 6.3. Łřőňě šőčő, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {|S_n|= √ n}_{n∈}N řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă. Ŕő- ¡šőňş E|S_n|= √ n → E|| =^√2=ı, n → ∞.

Ďń£ śńşůăľŋőčő ćěłšőřă ć R^m ŕşśšĳ F_ξ ĺ ’_ξ őąőğŋăůă¿š śőőšćěšśšćěŋŋő ťşŋłűĺ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ (śň. śšř. ??). Ć łşřśě šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ďőłăğżćăěšś£ ćăęŋă£

Šěőřěňă Ď6.8 (śň., ŋăŕř., [?, ś. 344]). Śőőšŋőÿěŋĺě n^D−→ ďń£ śńşůăľŋżţ ćěł-

šőřőć ć R^m řăćŋőśĺńĳŋő ń¿ąőňş ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ şśńőćĺľ:

1. F_{ξn}(x) → F_ξ(x) ŕřĺ n → ∞ ć łăęďőľ šőůłě x ∈ R^m, ć łőšőřőľ ŋěŕřěřżćŋă ťşŋłűĺ£ F_ξ.

2. ’_{ξn} (–) → ’_ξ(–) ŕřĺ n → ∞ ďń£ łăęďőčő – ∈ R^m.

Łřőňě šőčő, ěśńĺ ďń£ śńşůăľŋżţ ćěłšőřőć _n ć R^m ĺňěěň ’_{ξn} (–) → ’(–) ŕřĺ ćśěţ

– ∈ R^m, ŕřĺůěň ťşŋłűĺ£ ’ ŋěŕřěřżćŋă ć šőůłě 0 ∈ R^m, šő ’(·) = ’ξ(·) ďń£ ŋěłő-

šőřőčő śńşůăľŋőčő ćěłšőřă ĺ _n^D−→ ŕřĺ n → ∞.

Şŕř. 6.9. [ŕřĺěň Łřăňěřă { Şőńďă] Ďőłăęĺšě, ůšő n^D−→ ć (R^m; B(R^m)) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (a; _n)^D−→ (a; ) ŕřĺ n → ∞ ďń£ łăęďőčő ŋěśńşůăľŋőčő ćěłšőřă

a ∈ R^m čďě (·; ·) { śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć R^m.

İšőš řěğşńĳšăš ŕőłăğżćăěš, łăł ňőęŋő śćőďĺšĳ ĺğşůěŋĺě śţőďĺňőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěłšőřőć ć R^m ł ĺğşůěŋĺ¿ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ.

Čńşąőłĺě řěğşńĳšăšż ő śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ć śţěňě śěřĺľ ŕřĺćőď£š ł śńěďş¿źěňş şšćěřęďěŋĺ¿.

Šěőřěňă Ď6.10 (Ďşą). Ŕşśšĳ ŕřőűěśś X = {Xt; t ¿ 0} ŕřĺŋĺňăěš ŕřĺ łăęďőň t ğŋăůěŋĺ£ ć R^m ĺ ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£. Ěśńĺ šřăěłšőřĺĺ ŕřőűěśśă ŋěŕřěřżćŋż (ŕ.ŋ.), šő ŕřőűěśś Y = {Y_t = X_t − X_0; t ¿ 0} £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ 0 6 s 6 t < ∞

E(Xt − Xs) = Mt − Ms; D(Xt − Xs) = Gt − Gs; (6.31)

čďě ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ M : R_+ → R^m, ă ŋěşążćă¿źă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£

G : R+ → R^{m2} (R+ = [0; ∞)).

Ěśńĺ ć şśńőćĺ£ţ ¡šőľ šěőřěňż ćěńĺůĺŋă X0 ĺňěěš ćżřőęďěŋŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě, šő ĺ śăň ŕřőűěśś {Xt; t ¿ 0} ąşďěš čăşśśőćśłĺň (őąž£śŋĺšě). Ěśńĺ ŕřőűěśś X şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ šěőřěňż Ď6.10 ŋă őšřěğłě [a; b], šő ĺ ěě şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ďń£ ŕřőűěśśă {Y_t = X_t − X_a; t ∈ [a; b]}, ďőśšăšőůŋő ććěśšĺ ŕřőűěśś ~X_t = X_{t+a} ďń£ t ∈ [0; b − a] ĺ ~X_t = X_b ŕřĺ t ¿ b. Šěţŋĺůěśłĺ śńőęŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ď6.10 ĺ ř£ďă ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ şšćěřęďěŋĺľ, ŕřěďśšăćń£¿źĺţ śăňőśšő£- šěńĳŋżľ ĺŋšěřěś, őšŋěśěŋő ć ŕřĺńőęěŋĺě 2.

Ŕőłăęěň, łăł ŕřĺňěŋ££ ŕřĺŋűĺŕ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ (šěőřěňş 6.11) ńěčłő ŋăľšĺ řăśŕřěďěńěŋĺě sup_{t∈[0,1]} W (t). Ŕőśšřőĺň śńşůăľŋżě ńőňăŋżě Sn(·) ŕő śěřĺ£ň ćěńĺůĺŋ X_{n,i} = X_i= √ n, i = 1; : : : ; n, čďě X_1; X_2; : : : ŋěğăćĺśĺňż, őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋż ĺ P (X_1 = −1) = P (X_1 = 1) = 1=2.

Şŕř. 6.11. (śřăćŋĺšě śő śńěďśšćĺěň 4.14 Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ŋěőšřĺűăšěńĳŋőčő ůĺśńă j

P ( max_06_k6_n S_k ¿ j) = 2P (S_n > j) + P (S_n = j); (6.32)

čďě S_0 = 0, S_k = X_1 + : : : + X_k, k ¿ 1 ă {X_n} ććěďěŋż ćżÿě.

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ łăęďőčő z > 0

P ( sup_{t∈[0,1]} S_n(t) > z) = P ( max_06_k6_n S^k√

n ¿ z) = P ( max_{06k6n} Sk ¿ jn) = 2P (Sn > jn) + P (Sn = jn);

čďě j_n { ŋăĺňěŋĳÿěě űěńőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě ĺńĺ řăćŋőě z √ n (šőčďă j_n = −[−z √ n], čďě [·] { űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă). Ŕőńĳğş£śĳ ŰŔŠ, ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő z > 0

P (S_n > j_n) = P (S_n= √ n > j_n= √ n) → P ( > z);

čďě ∼ N (0; 1). Šőůŋěě čőćőř£, ňż şůńĺ řăćŋőňěřŋş¿ śţőďĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śşňň ł ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śšăŋďăřšŋőčő ŋőřňăńĳŋőčő ğăłőŋă. İšő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěčő ¡ńěňěŋšăřŋőčő şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 6.12. Ŕşśšĳ n^D−→ čďě , n, n ∈ N ďěľśšćĺšěńĳŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż, ŕřĺůěň F_ξ(x) ŋěŕřěřżćŋă ŋă R. Šőčďă

sup_{x∈}

R^|

F_{ξn}(x) − F_ξ(x)| → 0; n → ∞:

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ĺğ (6.32) ĺśłőňőčő řěğşńĳšăšă (4.25) őśšăěšś£ ćżŕőńŋĺšĳ ŕřőśšőě Şŕř. 6.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ć şŕřăęŋěŋĺĺ 6.11 ďćşğŋăůŋżţ ćěńĺůĺŋ X_i, i ∈ N, ĺ ĺţ śşňň S_k = X_1 + : : : + X_k, k ¿ 1, ĺňěěň

max_j P (S_n = j) → 0 ŕřĺ n → ∞:

Ŕşśšĳ, ŕő-ŕřěęŋěňş X_1; X_2; : : : ŋ.ő.ř., P (X_1 = −1) = P (X_1 = 1) = 1=2 ĺ S_0 = 0, S_k = X_1 + : : : + X_k, k ¿ 1. Őąőğŋăůĺň m_n = min_06_k6_n S_k; M_n = max_06_k6_n S_k ĺ ďń£ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ W (t); t ¿ 0, ŕőńőęĺň m = inf_{t∈[0,1]} W (t), M = sup_{t∈[0,1]} W (t). Ććěďěň

ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě h : C[0; 1] → R^3,

h(x(·)) = ( inf_{t∈[0,1]} x(t); sup_{t∈[0,1]} x(t); x(1)):

Ć śĺńş šěőřěň 6.3 ĺ 6.11, ĺňěěň

h(S_n(·)) = (m_n= √ n; M_n= √ n; S_n= √ n)^D−→ (m; M; W (1)); (6.33)

čďě S_n(t); 0 6 t 6 1 { śńşůăľŋă£ ńőňăŋă£ ś şğńăňĺ (k=n; S_k= √ n), k = 0; : : : ; n. Ŋěśłőńĳłő ąőńěě śńőęŋżě řăśśşęďěŋĺ£, ůěň ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ M, ŕőğćőń£¿š (śň., ŋăŕř., [?, ś. 18-21]) ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă (6.33) şśšăŋőćĺšĳ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă Ď6.14 (Ńěćĺ). Ďń£ a < 0 < b, a < r < s < b ĺ ∼ N (0; 1) ĺňěěň

P (a < m 6 M < b; r < W (1) < s) = ∞∑ k=−∞ P (r + 2k(b − a) < < s + 2k(b − a)) − − ∞∑ k=−∞ P (2b − s + 2k(b − a) < < 2b − r + 2k(b − a)):

Ĺğ łşřśă šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ĺğćěśšŋő, ůšő ďăęě ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ őŕřěďěńěŋŋőňş šĺŕş ăśĺňŕšőšĺůěśłĺţ ğăďăů őšćěůăěš őŕřěďěńěŋŋżľ šĺŕ śţőďĺňőśšĺ. Šăł, śőčńăśŋő ŰŔŠ ďń£ ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋ, Xk; k ∈ N, śő śřěďŋĺň 0 ĺ ďĺśŕěřśĺěľ 1, ĺňěěň n^{−1/2} ∑_n k=1 X_k^D−→ X ŕřĺ n → ∞, čďě X ∼ N (0; 1).

Ć šő ęě ćřěň£ ŋě śşźěśšćşěš (őąž£śŋĺšě) ś.ć. Y šăłőľ, ůšő n^{−1/2} ∑_n k=1 X_k^P−→ Y ŕřĺ n → ∞ (ă ğŋăůĺš, ŋěńĳğ£ őąěśŕěůĺšĳ ŕřěďěń ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śşňň ŋĺ ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě, ŋĺ ć śřěďŋěň ŕőř£ďłă r).

Őąśşďĺň ŋěłőšőřżě šĺŕż śţőďĺňőśšĺ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř ŋă ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; A). Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ğďěśĳ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšőąż őąěśŕěůĺšĳ őŕřěďěńěŋŋş¿ ąńĺğőśšĳ ⟨f; Q_n⟩ ł ⟨f; Q⟩ ďń£ f ĺğ šěţ ĺńĺ ĺŋżţ łńăśśőć ťşŋłűĺľ. Őąőğŋăůĺň B(X ; R) { ŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ őčřăŋĺůěŋŋżţ A|B(R) { ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ f : X → R, śŋăąęěŋŋőě ŋőřňőľ ‖ · ‖_∞, śň. (6.30). Ŕşśšĳ P = P(X ) { ŕřőśšřăŋśšćő ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř ŋă (X ; A). Ďń£ P; Q ∈ P őŕřěďěńĺň řăśśšő£ŋĺě ŕő ćăřĺăűĺĺ ňěęďş P ĺ Q ťőřňşńőľ

‖P − Q‖_{var} = sup{|⟨f; P ⟩ − ⟨f; Q⟩| : f ∈ B(X ; R); ‖f‖_∞ 6 1}:

Şŕř. 6.15. Ŕřőćěřĳšě, ůšő (P; Q) = ‖P − Q‖var £ćń£ěšś£ řăśśšő£ŋĺěň ŋă P, łőšőřőě ňěšřĺğşěš šőŕőńőčĺ¿ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋă P, ğăďăćăěňş¿ śĺśšěňőľ őłřěśšŋőśšěľ U(Q; ‹) = {P ∈ P : (P; Q) < ‹}, čďě Q ∈ P, ‹ > 0 (ő šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ śň. [?, čń. 2, §5]).

Şŕř. 6.16. Ďőłăęĺšě, ůšő

(P; Q) = 2 sup_{A∈A} |P (A) − Q(A)|:

Şŕř. 6.17. Ŕşśšĳ P; Q ∈ P ĺ P ≪ –, Q ≪ – čďě – ∈ P (š.ě. P ĺ Q ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż –; šăłă£ ňěřă śşźěśšćşěš, ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ – = (P + Q)=2). Ŕşśšĳ g = dP=d–, h = dQ=d–. Ďőłăęĺšě, ůšő (P; Q) = ‖g − h‖_L1_{(λ)}, čďě L^1(–) = L^1(X ; A; –). Ŕőłăęĺšě, ůšő (P; Q) 6 2, ŕřĺůěň řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ šőńĳłő, ěśńĺ P ⊥Q (ňěřż śĺŋčşń£řŋż, š.ě. ĺňěěšś£ A ∈ A šăłőě, ůšő P (A) = 1 ĺ Q(A) = 0).

Şŕř. 6.18. Ďőłăęĺšě, ůšő (P(X ); ) { ŕőńŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ŋěśěŕăřăąěńĳŋő, ěśńĺ X { ŋěśůěšŋő. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ (P(X ); ), ěśńĺ X { łőŋěůŋő ĺńĺ śůěšŋő?

Ĺśŕőńĳğőćăŋĺě řăśśšő£ŋĺ£ ŕő ćăřĺăűĺĺ ďăěš śőćřěňěŋŋżľ ćăřĺăŋš šěőřěňż Ŕşăśśőŋă ő ąĺŋőňĺăńĳŋżţ ćěřő£šŋőśš£ţ.

Šěőřěňă Ď6.19. Ŕşśšĳ Sn =^{∑n}_{k=1} Xk, čďě X1; : : : ; Xn { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż, P (X_k = 1) = p_k; P (X_k = 0) = 1 − p_k, k = 1; : : : ; n. Ŕşśšĳ Y { ŕşăśśőŋőćśłă£ ś.ć. ś ŕăřăňěšřőň – = p_1 + : : : + p_n. Šőčďă |P (S_n ∈ B) − P (Y ∈ B)| 6 ∑_n k=1 p^2_k ďń£ ń¿ąőčő

B ⊂ R.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă ňőęŋő ŋăľšĺ ć [?, ś. ], šăň ęě şłăğăŋż şšőůŋěŋĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőľ őűěŋłĺ. Ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůšő ćěřŋă

Šěőřěňă Ď6.20 (Ÿěťťě). Ŕşśšĳ Qn; n ∈ N ∪ ∞ { šăłĺě ňěřż ŋă ĺğňěřĺňőň

ŕřőśšřăŋśšćě (X ; A), ůšő Q_n ≪ – ďń£ ŋěłőšőřőľ ff-łőŋěůŋőľ ňěřż – ŋă (X ; A). Ŕşśšĳ dQ_n=d– → dQ_∞=d– ŕ.ŋ. (ŕő ňěřě –). Šőčďă Q_n śţőďĺšś£ ł Q_∞ ŕő ćăřĺăűĺĺ.

Ś řăśśšő£ŋĺěň ŕő ćăřĺăűĺĺ šěśŋő ść£ğăŋő řăśśšő£ŋĺě Łăłşšăŋĺ { Ţěńńĺŋčěřă d(P; Q). Ĺśŕőńĳğş£ őąőğŋăůěŋĺ£, ććěďěŋŋżě ć şŕř. 6.17, ŕőńőęĺň

d^2(P; Q) = 1 2 ⟨( √g − √ h)^2; –⟩:

Şŕř. 6.21. Ŕřőćěřĳšě, ůšő d { ňěšřĺłă ŋă P(X ), ğŋăůěŋĺ£ łőšőřőľ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ďőňĺŋĺřş¿źěľ ňěřż –.

Ğăňěšĺň, ůšő d ść£ğăŋă ś ĺŋšěčřăńőň Ţěńńĺŋčěřă ŕőř£ďłă 1/2. İšőš ĺŋšěčřăń ŕőř£ďłă ¸ ∈ (0; 1) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

H(¸; P; Q) = ⟨(g)^αh^{1−α}; Q⟩:

Šőčďă d^2(P; Q) = 1 − H(1=2; P; Q).

Şŕř. 6.22. Ďőłăęĺšě, ůšő 2d^2(P; Q) 6 ‖P − Q‖var 6^√8d(P; Q) ďń£ P; Q ∈ P(X ). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ P = P_1 × : : : × P_n, Q = Q_1 × : : : × Q_n, šő

H(¸; P; Q) = n∏ k=1 H(¸; P_k; Q_k):

Ŕřĺňěřż ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ d ĺ H ďăŋż ć [?, čń. 3, §9,10].

Šěŕěřĳ őąřăšĺňś£ ł őůěŋĳ ŕńőďőšćőřŋőňş ňěšőďş ŕěřěőŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć ŋă ŋőćőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ćżŕőńŋĺň ¡ńěňěŋšăř- ŋőě

Şŕř. 6.23. Ŕşśšĳ Xn → X∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞, čďě Xn : ˙ → X , Xn ∈ F|B(X ) ďń£

n ∈ N ∪ {∞}. Šőčďă L(Xn) ⇒ L(X∞), n → ∞.

2 Ć śĺńş šěőřěňż Ńěąěčă Ef(Xn) → Ef(X∞) ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ Cb(X ; R). 2

Şšćěřęďěŋĺě, őąřăšŋőě ł śőďěřęăźěňşś£ ć ¡šőň şŕřăęŋěŋĺĺ, ŋěćěřŋő ďăęě ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ś.ć., ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř). Őďŋăłő ć ďőńęŋőň śňżśńě şďăěšś£ őąřăšĺšĳ ŕřĺćěďěŋŋżľ řěğşńĳšăš, łăł ŕőłăğżćăěš

Šěőřěňă Ď6.24 (Śłőřőţőď). Ŕşśšĳ (X ; ȷ) { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ ŕşśšĳ Q_n ⇒ Q_∞ ŕřĺ n → ∞. Šőčďă śşźěśšćşěš (˙; F; P ) ĺ šăłĺě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż X_n : ˙ → X , X_n ∈ F|B(X ), ůšő L(X_n) = Q_n ďń£ ćśěţ n = 1; 2; : : : ; ∞ ĺ X_n → X_∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞.

2 Śŋăůăńă ŕőśšřőĺň őŕřěďěńěŋŋş¿ śĺśšěňş ĺğňěńĳůă¿źĺţś£ řăğąĺěŋĺľ

X . Ďń£ łăęďőčő k ∈ N ć śĺńş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ X ĺňě¿šś£ őšłřżšżě ÿăřż G_{k,m},

m ∈ N řăďĺşśă 2^{−(k+1)} šăłĺě, ůšő ∪mGk,m = X . Ňěŋ££ řăďĺşś łăęďőčő ÿăřă ć

ŕřěďěńăţ őš 2^{−(k+1)} ďő 2^{−k}, ćőğňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕőłřżšĺě X őšłřżšżňĺ ÿăřăňĺ B_{k,m} šăłĺňĺ, ůšő Q_n(@B_{k,m}) = 0 ŕřĺ ćśěţ k; m ∈ N ĺ n ∈ N ∪ {∞} (őąž£śŋĺšě ŕőďřőąŋěě). Ŕőńőęĺň šěŕěřĳ D_{k,1} = B_{k,1} ĺ ďń£ m ¿ 2 ŕşśšĳ D_{k,m} = B_{k,m} \ ∪^{m−1}_{r=1} B_{k,r}. Ŕřĺ łăęďőň

k ∈ N ňŋőęěśšćă Dk,m; m ∈ N őąřăğş¿š řăğąĺěŋĺě X , ŕřĺůěň diamDk,m 6 2^{−k}, m ∈ N

(diamD = sup{ȷ(x; y) : x; y ∈ D}, D ∈ X ) ĺ Q_n(@D_{k,m}) = 0 ďń£ ćśěţ řăśśňăšřĺćăěňżţ n; k; m. Ććěďěň ňŋőęěśšćă S_{i1,... ,ik} = ∩^k_{j=1}D_{j,ij} (ćśě ĺŋďěłśż { ĺğ N). Őŋĺ őąřăğş¿š ĺğňěńĳůă¿źĺěś£ ś řőśšőň k ćńőęěŋŋżě řăğąĺěŋĺ£ X , šăłĺě ůšő

1) S_{i1,... ,ik} ∩ S_{j1,... ,jk} = ∅ ŕřĺ (i_1; : : : ; i_k) ≠ (j_1; : : : ; j_k); 2) ∪_jS_j = X , ∪_jS_{i1,... ,ik,j} = S_{i1,... ,ik} ; 3) diamS_{i1,... ,ik} 6 2^{−k} ďń£ ćśěţ k; i_1; : : : ; i_k ∈ N;

4) Q_n(@S_{i1,... ,ik} ) = 0 ďń£ ćśěţ k; i_1; : : : ; i_k ∈ N, n ∈ N ∪ {∞}.

Šěŕěřĳ ąşďěň śšřőĺšĳ ĺśłőňş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă (˙; F; P ), čďě ˙ = [0; 1), F = B([0; 1)) ĺ P = | · |, čďě | · | őąőğŋăůăěš ňěřş Ńěąěčă (šőůŋěě, łăł ćśěčďă, ňż śůĺšăěň ff-ăńčěąřş F ŕőŕőńŋěŋőľ). Ďń£ łăęďőčő

n ∈ N ∪ ∞ ĺ k ∈ N řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě [0; 1) ŕőńşĺŋšěřćăńăňĺ ´^{(n)}_{i1,... ,ik} = [a^{(n)}_{i1,... ,ik} ; b^{(n)}_{i1,... ,ik} ); čďě i_1; : : : ; i_k ∈ N ĺ | | |´^{(n)}_{i1,... ,ik} | | | = Qn(Si_1,... ,i_k ), ă ĺňěŋŋő,

´^{(n)}_1 = [0; Q_n(S_1)); ´^{(n)}_2 = [Q_n(S_1); Q_n(S_1) + Q_n(S_2)); : : :

Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň łăęďżľ ĺğ ŕőńşĺŋšěřćăńőć ´^{(n)}_i řăğąĺćăěšś£ ŋă ŕőńşĺŋšěřćăńż ´^{(n)}_{i,j} (ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ŕřĺłńăďżćăŋĺěň ĺţ, ŋăůĺŋă£ ś ńěćőčő łőŋűă ´^{(n)}_i ) ĺ š.ď. Ĺŋšěřćăńż ´^{(n)}_{i1,... ,ik} ŕőńşůă¿šś£ şŕőř£ďőůěŋŋżňĺ ć ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőň śňżśńě.

Ďń£ k ∈ N ć łăęďőň ŋěŕşśšőň ňŋőęěśšćě S_{i1,... ,ik} ćżąěřěň šőůłş x_{i1,... ,ik} ĺ ďń£ łăęďőčő n ∈ N ∪ {∞} őŕřěďěńĺň ŋă ˙ = [0; 1) ťşŋłűĺĺ X^k_n (!) = x_{i1,... ,ik} ŕřĺ ! ∈ ´^{(n)}_{i1,... ,ik}

(ěśńĺ Q_n(S_{i1,... ,ik} ) = 0, šő ´^{(n)}_{i1,... ,ik} = ∅ { ŕřőňěęşšőł ćĺďă [a; a), ĺ őŕřěďěń£šĳ ťşŋłűĺ¿ ŋă šăłőň ŕřőňěęşšłě ŋě šřěąşěšś£). Őůěćĺďŋő, X^k_n ∈ F|B(X ) ŕřĺ ćśěţ k; n. Ğăňěšĺň, ůšő

ȷ(X^k_n (!); X^{k+m}_n (!)) 6 2^{−k} ďń£ łăęďőčő ! ∈ [0; 1) ĺ ćśěţ k; n; m (6.34)

ŕő śćőľśšćăň 2) ĺ 3) ŕőśšřőěŋŋżţ řăğąĺěŋĺľ. Ć śĺńş ŕőńŋőšż X śşźěśšćşěš

X_n(!) = lim_{k→∞} X^k_n (!) ďń£ ! ∈ [0; 1); n ∈ N ∪ {∞}; (6.35)

ŕřĺůěň ŕő ńěňňě 4.6 ĺňěěň X_n ∈ F|B(X ) ďń£ ćśěţ n ∈ N ∪ {∞}. Ŕőńĳğş£śĳ śćőľśšćőň 4) ĺ ŕşŋłšőň 3^∘ šěőřěňż 6.2, ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ ćśěţ k; i_1; : : : ; i_k ∈ N Q_n(S_{i1,... ,ik} ) = | | |´^{(n)}_{i1,... ,ik} | | | → | | |´^{(∞)}_{i1,... ,ik} | | | = Q∞(Si_1,... ,i_k ); n → ∞: Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ Q_∞(S_{i1,... ,ik} ) > 0 (ĺ, ğŋăůĺš ´^{(∞)}_{i1,... ,ik} ≠ ∅), šő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ! ∈ ( ´^{(∞)}_{i1,... ,ik} )_∘ (B^∘ { ¡šő ćŋşšřěŋŋőśšĳ ňŋőęěśšćă B), ŋăľďěšś£ ŋőňěř n_k(!) šăłőľ,

ůšő ! ∈ ( ´^{(n)}_{i1,... ,ik} )_∘ ŕřĺ n ¿ n_k(!) (őąž£śŋĺšě ŕőďřőąŋěě). Ŋő šőčďă ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő ! ŕőńşůĺň X^k_n(!) = X^k_∞(!) ĺ, şůĺšżćă£ (6.35), ĺňěěň

ȷ(X_n(!); X_∞(!)) 6 ȷ(X_n(!); X^k_n(!)) + ȷ(X^k_n(!); X^k_∞(!)) + ȷ(X^k_∞(!); X_∞(!)) 6 2^{−k+1}

ŕřĺ n ¿ n_k(!). Ŕőńőęĺň ˙_0 = ∩^∞_{k=1} ∪_{i1,... ,ik} ( ´^{(∞)}_{i1,... ,ik} )_∘ . Őůěćĺďŋő, P (˙_0) = |˙_0| = 1 ĺ X_n(!) → X_∞(!) ďń£ ! ∈ ˙_0 ŕřĺ n → ∞. Šőčďă X_∞ ∈ F|B(X ) ć śĺńş ńěňňż 4.6.

Őśšăńőśĳ ŕőłăğăšĳ, ůšő L(Xn) = Qn ďń£ n ∈ N ∪ {∞}. Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ŕřĺ ćśěţ n; m; i_1; : : : ; i_m ĺ k ¿ m

P (X^k_n ∈ S_{i1,... ,im} ) = | | |´^{(n)}_{i1,... ,im} | | | = Qn(Si_1,... ,i_m ): (6.36)

Ń¿ąőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő G ć X ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, łăł őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ĺńĺ śůěšŋőčő ůĺśńă ňŋőęěśšć Si_1,... ,i_m (ŕřĺ řăğŋżţ m ĺ i_1; : : : ; i_m). Ŕřőćěřĳšě ¡šő ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£ (śřăğş ćżšěłăěš ĺğ šěőřěň 3,4 [?, čń. 2, §5]). Ćőğĳňěň G_N → G, čďě G_N śőśšőĺš ĺğ N ňŋőęěśšć şłăğăŋŋőčő ćĺďă. Śńěďőćăšěńĳŋő, P (X^k_n ∈ G) ¿ P (X^k_n ∈ G_N ) ďń£ łăęďőčő N ĺ, şůĺšżćă£ (6.37), ĺňěěň

lim inf k→∞ P (X^k_n ∈ G) ¿ lim inf_{k→∞} P (X^k_n ∈ G_N ) = Q_n(G_N ):

Šăłĺň őąřăğőň, lim inf_{k→∞} P (X^k_n ∈ G) ¿ Q_n(G). Śőčńăśŋő ŕşŋłšş 2^∘ šěőřěňż 6.2 ŕőńşůăěň, ůšő L(X^k_n ) ⇒ Q_n ŕřĺ k → ∞ ďń£ n ∈ N∪{∞}. Ŋő ŕő ďőłăğăŋŋőňş X^k_n → X_n ŕ.ŋ. ŕřĺ k → ∞ ďń£ ćśěţ n, ŕő¡šőňş ĺğ şŕř. 6.22 ćżšěłăěš, ůšő L(X^k_n ) ⇒ L(X_n). Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿ śńăąőčő ŕřěďěńă. 2

Šěőřěňă Ď6.24 ŕőğćőń£ěš őůěŋĳ ŕřőśšő ŕőńşůĺšĳ şšćěřęďěŋĺě şŕř. 6.2. Ĺğ ¡šőľ šěőřěňż šăłęě ńěčłő ćżšěłăěš (ś şůěšőň ĺğćěśšŋżţ ťăłšőć ő śţőďĺňőśšĺ ŕ.ŋ.), ůšő ěśńĺ X = R, X_n^D−→ X, ŕřĺůěň X_n řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňă, šő EX_n → EX. Ďăńěě ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£

Ńěňňă Ď6.25. Ŕşśšĳ (X ; ȷ) {ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ Qn ⇒ Q ć P. Šőčďă

sup{|⟨f; Q_n⟩ − ⟨f; Q⟩| : f ∈ G_C} → 0; n → ∞; (6.37)

čďě G_C { łńăśś řăćŋőśšěŕěŋŋő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ f : X → R, ĺňě¿źĺţ ‖f‖_∞ 6 C.

2 Ŕőśšřőĺň ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) (ňż ďăęě ğŋăěň, ŋă łăłőň!) śńşůăľŋżě ćěńĺ-

ůĺŋż, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć šěőřěňě Ď6.24. Šăłĺň őąřăğőň (ťőřňşńă (2.10)), šřěąşěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

sup{|Ef(X_n) − Ef(X_∞)| : f ∈ G_C } → 0; n → ∞:

Ć śĺńş řăćŋőśšěŕěŋŋőľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăľďěšś£ ‹ = ‹(") > 0, šăłőě, ůšő |f(x) − f(y)| 6 " ďń£ ćśěţ f ∈ G_C , łăł šőńĳłő ȷ(x; y) 6 ‹. Šőčďă őůěćĺďŋő

|Ef(Xn) − Ef(X∞)| 6 E|f(Xn) − f(X∞)|1{ȷ(Xn; X∞) 6 ‹} + + E|f(Xn) − f(X∞)|1{ȷ(Xn; X∞) 6 ‹} 6 " + 2CP (ȷ(Xn; X∞) > ‹):

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ěśńĺ X_n → X_∞ ŕ.ŋ., šő X_n^P−→ X_∞, š.ě.

P (! : ȷ(X_n(!); X_∞(!)) > ‹) → 0 ďń£ ń¿ąőčő ‹ > 0 ŕřĺ n → ∞;

ȷ(X_n; X_∞) ěśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă (ć śĺńş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ X ), łőšőřă£ śšřěňĺšś£ ł 0 ŕ.ŋ., ă ğŋăůĺš ĺ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ. 2

Šŕěřĳ ňż őąřăšĺňś£ ł őůěŋĳ ćăęŋőňş ćőŕřőśş ő ňěšřĺğăűĺĺ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ. Ŕşśšĳ ďăńěě (ŕőłă ŋě őčőćőřěŋő) (X ; ȷ) { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďń£ B ⊂ X ĺ " > 0 ŕşśšĳ B^ε = {x ∈ X : ȷ(x; B) < "}, čďě ȷ(x; B) = inf{ȷ(x; y) : y ∈ B}. Ććěďěň ŋă P(X ) ňěšřĺłş Ńěćĺ { Ŕřőţőřőćă

ı(P; Q) = inf{" > 0 : P (B) 6 Q(B^ε) + "; Q(B) 6 P (B^ε) + " ďń£ B ∈ B(X )}: (6.38)

Şŕř. 6.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ı(·; ·) £ćń£ěšś£ ňěšřĺłőľ ŋă P(X ). Ďőłăęĺšě, ůšő ćěřŋő śńěďş¿źěě (ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď ŋěśĺňňěšřĺůŋőě) őŕřěďěńěŋĺě

ı(P; Q) = inf{" > 0 : P (F ) 6 Q(F^ε) + " ďń£ ćśěţ ğăňłŋşšżţ F ⊂ X }: (6.39)

Şŕř. 6.27. Ďőłăęĺšě, ůšő (P(X ); ı) { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Šěőřěňă Ď6.28. Qn ⇒ Q řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ı(Qn; Q) → 0 (n → ∞).

2 Ŕşśšĳ ı(Qn; Q) → 0. Šőčďă ć śĺńş (6.41) ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ łăęďőčő ğă-

ňłŋşšőčő F ⊂ X ĺňěěň Q_n(F ) 6 Q(F^ε) + " ŕřĺ ćśěţ n ¿ n("). Śńěďőćăšěńĳŋő, lim sup_{n→∞} Q_n(F ) 6 Q^ε(F ) + " ďń£ ń¿ąőčő " > 0. Őśšăěšś£ şśšřěňĺšĳ " ł ŋşń¿ ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕşŋłšőň 1^∘ šěőřěňż 6.2.

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ Qn ⇒ Q. Śőćőłşŕŋőśšĳ ťşŋłűĺľ f^F_ε (·), ććěďěŋŋżţ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 6.2, čďě " > 0 ĺ F { ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő ć X , šăłőćă, ůšő

0 6 f^F_ε (·) 6 1 ĺ |f^F_ε (x) − f^F_ε (y)| 6 "^{−1}ȷ(x; y) ďń£ ćśěţ x; y ∈ X (őąž£śŋĺšě). Śńě-

ďőćăšěńĳŋő, ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő " > 0 łńăśś M_ε = {f^F_ε (·); ňŋőęěśšćă F ğăňłŋşšż ć X } ⊂ G_1, čďě łńăśśż G_C ććěďěŋż ć ńěňňě Ď6.25. Ĺğ (6.37) ćżšěłăěš, ůšő ďń£ łăęďőčő " > 0

´^{(ε)}_n = sup{|⟨f; Q_n⟩ − ⟨f; Q⟩| : f ∈ M_ε} → 0; n → ∞: (6.40)

Ďń£ łăęďőčő " > 0 ĺ ćśěţ ğăňłŋşšżţ F , şůĺšżćă£, ůšő 1_F (·) 6 f^F_ε (·) 6 1_F ε (·), ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě őŕřěďěńěŋĺě ´^{(ε)}n ŕőńşůăěň

Q(F^ε) ¿ ⟨f^F_ε ; Q⟩ ¿ ⟨f^F_ε ; Q_n⟩ − ´^{(ε)}_n ¿ ⟨1_F ; Q_n⟩ − ´^{(ε)}_n = Q_n(F ) − ´^{(ε)}_n : (6.41)

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ´^{(ε)}n 6 " ŕřĺ n ¿ n_0(") ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ (6.39). 2

Şŕř. 6.29. Řăśśňőšřĺň ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő BL őčřăŋĺůěŋŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ńĺŕÿĺűěćżţ ťşŋłűĺľ ŋă X , śŋăąęěŋŋőě ŋőřňőľ ‖f‖_{BL} = ‖f‖_∞ +L(f), śň. (6.30). Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£

‖P − Q‖^∗_{BL} = sup{|⟨f; P ⟩ − ⟨f; Q⟩| : f ∈ BL; ‖f‖_{BL} 6 1}

ğăďăěš ňěšřĺłş ŋă P(X ), śţőďĺňőśšĳ ć łőšőřőľ šăłęě ¡łćĺćăńěŋšŋă śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ. Ąőńěě šőčő, ďőłăęĺšě ďń£ ń¿ążţ P; Q ∈ P(X ) ŋěřăćěŋśšćă

‖P − Q‖^∗_{BL} 6 2ı(P; Q); ’(ı(P; Q)) 6 ‖P − Q‖^∗_{BL};

čďě ’(t) = 2t^2=(t + 2), t ¿ 0.

Šěőřěňă Ď6.30 (Ÿšřăśśěŋ, [?]). Ňěšřĺłă Ńěćĺ { Ŕřőţőřőćă ı £ćń£ěšś£ ňĺ-

ŋĺňăńĳŋőľ ňěšřĺłőľ ďń£ ňěšřĺłĺ Łĺ Ťăŋ – (ňěšřĺğş¿źěľ śţőďĺňőśšĳ ŕő ćěřő- £šŋőśšĺ). Ă ĺňěŋŋő,

ı(P; Q) = inf{–(X; Y )}; (6.42)

čďě ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ąěřěšś£ ŕő ćśěň ŕăřăň śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ (X; Y ) (łăęďă£ ŕăřă ğăďăŋă ŋă śćőěň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě) šăłĺň, ůšő L(X) = P , L(Y ) = Q,

ă –(X; Y ) = inf{" > 0 : P (ȷ(X; Y ) > ") < ".

Śőőšŋőÿěŋĺě (6.42) ĺńń¿śšřĺřşěš őąźş¿ ĺďě¿ łăŕńĺŋč-ňěšőďă (š.ě. ňěšőďă ŋěłőšőřőľ śłńěľłĺ), śőśšő£źěčő ć šőň, ůšő ĺźěšś£ ŕăřă śńşůăľŋżţ ¡ńěňěŋšőć (X; Y ), ś ğăďăŋŋżňĺ ňăřčĺŋăńĳŋżňĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ňĺ (š.ě. ğăďăŋż L(X) ĺ L(Y )) šăłă£, ůšő ŕřĺ ¡šőň X ĺ Y ąńĺğłĺ ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě. Ĺśŕőńĳğőćăŋĺ¿ řăğńĺůŋżţ ňěšřĺł ć ŕřěďěńĳŋżţ šěőřěňăţ ďń£ śşňň ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŕőść£źěŋż ňőŋőčřăťĺĺ [?], [?]. Őšňěšĺň, ůšő ňěšřĺůěśłĺľ ŕőďţőď £ćń£ěšś£ őůěŋĳ ŕőńěğŋżň ć šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ ćěśĳňă ÿĺřőłĺţ şśńőćĺ£ţ ňőęŋő ďăšĳ őŕšĺňăńĳŋş¿ őűěŋłş śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ć ŕřĺŋűĺŕě ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ Ďőŋśłěřă { Ŕřőţőřőćă. Ŕşśšĳ Xn,i; i = 1; : : : ; mn; n ∈ N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śěřĺľ ŋěćżřőęďěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŋěğăćĺśĺňżţ ć łăęďőľ śěřĺĺ, ďń£ łőšőřżţ EX_{n,i} = 0, E|X_{n,i}|^s < ∞ ŕřĺ ŋěłőšőřőň s > 2. Ąşďěň śůĺšăšĳ X_{n,i} ŋőřňĺřőćăŋŋżňĺ šăł, ůšő ∑_{mn} i=1 ff^2_{n,i} = 1, čďě ff^2_{n,i} = DX_{n,i}. Ŕőńőęĺň L_{n,s} := ∑_{mn} i=1 E|Xn,i|^s. İšő { ďřőąĳ Ń£ŕşŋőćă (ěśńĺ ąż ŋě ążńő őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ŋőř-

ňĺřőćłĺ, šő L_{n,s} = ∑_{mn} i=1 E|Xn,i − EXn,i|^s= ( ∑_{mn} i=1 ff^2_{n,i} )_{s/2} ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋő ćőğŋĺłăńă

ąż ďřőąĳ). Ńěčłő ćĺďěšĳ (ŕřőśšőě şŕřăęŋěŋĺě), ůšő şśńőćĺě Ń£ŕşŋőćă

L_{n,s} → 0 ŕřĺ n → ∞

ćńěůěš şśńőćĺě Ńĺŋďěąěřčă (6.18). Ğďěśĳ ęě ğăňěšĺň, ůšő şśńőćĺě Ńĺŋďěąěřčă £ćń£- ěšś£ ŋě šőńĳłő ďőśšăšőůŋżň, ŋő ĺ ŋěőąţőďĺňżň ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŰŔŠ (śň. ŕřĺńőęěŋĺě 2), ěśńĺ ŋěğăćĺśĺňżě śńăčăěňżě şďőćńěšćőř£¿š "şśńőćĺ¿ ąěśłőŋěůŋőľ ňăńőśšĺ": ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő " > 0 max 16i6mn P (|X^{n,i}| ¿ ") → 0 ŕřĺ n → ∞: (6.43)

Ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě şśńőćĺ£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŰŔŠ ąěğ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ (6.43) ňőęŋő ŋăľšĺ ć [?], [?].

Šěőřěňă Ď6.31 (Ąőřőćłőć, [?]). Ŕşśšĳ Pn { řăśŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ńőňăŋőľ S_n(·), ťĺčşřĺřş¿źěľ ć šěőřěňě 6.11. Šőčďă ďń£ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě śěřĺľ (ŋőřňĺřőćăŋŋżţ) ćěńĺůĺŋ X_{n,i}; i = 1; : : : ; m_n; n ∈ N, ŕřĺ s ∈ (2; 3] śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ őűěŋłă:

ı(P_n; W) 6 cL^{1/(s+1)}_{n,s} ; (6.44)

ğďěśĳ W { ňěřă Ćĺŋěřă ć C[0; 1], ă ňŋőęĺšěńĳ c ŋě ğăćĺśĺš őš n.

Ŕőďřőąŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă ćňěśšě ś ŋěőąţőďĺňżň ćśŕőňőčăšěńĳŋżň ňăšěřĺăńőň ňőęŋő ŋăľšĺ ć [?], čďě šăłęě řăğőąřăŋ ŕřĺňěř ĺğ [?], ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő őűěŋłă (6.44) őŕšĺňăńĳŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćżąőřă ŕőśšő£ŋŋőčő ňŋőęĺšěń£ c.

Ŕřĺćěďěň ěźě ŋěśłőńĳłő řěğşńĳšăšőć ő śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ĺ łőňŕăłšŋőśšĺ řăśŕřěďěńěŋĺľ ŕřőűěśśőć ś ŋěŕřěřżćŋżňĺ šřăěłšőřĺ£ňĺ. Őŕřěďěńĺň ć ŕřőśšřăŋśšćě C(T; X ) ňőďşńĳ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

´(f; ‹) = sup{ȷ(f(x); f(y)) : d(x; y) 6 ‹}; f ∈ C(T; X ); ‹ > 0;

ğďěśĳ d { ňěšřĺłă ŋă łőňŕăłšě T , ȷ { ňěšřĺłă ć ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X . Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň ‹ > 0 ťşŋłűĺ£ ´(f; ‹) ŋěŕřěřżćŋő őšőąřăęăěš C(T; X ) ć R ĺ ŕő¡šőňş B(C(T; X ))|B(R)-ĺğňěřĺňă.

Šěőřěňă Ď6.32 (Ŕřőţőřőć). Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺľ ś.¡. X^{(n)}; n ∈ N

śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C(T; X ), čďě T { łőňŕăłš, ă X { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŕńőšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

lim_{δ↓0} lim sup

n→∞ E(´(X^{(n)}; ‹) ∧ 1) = 0:

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőśšřăŋśšćő C(T; X ), čďě X { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă T { ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋőě ţăşśďőřťőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő ćšőřőľ ăłśĺőňőľ śůěšŋőśšĺ (ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ śůěšŋă£ ąăğă). Śŋăąďĺň C(T; X ) šőŕőńőčĺěľ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋă łőňŕăłšăţ (śň. (3.20)).

Şŕř. 6.33. Ďőłăęĺšě, ůšő X^{(n) D}→ X, š.ě. L(X^{(n)}) ⇒ L(X) ćő ććěďěŋŋőň ćżÿě ŕřőśšřăŋśšćě C(T; X ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X^{(n)}_{|K}^D→ X_{|K} ć C(K; X ) ďń£ ń¿ąőčő łőňŕăłšă K ⊂ T , ğďěśĳ, łăł ĺ ŕřěęďě Y_{|K} őğŋăůăěš śşęěŋĺě ťşŋłűĺĺ Y = {Y_t; t ∈ T } ďő ťşŋłűĺĺ Y_{|K} = {Y_t; t ∈ K}.

İšő şŕřăęŋěŋĺě, şŕř. 6.9 ĺ šěőřěňă 6.11 őąěśŕěůĺćă¿š Şŕř. 6.34. Ŕşśšĳ 1; 2; : : : { ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżě ćěłšőřż ć R^m, ďń£ łőšőřżţ E1 = 0, E‖1‖^2 < ∞, čďě ‖ · ‖ { ěćłńĺďőćă ŋőřňă. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőűěśśż

X^{(n)}_t = n^{−1/2} ∑ k6nt k + (nt − [nt])_{[nt]+1}; t ¿ 0; n ∈ N:

śţőď£šś£ ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ŕřĺ n → ∞ ł m { ňěřŋőňş ąřőşŋőćśłőňş ďćĺęěŋĺ¿ ([·] őąőğŋăůăěš űěńş¿ ůăśšĳ ůĺśńă).

Şŕř. 6.35. Ŕşśšĳ X^{(n)}; n ∈ N { ŋěŕřěřżćŋżě ŕřőűěśśż ŋă R^d śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ R^d ć ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X . Šőčďă ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŕńőšŋż ć

C(R^d; X ), ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ łőŋśšăŋš ¸; ˛ > 0 E(ȷ(X^{(n)}_s ; X^{(n)}_t ))^α 6 ‖t − s‖^{d+β}; s; t ∈ R^d;

čďě ‖ · ‖ { ŋőřňă ć R^d.

Ć ść£ğĺ ś šěőřěňőľ Ď6.8 ğăňěšĺň, ůšő ăŕŕăřăš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ďěľśšćşěš ŋě šőńĳłő ďń£ ňěř ŋă ąőřěńěćśłĺţ ŕőďňŋőęěśšćăţ R^m. Ŕşśšĳ

X { ďěľśšćĺšěńĳŋőě śěŕăřăąěńĳŋőě ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ X^∗ { śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ťşŋłűĺőŋăńőň ňěřż Q ∈ P(X ) ĺńĺ śńşůăľŋőčő ¡ńěňěŋšă X : ˙ → X , X ∈ F|B(X ), šăłőčő, ůšő L(X) = Q, ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě ’_Q : X^∗ → C , łőšőřőě őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

’_Q(x^∗) = E exp{i⟨X; x^∗⟩}; x^∗ ∈ X^∗;

ğďěśĳ ⟨y; x^∗⟩ őąőğŋăůăěš ďěľśšćĺě ńĺŋěľŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă x^∗ ŋă ¡ńěňěŋš y ∈ X . Ŕşśšĳ C { śőćőłşŕŋőśšĳ űĺńĺŋďřĺůěśłĺţ ňŋőęěśšć ć X , š.ě. ňŋőęěśšć ćĺďă

{x ∈ X : (⟨x; z^∗_1⟩; : : : ; ⟨x; z^∗_n⟩) ∈ B};

čďě B ∈ B(R^n), z^∗_1; : : : ; z^∗_n ∈ X^∗.

Şŕř. 6.36. (śřăćŋĺšě ś šěőřěňőľ Ď6.8) Ďőłăęĺšě, ůšő C ŕőřőęďăěš B(X ). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ Q_n ⇒ Q ć P(X ), šő ’_{Qn} → ’_Q ŕőšőůěůŋő. Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ’_{Qn} → ’_Q ŕőšőůěůŋő, čďě ’ : X^∗ → C ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {Q_n} ŕńőšŋă. Šőčďă ’ = ’_Q ďń£ ŋěłőšőřőčő Q ∈ P(X ) ĺ Q_n ⇒ Q.

Ő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺőŋăńăţ ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć [?]. Ŕő śţěňě ĺğşůěŋĺ£ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě C(T; X ) ňőęěš ążšĳ ŕřőćěďěŋő ĺśśńěďőćăŋĺě śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě Śłőřőţőďă D([0; 1]^q) ĺńĺ D([0; ∞)^q), q ¿ 1. İšĺ ŕřőśšřăŋśšćă śőśšő£š ĺğ ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă [0; 1]^q ĺńĺ [0; ∞)^q, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ šăłĺţ, ůšő őŋĺ ŋěŕřěřżćŋż śćěřţş ć łăęďőľ šőůłě, ĺ ć łăęďőľ šőůłě t ≠ 0 ĺňě¿š ŕřěďěń śŋĺğş (ŕřěďěń ťşŋłűĺĺ f śćěřţş ć šőůłě t őğŋăůăěš, ůšő ąěřěšś£ ŕřěďěń f(s) ŕřĺ s → t ďń£ s ≠ t šăłĺţ, ůšő s_k ¿ t_k, k = 1; : : : ; q; ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕřěďěń śŋĺğş). İšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŕőňőźĳ¿ őŕřěďěńěŋŋżţ ňěšřĺł ňőčşš ążšĳ ŕřěćřăźěŋż ć ŕőńĳśłĺě, ć ŋĺţ šăłęě őŕřěďěńěŋ ăŋăńőč ňőďşń£ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. Ćăęŋőśšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć Śłőřőţőďă ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ąńĺğłĺňĺ őłăğżćă¿šś£ ŋě šőńĳłő ťşŋłűĺĺ, ŕőńşůă¿źĺěś£ "ňăńőľ ďěťőřňăűĺěľ" ć őąńăśšĺ ğŋăůěŋĺľ, ŋő ĺ ťşŋłűĺĺ, ŕőńşůă¿źĺěś£ "ňăńőľ ďěťőřňăűĺěľ" ăřčşňěŋšă (ŋăŕřĺňěř, ťşŋłűĺĺ f_x(t) = 1_{[x,∞)}(t) ĺ f_y(t) = 1_{[y,∞)}(t) ŋě śąńĺęă¿šś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě C ŕřĺ x → y, ŋő śąńĺęă¿šś£ ć D). Ś ¡šĺňĺ ćőŕřőśăňĺ ňőęŋő őśŋőćăšěńĳŋő őğŋăłőňĺšĳś£ ć [?], [?].

Ć ść£ğĺ ś ŕřőśšřăŋśšćăňĺ Śłőřőţőďă ĺŋšěřěśŋő őąďşňăšĳ śńěďş¿źş¿ ňőďěńĳ ąńşęďă¿źěľ ůăśšĺűż. Ŕşśšĳ Y^{(a)}_1 ; Y^{(a)}_2 : : : { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż ĺ

P (Y^{(a)}_1 = −a) = P (Y^{(a)}_1 = a) = 1=2; a > 0:

Ŕşśšĳ ^{(λ)}_1 ; ^{(λ)}_2 ; : : : { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż, ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő řăśŕřěďěńěŋŋżě ś ŕăřăňěšřőň – > 0, ŕřĺůěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {Y^{(a)}n } ĺ {^{(λ)}m } ŋěğăćĺśĺňż ŕřĺ ćśěţ a ĺ –. Ŕşśšĳ śőśšő£ŋĺ£ ůăśšĺűż ĺğňěŋ£¿šś£ ŋă a ĺńĺ −a ć ňőňěŋšż fi^{(λ)}_k = ∑_k j=1 ^{(λ)}_j , k = 1; 2; : : :

(ć ňőňěŋš t = 0 ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ć ŋşńě). Šőůŋěě čőćőř£, ŕşśšĳ ć ňőňěŋš fi^{(λ)}_k łőőřďĺŋăšă ůăśšĺűż řăćŋă ∑_k j=1 Y^{(a)}_j ĺ ¡šő śőśšő£ŋĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŋă ŕřőňěęşšłě [fi^{(λ)}_k ); fi^{(λ)}_{k+1}). Ĺšăł, ŕőńőęěŋĺě ůăśšĺűż őŕĺśżćăěš ŕřőűěśś X^{(a,λ)}_t = ∑ j6Nλ(t) Y^{(a)}j ,

t ¿ 0, čďě Nλ(t) = max{ k : fi^{(λ)}_k 6 t} (śůĺšăěň Nλ(0) = 0, X^{(a,λ)}_0 = 0). Ć ńěłűĺĺ 8 ňż

şćĺďĺň, ůšő N_λ(·) { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš

Şŕř. 6.37. Ĺśśńěďşľšě śţőďĺňőśšĳ ł.-ň.ř. ŕřőűěśśőć X^{(a,λ)} ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő a → 0, – → ∞ šăłĺň őąřăğőň, ůšő a^2– = ff^2 > 0 (ćěńĺůĺŋă śňěźěŋĺ£ şňěŋĳÿăěšś£, ă śőşďăřěŋĺ£ şůăźă¿šś£). Ąşďşš ńĺ ŕřőűěśśż X^{(a,λ)} śńăąő śţőďĺšĳś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě D[0; ∞)?

Ŋăř£ďş ś ŕřĺŋűĺŕőň ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ Ďőŋśłěřă { Ŕřőţőřőćă őůěŋĳ ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřă¿š śĺńĳŋżě ŕřĺŋűĺŕż ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ. Ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ ğăďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ (ĺńĺ ďőńęŋżň őąřăğőň "śńăąő ğăćĺśĺňżţ") ćěńĺůĺŋ _1; _2; : : : śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R (R^m ĺńĺ ďăęě ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě), šő ňőęŋő ŕěřěľšĺ ł ŋőćőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ”_1; ”_2; : : : , ğăďăŋŋőľ ŋă, ćőőąźě čőćőř£, ďřşčőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćňěśšě ś ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň {W (t); t ¿ 0} šăł, ůšő (ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ŋěłőšőřżţ şśńőćĺľ!) L(_1; _2; : : : ) = L(”_1; ”_2; : : : ) ĺ ∑ k6t ”_k − W (t) = O(h(t)) ŕ.ŋ. ŕřĺ t → ∞; (6.45)

čďě h { őŕřěďěńěŋŋă£ ŋěśńşůăľŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£. Ğăŕĺśĳ (6.45) őğŋăůăěš śşźěśšćőćăŋĺě ďń£ ŕ.ć. ! ∈ ˙ šăłőčő C(!) > 0, ůšő | ∑ k6t ”_k − W (t)| 6 C(!)h(t)

ŕřĺ t > t_0(!; C(!)).

Ćňěśšő (6.45) řăśśňăšřĺćăěšś£ ĺ śőőšŋőÿěŋĺě ćĺďă ∑ k6t ”_k − W (t) = o(g(t)) ŕ.ŋ. ŕřĺ t → ∞; (6.46)

őğŋăůă¿źěě, ůšő | ∑ k6t ”^k − W (t)|=g(t) → 0 ŕřĺ t → ∞ ďń£ ŕ.ć. ! ∈ ˙, čďě g { ŋěłőšőřă£ ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£.

Šěőřěňă Ď6.38 (Ÿšřăśśěŋ). Ŕşśšĳ 1; 2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě őďĺŋăłőćő řăśŕřě-

ďěńěŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż šăłĺě, ůšő E_1 = 0 ĺ E^2_1 = 1. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő şšćěřęďěŋĺě (6.46), ć łőšőřőň g(t) = (t log log t)^{1/2}, t > e.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ążńő őśŋőćăŋő ŋă ŕřěďśšăćńěŋĺĺ Śłőřőţőďă, śň. ďőŕőńŋěŋĺě 4, ś. ??. Ďřşčőľ ňőźŋżľ ňěšőď ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋőł ćĺďă (6.45), šăł ŋăğżćăěňżľ "ćěŋčěřśłĺľ ňěšőď", ążń ŕřěďńőęěŋ Łőňńőÿěň, Ňăľőřőň ĺ Šşÿŋăďĺ [?], [?]. Ğďěśĳ ęě ğăňěšĺň, ůšő ŋăř£ďş ś ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ňĺ ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň ĺśŕőńĳğş- ¿šś£ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ ŋěłőšőřőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ. Ő śĺńĳŋőň ŕřĺŋűĺŕě ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ śň. šăłęě [?], [?].

Şŕř. 6.39. Ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ď6.38 ďőłăęĺšě ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă ďń£ śńşůăľŋżţ ńőňăŋżţ ć C[0; 1], ŕőśšřőěŋŋżţ ŕő ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋăň 1; _2; : : : ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ. İšĺ ńőňăŋżě ĺňě¿š şğńż (k=n; S_k= √ 2n log log n), k = 0; : : : ; n, n ¿ 3, S_0 = 0, S_k = _1 + : : : + _k, k ¿ 1.

Şŕř. 6.40. Ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďżďşźěě şŕřăęŋěŋĺě, ŕőńşůĺšě šěőřěňş Ţăřšňăŋă { Ćĺŋšŋěřă: ŕşśšĳ X_1; X_2; : : : { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż ś EX_1 = 0, EX^2_1 = 1. Šőčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł {S_n= √ 2n log log n; n ¿ 3} śőćŕăďăěš ś őšřěğłőň [-1,1] (ğďěśĳ S_n = X_1 + : : : + X_n).

Ś ŕőňőźĳ¿ şŕř. 6.39 ĺ ŕőśšřőěŋĺ£ ŋăďńěęăźěčő őšőąřăęěŋĺ£ h : C[0; 1] → R ćżŕőńŋ£ěšś£

Şŕř. 6.41. Ŕşśšĳ {Xk}; {Sk} { šě ęě, ůšő ć şŕřăęŋěŋĺĺ 6.40. Ŕşśšĳ f(t) { ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£, ĺŋšěčřĺřşěňă£ ŕő Řĺňăŋş ŋă [0,1]. Šőčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1

lim sup n→∞ (2n^3 log log n)^{−1/2} n∑ k=1 f ( k n ) S_k = (∫_1 0 F^2(u)du )_{1/2} ; čďě F (u) =

∫_1 u f(t)dt; u ∈ [0; 1].

Ğăšřőŋěň ěźě őůěŋĳ ĺŋšěřěśŋżľ ćőŕřőś, őšŋőś£źĺľś£ ł śńşůăľŋżň ňěřăň. Ŕşśšĳ X { ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋőě ţăşśďőřťőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő ćšőřőľ ăłśĺőňőľ śůěšŋőśšĺ. Ŕşśšĳ M(X ) { ŕřőśšřăŋśšćő ńőłăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋżţ ňěř ŋă ąőřěńěćśłőľ ff-ăńčěąřě B(X ) (š.ě. łőŋěůŋżţ ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ M őčřăŋĺůěŋŋżţ ňŋőęěśšć), śŋăąęěŋŋőě šőŕőńőčĺěľ, ć łőšőřőľ ŋěŕřěřżćŋż őšőąřăęěŋĺ£

ı_f : — → ⟨f; —⟩ = ∫ X fd— ďń£ f ∈ C^+_K { łńăśśş ŋěŕřěřżćŋżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ś łőňŕăłšŋżň ŋőśĺšěńěň.

Şŕř. 6.42. Ďőłăęĺšě, ůšő M(X ) { ŕőńĳśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĳšě, ůšő ěśńĺ f_1; f_2; : : : { ňŋőęěśšćő, ŕńőšŋőě ć C^+_K, šő ťşŋłűĺ£

ȷ(—; ) = ∑ k 2^{−k}(|⟨f; —⟩ − ⟨f_k; —⟩| ∧ 1); —; ∈ M(X )

ňěšřĺğşěš ććěďěŋŋş¿ šőŕőńőčĺ¿. Ŕřĺ ¡šőň B(M(X )) ŕőřőęďăěšś£ łăł őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ı_f ; f ∈ C^+_K (š.ě. £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěľ ff-ăńčěąřőľ, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ ĺğňěřĺňż ćśě ¡šĺ őšőąřăęěŋĺ£), šăł ĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ı_B : — → —(B) ďń£ B ∈ X_μ, čďě — ∈ M(X ), X_μ = {B ∈ M : —(@B) = 0}, ă M { śőćőłşŕŋőśšĳ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŕőďňŋőęěśšć X .

Ěśńĺ (˙; F; P ) { ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ X ∈ F|B(M(X )), šő X ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋőľ ňěřőľ. Šőůěůŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś őŕřěďěń£ěšś£ łăł śńşůăľŋă£ ňěřă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ğŋăůěŋĺ£ ć (ğăňłŋşšőň őšŋőśĺšěńĳŋő ććěďěŋŋőľ šőŕőńőčĺĺ) ŕőďňŋőęěśšćě N(X ) ⊂ M(X ), śőśšő£źěň ĺğ űěńőůĺśńěŋŋő { ğŋăůŋżţ ňěř.

Şŕř. 6.43. Ŕşśšĳ Y; Y1; Y2; : : : { śńşůăľŋżě ňěřż ŋă X { ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋőň ţăşśďőřťőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śő ćšőřőľ ăłśĺőňőľ śůěšŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿- źĺě şśńőćĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż

1. Y_n^D→ Y ŕřĺ n → ∞.

2. ⟨f; Y_n⟩^D→ ⟨f; Y ⟩ ďń£ f ∈ C^+_K (n → ∞).

3. (Y_n(B_1); : : : ; Y_n(B_k))^D→ (Y (B_1); : : : ; Y (B_k)) ďń£ B_1; : : : ; B_k ∈ X_Y ; k ∈ N, čďě X_Y = {B ∈ M : Y (@B) = 0 ŕ.ŋ.}.

Őšňěšĺň, ůšő ďń£ ŕřőűěśśőć, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ őďŋőňěřŋżň ŕăřăňěšřőň, ćăęŋżě ďń£ ŕřĺńőęěŋĺľ ňăřšĺŋčăńĳŋżě ňěšőďż ĺśśńěďőćăŋĺ£ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ĺğńőęěŋż ć [?], [?]. Ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 8 ňż řăśśňőšřĺň šăłęě ŋěłőšőřżě řěğşńĳšăšż ő śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ, šřěąş¿źĺě ăŕŕăřăšă ňăřłőćśłĺţ ŕőńşčřşŕŕ. Ł şęě şŕőňĺŋăćÿĺňś£ ĺśšőůŋĺłăň, ść£ğăŋŋżň śő śţőďĺňőśšĳ¿ ňěř ĺ ŕřőűěśśőć, ňż ďőąăćĺň [?].

Ńěłűĺ£ 7. Ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż

İłćĺćăńěŋšŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ńěňňă őą ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ σ{X_t, t ∈ U} | B(R)-ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ. Ňăřłőćőśšĳ ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^d. Ňăřłőćőśšĳ d-ňěřŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ĺ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ŋăţőęďěŋĺě ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ d-ňěřŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Őďŋőřőďŋżě ŕřőűěśśż. Łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă, ĺţ ćżřăęěŋĺě ůěřěğ ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Šěŕěřĳ ňż ŕěřěľďěň ł ĺğşůěŋĺ¿ őąÿĺřŋőčő łńăśśă ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć. Ğăňěůăšěńĳŋă£ ĺďě£ Ňăřłőćă, ńěęăźă£ ć őśŋőćě ćśěľ řăğćĺćăěňőľ šěőřĺĺ, śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćżďěń£ěšś£ łńăśś ŕřőűěśśőć, ďń£ łőšőřżţ ¡ćőń¿űĺ£ ćő ćřěňěŋĺ ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋă śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕőćěďěŋĺě ŕřőűěśśă ŕőśńě ňőňěŋšă t őŕřěďěń£ěšś£ ŋě ćśěľ ěčő ŕřěďĺśšőřĺěľ, ă ńĺÿĳ ğŋăůěŋĺěň, łőšőřőě ŕřőűěśś ŕřĺŋ£ń ć ňőňěŋš t. Ğďěśĳ şňěśšŋă ăŋăńőčĺ£ ś łńăśśĺůěśłĺň ďćĺęěŋĺěň ůăśšĺűż, šřăěłšőřĺ£ łőšőřőľ ŕőśńě ňőňěŋšă t őŕřěďěń£ěšś£ ńĺÿĳ ěě ŕőńőęěŋĺěň (łőőřďĺŋăšăňĺ) ĺ śłőřőśšĳ¿ ć ňőňěŋš t. Ěśńĺ ćřěň£ ďĺśłřěšŋő (t = 0; 1; : : : ), šő śłăğăŋŋőě őśőąěŋŋő ŋăčń£ďŋő. Ă ĺňěŋŋő, šő, ůšő ŕřőĺśţőďĺš ŕőśńě ňőňěŋšă n őłăğżćăěšś£ ść£ğăŋŋżň ńĺÿĳ ś šěň, ůšő ążńő ć ňőňěŋš n. Ŕőńşůăěšś£, ůšő ŕőćěďěŋĺě ĺğşůăěňőčő őąžěłšă ŕřěďśšăćń£ěš łăł ąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ÿăčőć, čďě łăęďżľ ÿăč őŕřěďěń£ěšś£ ŕřěďżďşźĺň. Őšś¿ďă ĺ ćőğŋĺłńő ŕőŋ£šĺě űěŕĺ Ňăřłőćă (łăęďőě ğćěŋő űěŕĺ ŕřĺłřěŕń£ěšś£ ł ŕřěďżďşźěňş), ŕőśńşęĺćÿěě őśŋőćőľ ďăńĳŋěľÿĺţ őąőąźěŋĺľ.

Ťőřňăńĺğşěň śłăğăŋŋőě ĺ ŕőńşůĺň ř£ď ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ. Ŋěłőšőřżě őąőąźěŋĺ£ őšŋěśěŋż ć ďőŕőńŋěŋĺě. Ŋăůŋěň ś śĺňňěšřĺůŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ∈ T ⊂ R} | śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ğăďăŋŋżľ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ĺ ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ łăęďőň t ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B). Ś.ŕ. X ŋăğżćăěšś£ ňăřłőćśłĺň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T ĺ ń¿ążţ śőążšĺľ A ∈ F6_t = ff{X_s : s ∈ T ∩ (−∞; t]}, B ∈ F¿_t = ff{X_s : s ∈ T ∩ [t; ∞)} ćěřŋő řăćěŋśšćő

P (AB | X_t) = P (A | X_t)P (B | X_t) ŕ.ŋ. (7.1)

t A ∈ F6_t B ∈ F¿_t ÀŕřőÿńőěÁ ÀąşďşźěěÁ

Řĺś. 7.1

Ťőřňşńă (7.1) őğŋăůăěš, ůšő ÀąşďşźěěÁ ĺ ÀŕřőÿńőěÁ şśńőćŋő ŋěğăćĺśĺňż ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň Àŋăśšő£źěňÁ.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő P (A | A) := E(1_A | A) ďń£ A ∈ F ĺ ff-ăńčěąřż A ⊂ F, ă

E( | ”) := E( | ff{”}) ďń£ ś.¡. ” ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ś.ć. . Šăłĺň őąřăğőň, őśŋőć-

ŋżň £ćń£ěšś£ ŕőŋ£šĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ (ş.ň.ő.) ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ś.ć. őšŋőśĺšěńĳŋő ff-ăńčěąřż A ⊂ F (őąőğŋăůăěšś£ E( | A)). Ă ĺňěŋŋő, ¡šő šăłă£ ťşŋłűĺ£ “ : ˙ → R, ůšő őŋă 1) A | B(R)-ĺğňěřĺňă, 2) ďń£ łăęďőčő C ∈ A

E“1C = E1C :

Ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Řăďőŋă{Ŋĺłőďĺňă ďőłăğżćăěšś£, ůšő ěśńĺ E|| < ∞, šő šăłă£ ćěńĺůĺŋă “ śşźěśšćşěš ĺ őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ

(“_1 ∼ “_2, ěśńĺ P (“_1 = “_2) = 1). Ďń£ = (_1; : : : ; _n): ˙ → R^n ŕőńăčăěň E( | A) =

= (E(1 | A); : : : ; E(n | A)) ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő śşźěśšćş¿š ňăšěňăšĺůěśłĺě őęĺ-

ďăŋĺ£ łőňŕőŋěŋš.

Ńěňňă 7.1. X | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T ĺ ćśěţ őčřăŋĺůěŋŋżţ F ĺ G, śőőšćěšśšćěŋŋő F6_t | B(R)- ĺ F¿_t | B(R)-ĺğňěřĺňżţ, ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

E(F G | Xt) = E(F | Xt)E(G | Xt) ŕ.ŋ. (7.2) 2 Őůěćĺďŋő, (7.1) ěśšĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ (7.2), łőčďă F = 1A, A ∈ F6t ĺ G = 1B,

B ∈ F¿_t. Ćżćěďěň (7.2) ĺğ (7.1). Ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ş.ň.ő. (E(¸ + ˛“ | A) =

= ¸E( | A)+˛E(“ | A) ŕ.ŋ. ďń£ ¸; ˛ ∈ R ĺ ff-ăńčěąřż A ⊂ F, ěśńĺ E|| < ∞, E|“| < ∞)

ŕőńşůăěň, ůšő (7.2) ąşďěš śŕřăćěďńĺćő ďń£ ÀŕřőśšżţÁ ťşŋłűĺľ ćĺďă F = M∑ i=1 c_i1_{Ai} ; G = N∑ j=1 d_j 1_{Bj} ;

čďě c_i; d_j ∈ R, A_i ∈ F6_t, B_j ∈ F¿_t, i = 1; : : : ; M, j = 1; : : : ; N.

Ń¿ąă£ A | B(R)-ĺğňěřĺňă£ őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ h (ŕşśšĳ sup_{ω∈˙} |h(!)| < H) ěśšĳ

řăćŋőňěřŋżľ ŕřěďěń ÀŕřőśšżţÁ A | B(R)-ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ h_n =^2 n−1∑ k=0 r_{n,k}1_{Dn,k} , čďě r_{n,k} = − H +kH2^{−n+1}, D_{n,k} = {! : r_{n,k} < h(!) 6 r_{n,k} +H2^{−n+1}} ∈ A, k = 0; : : : ; 2^n − 1. Ŕřĺ ¡šőň sup_{ω∈˙} |h_n(!)| 6 H ĺ

sup_{ω∈˙} |h_n(!) − h(!)| 6 H2^{−n+1}; n ∈ N: (7.3)

Ŋő šőčďă E(h_n | A) → E(h | A) ŕ.ŋ. (|E(h_n | A) − E(h | A)| 6 E(|h_n − h| | A) 6 H2^{−n+1}). Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő ěśńĺ “_n → “ ŕ.ŋ. ĺ ~“_n → ~“ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞ ĺ ćďőąăćőł “_n = ~“_n ŕ.ŋ. (n ∈ N), šő “ = ~“ ŕ.ŋ. 2

Ńěňňă 7.2. Ŕşśšĳ ŋă (˙; F; P ) ğăďăŋż F | B-ĺğňěřĺňżě ś.¡. Xt, t ∈ U, śő ğŋăůě-

ŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B). Šőčďă ń¿ąă£ ff{X_t; t ∈ U} | B(R)-ĺğňěřĺňă£ őčřăŋĺůěŋŋă£ ćěńĺůĺŋă h (sup_ω |h(!)| < H) ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă łăł ŕřěďěń ŕ.ŋ. ĺ łăł ŕřěďěń ć L^1(˙; F; P ) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łőŋěůŋżţ śşňň śő śńăčăěňżňĺ ćĺďă f_1(X_{s1} ) : : : f_m(X_{sm} ). Ğďěśĳ f_i | őčřăŋĺůěŋŋżě B | B(R)-ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ, ŋěśőćŕăďă¿źĺě ďřşč ś ďřşčőň šőůłĺ s_i ∈ U, i = 1; : : : ; m (ďń£ łăęďőľ śşňňż ĺ ďń£ łăęďőčő śńăčăěňőčő ŕřěďŕőńăčăěšś£ śćőľ ćżąőř m ∈ N, šőůěł s_i ĺ ťşŋłűĺľ f_i, i = 1; : : : ; m).

2 Ŕőńőęĺň A = ff{Xt; t ∈ U} ĺ ćżąěřěň, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 7.1,

ťşŋłűĺĺ h_n =^2 n−1∑ k=0 r_{n,k}1_{Dn,k} , D_{n,k} ∈ A. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň (śň. šěłśš ŕěřěď šěőřěňőľ 4.3), ůšő A = ff{A}, čďě ăńčěąřă A śőśšőĺš ĺğ ňŋőęěśšć ćĺďă L = {! : (X_{s1} ; : : : ; X_{sm} ) ∈ C}, ă C = q⋃ j=1 (C_{1j} × : : : × C_{mj} ); s_1; : : : ; s_m ∈ U; C_{ij} ∈ B; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; q; m; q ∈ N; (7.4) ŕřĺůěň őąžěďĺŋ£ěňżě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£.

Ďń£ łăęďőčő " > 0 ĺ ń¿ąőčő D ∈ A (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 4.2) ŋăľďěšś£ L_ε ∈ A: P (D △ L_ε) < ". Ŕő¡šőňş ďń£ łăęďőčő n ∈ N, ćśěţ k = 0; : : : ; 2^n − 1 ĺ ń¿ąőčő "_n ∈ (0; 1) ňőęŋő ŋăľšĺ ňŋőęěśšćă L_{n,k} ∈ A, šăłĺě ůšő P (D_{n,k} △ L_{n,k}) < "_n2^{−n}.

Ŕőńăčă£ ~h_n =^2 n−1∑ k=0 r_{n,k}1_{Ln,k} , ĺňěěň

E|hn −^~hn| 6^2 n−1∑ k=0 |r_{n,k}|E|1_{Dn,k} − 1_{Ln,k} | = = 2^n−1∑

k=0 |r_{n,k}|P (D_{n,k} △ L_{n,k}) 6 H2^n · "_n2^{−n} = H"_n: (7.5)

Śńěďőćăšěńĳŋő, E|h − ~h_n| 6 H2^{−n+1} + H"_n, n ∈ N, ć śĺńş (7.3) ĺ (7.5). Ŕő¡šőňş ~h_n → h ŕřĺ n → ∞ ć ŕřőśšřăŋśšćě L1(˙; F; P ). Śńěďşěš şůěśšĳ, ůšő ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň, šő śţőďĺšś£ ĺ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, ă ğŋăůĺš, ĺňěěšś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śţőď£źă£ś£ ŕ.ŋ. Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ďń£ L ∈ A, čďě C ğăďăěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň (7.4),

1_L(!) = q∑ j=1 1_{C1j} (X_{s1} (!)) : : : 1_{Cmj} (X_{sm} (!)): (7.6)

Ąőńěě šőčő, ŋěšřşďŋő őąěśŕěůĺšĳ, ůšőąż ćśě ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źĺě śşňňż, şŕőň£ŋşšżě ć šěőřěňě, šăłęě ŕő ňőďşń¿ ŋě ŕřěćőśţőďĺńĺ H. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő őš, ćőőąźě čőćőř£, ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć L_{n,k}; k = 0; : : : ; 2^n − 1 ŕěřěľšĺ ł ŋěŕěřěśěłă¿źĺňś£ ňŋőęěśšćăň ^L_{n,0} = L_{n,0} ĺ ^L_{n,k} = L_{n,k} \ ∪^{k−1}_{j=0} L_{n,j} ŕřĺ k = 0; : : : ; 2^n − 1, ă ğăšěň ŕőńőęĺšĳ ^h_n =

∑_2n_{−1} k=0 r_{n,k}1_{^Ln,k} , n ∈ N (ŕřĺ ¡šőň "_n ćżąěřěň šăł, ůšőąż "_n2^n → 0, łőčďă n → ∞). 2

Śńěďśšćĺě 7.3. Ďń£ ŕřőćěřłĺ ňăřłőćőśšĺ ŕřőűěśśă X ďőśšăšőůŋő řăśśňőš-

řěšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě m; n ∈ N, ń¿ążě s_1 < : : : < s_m 6 t 6 t_1 < : : : < t_n (ćśě őŋĺ ąěřşšś£ ĺğ T ) ĺ şąěďĺšĳś£, ůšő (7.2) ćżŕőńŋěŋő ďń£

F = f_1(X_{s1} ) : : : f_m(X_{sm} ); G = g_1(X_{t1} ) : : : g_n(X_{tn} ); (7.7)

čďě f_i ĺ g_j | őčřăŋĺůěŋŋżě B | B(R)-ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ, ŕřĺůěň ć (7.7) ďőśšăšőůŋő ąřăšĳ

f_i = 1_{Ci} ; g_j = 1_{Dj} ; čďě C_i ∈ B; D_j ∈ B; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n: (7.8)

2 Śńěďşěš şůěśšĳ ńĺŋěľŋőśšĳ ş.ň.ő. ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ńěňňăňĺ 7.2 ĺ 7.1. Łřőňě

šőčő, ďń£ h ĺ ~h_n, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 7.2,

E|E(^~hn | Xt) − E(h | Xt)| 6 E(E|^~hn − h| | Xt) = E|^~hn − h|:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n_k}, šăłş¿ ůšő

E(^~hn_k | Xt) → E(h | Xt) ŕ.ŋ. ŕřĺ k → ∞. 2

Ńěňňă 7.4. X | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ ń¿ążţ m; n ∈ N ĺ ń¿ążţ s_1 < : : : < s_m 6 t 6 t_1 < : : : < t_n (ćśě šőůłĺ ąěřşšś£ ĺğ T ), ă šăłęě ďń£ ćśěţ őčřăŋĺůěŋŋżţ B | B(R)-ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ g_1; : : : ; g_n

E(G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = E(G | Xt) ŕ.ŋ., (7.9)

čďě G őŕřěďěńěŋă ć (7.7), ŕřĺůěň ć (7.7) ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ ťşŋłűĺĺ g_j ćĺďă (7.8).

2 Ŕő śćőľśšćăň ş.ň.ő. (śň., ŋăŕřĺňěř, [?, čń. 2, §7]), ěśńĺ ěśšĳ A | B(R)-ĺğňěřĺňă£

ś.ć., ă ś.ć. “ šăłőćă, ůšő E|“| < ∞, E|“| < ∞, šő E(“ | A) = E(“ | A) ŕ.ŋ. Łřőňě šőčő, ěśńĺ E|| < ∞ ĺ ff-ăńčěąřż A_1 ⊂ A_2 ⊂ F, šő

E(E( | A1) | A2) = E(E( | A2) | A1) = E( | A1) ŕ.ŋ. (7.10)

Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (7.9). Šőčďă ďń£ F ĺ G, őŕřěďěńěŋŋżţ ć (7.7), ĺňěěň

E(F G | Xt) = E(E(F G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) | Xt) = = E(F E(G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) | Xt) = E(F E(G | Xt) | Xt) = = E(G | Xt)E(F | Xt)

(ćśě řăćěŋśšćă ś ş.ň.ő., łăł ćśěčďă, ŕőŋĺňă¿šś£ łăł řăćěŋśšćă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1).

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćżŕőńŋěŋő (7.2). Ś.ć. E(G | X_t) £ćń£ěšś£ ff{X_t} | B(R)-ĺğňěřĺňőľ. Ŕő¡šőňş ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (7.9) ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő E1_C E(G | X_t) = E1_C G ďń£ ń¿ąőčő C ∈ ff{X_{s1} ; : : : ; X_{sm} ; X_t}. Şůĺšżćă£, ůšő E(E( | A)) = E ďń£ A ⊂ F ŕřĺ

E|| < ∞, ĺňěěň śőčńăśŋő (7.2) E1C G = E(E(1C G | Xt)) = E(E(1C | Xt)E(G | Xt)):

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

E1C E(G | Xt) = E(E(1C E(G | Xt) | Xt)) = E(E(G | Xt)E(1C | Xt)): 2 Ńěňňă 7.5. Ďń£ ňăřłőćőśšĺ ŕřőűěśśă X (ŋěőąţőďĺňő ĺ) ďőśšăšőůŋő ćżŕőńŋě-

ŋĺě şśńőćĺľ ńěňňż 7.4 šőńĳłő ŕřĺ n = 1.

2 Ćőğĳňěň G ćĺďă (7.7), čďě n ¿ 2. Šőčďă, şůĺšżćă£ şśńőćĺě (7.9) ŕřĺ n = 1,

ŕőńşůĺň

E(G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) =

= E(E(G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt; Xt_1 ; : : : ; Xt_{n−1} ) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = = E(g1(Xt_1 ) : : : gn−1(Xt_{n−1} )E(gn(Xt_n ) | Xt_{n−1} ) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = = E(g1(Xt_1 ) : : : ~gn−1(Xt_{n−1} ) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt);

čďě ~g_{n−1}(X_{tn−1} ) = g_{n−1}(X_{tn−1} )E(g_n(X_{tn} ) | X_{tn−1} ). Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ (śň., ŋăŕřĺňěř, [?, ś. 236]) šěň, ůšő E( | “) = ’(“), čďě ’ | B | B(R)-ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ (ćĺď ¡šőľ ťşŋłűĺĺ, łőŋěůŋő, ğăćĺśĺš őš ), ă šăłęě šěň, ůšő |E( | “)| 6 H ŕ.ŋ., ěśńĺ

|| 6 H ŕ.ŋ. Ŕřőďőńęă£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň, ŕőńşůĺň E(G | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = E(~g1(Xt_1 ) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = E(~g1(Xt_1 ) | Xt); (7.11)

čďě ~g_1(X_{t1} ) = g_1(X_{t1} )E(~g_2(X_{t2} ) | X_{tn} ). Šőůŋő šăł ęě ŕřěőąřăğőćăć E(G | X_t) (ŋě ćőćńěłă£ X_{s1} ; : : : ; X_{sm} ), ŕőńşůĺň ŕřăćş¿ ůăśšĳ ťőřňşńż (7.11). 2

Őůěŋĳ şďőąŋőě őŕřěďěńěŋĺě ňăřłőćőśšĺ śőďěřęĺš Śńěďśšćĺě 7.6. X | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿-

ąőčő m ∈ N ĺ ćśěţ s_1 < : : : < s_m 6 t 6 u (šőůłĺ ĺğ T ) ĺ ń¿ąőčő C ∈ B

P (X_u ∈ C | X_{s1} ; : : : ; X_{sm} ; X_t) = P (X_u ∈ C | X_t) ŕ.ŋ. (7.12)

2 Ćğ£ć g = 1C , ŕőńşůĺň (7.12) ĺğ ńěňňż 7.5. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ć őąřăšŋş¿ śšő-

řőŋş ďőśšăšőůŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ, ŕřőćěďěŋŋżňĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 7.1. 2

Ňăřłőćőśšĳ ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ őąěśŕěůĺćăěš

Šěőřěňă 7.7. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ¿ 0} | ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ,

ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺ£ ć R^d (d ¿ 1) ĺ šăłőľ, ůšő X_t £ćń£ěšś£ F | B(R^d)-ĺğňěřĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0. Šőčďă X | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś.

2 Ĺňěěň ff{Xs1 ; : : : ; Xsm ; Xt} = ff{Xs1 ; Xs2 − Xs1 ; : : : ; Xt − Xsm }, ŕőśłőńĳłş ćěłšő-

řż ć ťĺčşřŋżţ śłőąłăţ ść£ğăŋż ŋěćżřőęďěŋŋżň ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň. Ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş 7.2, ůšő ěśńĺ ĺ “ | ŋěğăćĺśĺňżě śńşůăľŋżě ćěłšőřż śőőšćěšśšćěŋŋő śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^q ĺ R^l ĺ f : R^q × R^l → R ěśšĳ ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£ (š. ě. B(R^{q+l}) | B(R)-ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě), ŕřĺůěň E|f(; “)| < ∞, šő

E(f(; “) | “ = y) = Ef(; y) ŕ.ŋ. ŕő ňěřě Pζ (7.13)

(ğăŕĺśĳ E( | “ = y) őğŋăůăěš, ůšő ąěřěšś£ ’(y), čďě ’(“) = E( | “).

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ 0 6 s_1 < : : : < s_m 6 t 6 u (šőůłĺ ĺğ T ) ĺ őčřăŋĺůěŋŋőľ

B(R^d) | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺĺ g

E(g(Xu) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) = E ( g ( + m+1∑ i=1 “_i )| | |“^1; : : : ; “^{m+1} ) ; čďě “_1 = X_{s1} , “_2 = X_{s2} − X_{s1} , : : : , “_m = X_{sm} − X_{sm−1} , “_{m+1} = X_t − X_{sm} , = X_u − X_t. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕ.ŋ. ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ćěłšőřă (“_1; : : : ; “_{m+1}) ĺňěěň E ( g ( + m+1∑ i=1 “_i ) | “_1 = y_1; : : : ; “_{m+1} = y_{m+1} ) = Eg ( + m+1∑ i=1 y_i ) =¯ (_{m+1}∑ i=1 y_i ) ; čďě ¯ | ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťşŋłűĺĺ h_1(!; z) = (!) ĺ h_2(!; z) = z, ğăďăŋŋżě ŋă ˙ × R, őůěćĺďŋő, £ćń£¿šś£ F × B(R)|B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşŕěřŕőğĺűĺ£ g((!) + z) = g((h_1 + h_2)(!; z)) šăłęě £ćń£ěšś£ (őčřăŋĺůěŋŋőľ) F × B(R)|B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺěľ. Ćğ£ć ŋă F × B(R) ňěřş P × Q (P ĺ Q { ŕőńŋżě ňěřż śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă F ĺ B(R), š.ě. F ĺ B(R) ŕőŕőńŋěŋż), ŕőńşůĺň, ůšő ć śĺńş šěőřěňż Ťşąĺŋĺ (śň. [?, ś. 363]) ∫ ˙ g((h_1 + h_2)(!; z))dP ąşďěš ąőřěńěćśłőľ ťşŋłűĺěľ.

Šăłĺň őąřăğőň,

E(g(Xu) | Xs_1 ; : : : ; Xs_m ; Xt) =¯

(_{m+1}∑ i=1 “_i ) ŕ.ŋ.

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

E(g(Xu) | Xt) = E^(g^( +^{m+1∑}_{i=1} “i^) | | | | m+1∑ i=1 “_i ) = = E ( E ( g ( + m+1∑ i=1 “_i ) | | | “^1; : : : ; “^{m+1} ) | | | m+1∑ i=1 “_i ) = = E^(¯^{( m+1∑}_{i=1} “i^) | | | | m+1∑ i=1 “_i ) =¯ (_{m+1}∑ i=1 “_i ) ŕ.ŋ. 2

Ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň ć R^m ążń ŋăğćăŋ ŕřőűěśś W (t) = (W1(t); : : : ; Wm(t)),

t ¿ 0, śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ m ŋěğăćĺśĺňżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ćĺŋěřőćśłĺţ ŕřőűěśśőć Wi

(ĺğ m ŋěğăćĺśĺňżţ ś.¡. śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C[0; ∞)).

Śńěďśšćĺě 7.8. Ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ć R^m £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

Ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

Šěŕěřĳ ňż ććěďěň ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿, łőšőřă£ ĺčřăěš łń¿ůěćş¿ řőńĳ ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć.

Ťşŋłűĺ£ P (s; x; t; B), őŕřěďěńěŋŋă£ ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ⊂ R), x ∈ X , B ∈ B, ŋăğżćăěšś£ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ (ĺńĺ ňăřłőćśłőľ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ), ěśńĺ 1) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ s; x; t ťşŋłűĺ£ P (s; x; t; ·) £ćń£ěšś£ ňěřőľ ŋă (X ; B), 2) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ s; t; B ťşŋłűĺ£ P (s; ·; t; B) £ćń£ěšś£ B | B(R)-ĺğňěřĺňőľ, 3) P (s; x; s; B) = ‹_x(B) ŕřĺ ćśěţ s ∈ T , x ∈ X , B ∈ B, 4) ŕřĺ ćśěţ s < u < t (s; u; t ∈ T ), x ∈ X , B ∈ B ćżŕőńŋ£ěšś£ şřăćŋěŋĺě Łőńňőčőřőćă { Ůěŕňěŋă:

P (s; x; t; B) = ∫ X P (s; x; u; dy)P (u; y; t; B): (7.14)

Ć śĺńş šřěąőćăŋĺ£ 3) śőőšŋőÿěŋĺě (7.14) ąşďěš ćěřŋő ĺ ŕřĺ s 6 u 6 t.

Čőćőř£š, ůšő ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś {X_t; t ∈ T } őąńăďăěš ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ P (s; x; t; B), ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ s 6 t (s; t ∈ T ), B ∈ B

P (X_t ∈ B | X_s) = P (s; X_s; t; B) ŕ.ŋ., (7.15)

ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, P (s; x; t; B) = P (X_t ∈ B | X_s = x) ŕ.ŋ. ŕő ňěřě P_{Xs} . Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śşźěśšćşěš ÀţőřőÿĺľÁ ćăřĺăŋš şśńőćŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£, śšő£źěčő ć ńěćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (7.15).

Ŕőńĳğş£śĳ śćőľśšćăňĺ ş.ň.ő., ńěčłő ŕő£śŋĺšĳ ŕřőĺśţőęďěŋĺě şśńőćĺ£ (7.14). Ć śĺńş (7.15), (7.10) ĺ (7.12) ďń£ s 6 u 6 t, (s; u; t ∈ T ) ĺ B ∈ B ĺňěěň

P (s; X_s; t; B) = E(1{X_t ∈ B}|X_s) = E(E(1{X_t ∈ B}|X_s; X_u)|X_s) =

= E(E(1{Xt ∈ B}|Xu)|Xs) = E(P (u; Xu; t; B)|Xs):

Ĺŋăůě čőćőř£, ďń£ P_{Xs} { ŕőůšĺ ćśěţ x

P (s; x; t; B) = E(P (u; X_u; t; B)|X_s = x): (7.16)

Őśšăěšś£ şůěśšĳ (śň. [?, ś. 242]), ůšő ěśńĺ ěśšĳ řěčşń£řŋă£ şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ (C) = P (X_u ∈ C|X_s = x) (čďě ğăćĺśĺš őš s; u; x), šő ďń£ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ g ∈ B|B(R) ŕőńşůăěň

E(g(Xu)|Xs = x) =^∫_X g(y)(dy) PX_s − ŕ.ŋ. (7.17)

Ĺšăł, ĺğ (7.16) ĺ (7.17) ćżšěłăěš ńĺÿĳ őśńăąńěŋŋżľ ćăřĺăŋš řăćěŋśšćă (7.14), śŕřăćěďńĺćżľ ďń£ P_{Xs} -ŕőůšĺ ćśěţ x.

Ŕřĺňěř 7.9. Ŕşśšĳ W (t), t ¿ 0, | m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě. Šőčďă, ŕřĺňěŋ££ (7.13), ŕőńşůăěň ŕřĺ s < t

P (W (t) ∈ B | W (s) = x) = E(1_{{W (t)−W (s)+W (s)∈B}} | W (s) = x) =

= E1 {W (t)−W (s)+x∈B} = P (W (t) − W (s) ∈ B − x) = = 1 (2ı(t − s))^{m/2} ∫ B−x e^{−‖z‖22(t−s)} dz = 1 (2ı(t − s))^{m/2} ∫ B e^{−‖z−x‖22(t−s)} dz:

Ŕřĺ t = s (ĺśŕőńĳğş£ (7.13) ĺ şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ W (s) ĺ 0 ∈ R^d) ĺňěěň

P (W (s) ∈ B | W (s) = x) = P (W (s) + 0 ∈ B | W (s) = x) = P (x + 0 ∈ B) = ‹_x(B):

Ĺšăł, P (s; x; s; B) = ‹_x(B), ă ŕřĺ s < t

P (s; x; t; B) = 1 (2ı(t − s))^{m/2} ∫ B e^{−‖y−x‖22(t−s)} dy; (7.18)

ćśě šřěąőćăŋĺ£ 1){4), őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋěŋż (ďń£ ŕřőćěřłĺ (7.14) ŋăďő ćśŕőňŋĺšĳ, ůšő śćěřšłă ŋőřňăńĳŋżţ řăśŕřěďěńěŋĺľ ďăěš ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě).

Ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś {X_t; t ∈ T }, ĺňě¿źĺľ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ P (s; x; t; B), ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżň, ěśńĺ ďń£ ćśěţ x ∈ X , B ∈ B, h > 0 ĺ s; s + h ∈ T

P (s; x; s + h; B) = P (0; x; h; B): (7.19)

Ŕřăćş¿ ůăśšĳ ťőřňşńż (7.19) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ P (x; h; B), ¡šő şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ ŕőŕăśšĳ ćő ňŋőęěśšćő B ůěřěğ ćřěň£ h, ćżľď£ ĺğ šőůłĺ x. Śőčńăśŋő (7.18), m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě { őďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ďń£ őďŋőřőďŋőčő ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă {X_t; t ¿ 0} şśńőćĺ£ 1) { 4) ŋă ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕěřěŕĺÿşšś£ ďń£ s; t ¿ 0, x ∈ X , B ∈ B ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

1’) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ x; t ťşŋłűĺ£ P (x; t; ·) ěśšĳ ňěřă ŋă B(X ), 2’) ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ t; B ťşŋłűĺ£ P (·; t; B) ∈ B|B(R), 3’) P (x; 0; B) = ‹_x(B) ŕřĺ ćśěţ x; B, 4’) P (x; s + t; B) = ∫ X P (x; s; dy)P (y; t; B): (7.20)

Šřěąőćăŋĺě ćżŕőńŋěŋĺ£ (7.20) ŕřĺ ćśěţ řăśśňăšřĺćăěňżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ăřčşňěŋšőć ŕőğćőń£ěš ŕřĺňěŋ£šĳ ňőźŋżľ ăŕŕăřăš šěőřĺĺ ŕőńşčřşŕŕ. Ŕěřćőŋăůăńĳŋżě śćěďěŋĺ£ ć ¡šőľ őąńăśšĺ śőďěřęĺš ďőŕőńŋěŋĺě ł ¡šőľ ńěłűĺĺ.

Őąřăšĺňś£ ł ŋăţőęďěŋĺ¿ ł.-ň.ř. ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Ńěňňă 7.10. Ŕşśšĳ X = {Xt; t ∈ T ⊂ R} | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ-

£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B), ĺňě¿źĺľ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ P (s; x; t; B). Šőčďă ďń£ ń¿ążţ s 6 t (s; t ∈ T ) ĺ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ B | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺĺ g(·)

E(g(Xt) | Xs) = ’(Xs) ŕ.ŋ., (7.21) čďě ’(x) = ∫ X P (s; x; t; dz)g(z) (7.22)

£ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋőľ B | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺěľ (řăğşňěěšś£, ćĺď ’ ğăćĺśĺš őš g; s; t ĺ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ).

2 Ŕşśšĳ g(·) = 1B(·), B ∈ B. Šőčďă

E(g(Xt) | Xs) = P (Xt ∈ B | Xs) = P (s; Xs; t; B) ŕ.ŋ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ∫ X P (s; x; t; dz)1_B(z) = P (s; x; t; B):

Śńěďőćăšěńĳŋő, şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ćěřŋő ďń£ g(·) =^N ∑ k=1 c_k1_{Bk} , B_k ∈ B, k = 1; : : : ; N.

Ěśńĺ g £ćń£ěšś£ B | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺěľ, ŕřĺůěň sup_{z∈X} |g(z)| < H, šő, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 7.1, ŋăţőďĺň ÀŕřőśšżěÁ B | B(R)-ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ g_k, łőšőřżě řăćŋőňěřŋő śţőď£šś£ ł g (ŕřĺ ¡šőň sup_{z∈X} |g_k(z)| 6 H, k ∈ N) ĺ ďń£ łőšőřżţ

E(g(Xt) | Xs)= lim_{k→∞} E(gk(Xt) | Xs) ŕ.ŋ., ∫ X P (s; x; t; dz)g_k(z) → ∫ X P (s; x; t; dz)g(z) (k → ∞):

B | B(R)-ĺğňěřĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ ∫ X P (s; x; t; dz)g_k(z) ďń£ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ g_k śńěďşěš ĺğ śćőľśšćă 2) ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ, ă B | B(R)-ĺğňěřĺňőśšĳ ∫ X P (s; x; t; dz)g(z) łăł ťşŋłűĺĺ x ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ s ĺ t ćżšěłăěš ĺğ ğăňěůăŋĺ£ 4.7 (ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ff-ăńčěąřż śůĺšă¿šś£ ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ). 2

Ńěňňă 7.11. Ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż 7.10 ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N, ćśěţ s 6 t1 6 : : : 6 tn (šőůłĺ ĺğ T ) ĺ ń¿ążţ B | B(R)-ĺğňěřĺňżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ťşŋłűĺľ g_1; : : : ; g_n

E(g1(Xt_1 ) : : : gn(Xt_n ) | Xs) = ¯(Xs); (7.23) čďě ¯(x) = ∫ X P (s; x; t_1; dz_1)g_1(z_1) ∫ X P (t_1; z_1; t_2; dz_2)g(z_2) : : : ∫ X P (t_{n−1}; z_{n−1}; t_n; dz_n)g(z_n);

ğďěśĳ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő śŕřăćă ŋăńěćő (łăęďżľ řăğ ć śĺńş ńěňňż 7.10 ĺŋšěčřĺřşěšś£ őčřăŋĺůěŋŋă£ ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£).

2 Ŕřőćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ďń£ n = 1 (7.23) ŕřěćřăźăěšś£ ć şšćěř-

ęďěŋĺě ńěňňż 7.10. Šěŕěřĳ ďőąăćĺň ł šőůłăň s; t_1; : : : ; t_n ěźě šőůłş t_{n+1} ¿ t_n ĺ ćőğĳňěň B | B(R)-ĺğňěřĺňş¿ őčřăŋĺůěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ g_{n+1}. Šőčďă, őąőğŋăůĺć G = = g_1(X_{t1} ) : : : g(X_{tn} ), ś şůěšőň (7.9), (7.10) ĺ ńěňňż 7.10 ŕőńşůĺň

E(g1(Xt_1 ) : : : gn(Xt_n )gn+1(Xt_{n+1} ) | Xs) = E(E(Ggn+1(Xt_{n+1} ) | Xs; Xt_1 ; : : : ; Xt_n ) | Xs) = = E(GE(gn+1(Xt_{n+1} ) | Xt_n ) | Xs) = E(G’_n (Xt_n ) | Xs); čďě ’_n (x) = ∫ X P (t_n; x; t_{n+1}; dz_{n+1})g_{n+1}(z_{n+1}):

Ćğ£ć g_n’_n ćňěśšő g_n ĺ ŕřĺňěŋĺć ťőřňşńş (7.23) ďń£ ťşŋłűĺľ g_1; : : : ; g_{n−1}; g_n’_n , ŕőńşůĺň (7.23) ďń£ ťşŋłűĺľ g_1; : : : ; g_{n+1}. 2

Šěőřěňă 7.12 (ł.-ň.ř. ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă). Ŕřĺ şśńőćĺ£ţ ńěňňż 7.10

ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N, ń¿ążţ s 6 t_1 6 : : : 6 t_n (šőůłĺ ĺğ T ) ĺ ćśěţ B_1; : : : ; B_n ∈ B

P (X_{t1} ∈ B_1; : : : ; X_{tn} ∈ B_n) = ∫ X Q_s(dx) ∫ B_1

P (s; x; t_1; dz_1) : : : ∫ Bn P (t_{n−1}; z_{n−1}; t_n; dz_n);

(7.24)

čďě Q_s = P_{Xs} .

2 Ďőśšăšőůŋő ć ńěňňě 7.11 ćğ£šĳ gi = 1Bi ĺ şůěśšĳ (7.23) ĺ (2.10). Šőčďă

E¯(Xs) =^∫ X ¯(x)Q_s(dx): 2

Ğăňěůăŋĺě 7.13. Ťőřňşńă (7.24) ďăěš ćěřő£šŋőśšĳ ŕőŕăďăŋĺ£ ćěłšőřă (Xt_1 ; : : : ; Xt_n ) ć "ŕř£ňőşčőńĳŋĺł" B_1 × : : : × B_n, ůšő ŕőğćőń£ěš őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ŕőŕăďăŋĺ£ ¡šőčő ćěłšőřă ć ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ĺğ B^n = B × : : : × B. Ŕőńĳğş£śĳ ńěňňăňĺ 7.2 ĺ 7.11, ńěčłő ŋăŕĺśăšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ăŋăńőč ťőřňşńż (7.24). Ěśńĺ v 6 s (v; s ∈ T ), šő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B

Q_s(B) = ∫ X Q_v(dx)P (v; x; s; B): (7.25)

2 Qs(B) = P (Xs ∈ B) = E(E(1 {Xs∈B} | Xv)) = = EP (v; Xv; s; B) =^∫ X Q_v(dx)P (v; x; s; B): 2

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ T = [0; ∞), šő ňěřă Q_s ďń£ ń¿ąőčő s > 0 őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ňěřě Q_0 ĺ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ (ğďěśĳ şňěśšŋă ăŋăńőčĺ£ ś čăşśśőćśłĺňĺ ŕřőűěśśăňĺ, řăśŕřěďěńěŋĺ£ łőšőřżţ ğăďăćăńĺśĳ ďćşň£ őąžěłšăňĺ { ťşŋłűĺěľ śřěďŋěčő ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ).

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ X = {X_t; t ¿ 0} | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ- £ňĺ ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B) (ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0), łőšőřżľ ĺňěěš ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿, šő ěčő ł.-ň.ř. ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£¿šś£ ğăďăŋĺěň ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ (š. ě. ňěřż Q0(B) = P (X0 ∈ B), B ∈ B) ĺ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ P (s; x; t; B).

Ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś, ŋěńĳğ£ ńĺ ŕőśšřőĺšĳ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, őšŕřăćń££śĳ őš ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ć ćěśĳňă ÿĺřőłĺţ şśńőćĺ£ţ őšćěš şšćěřďĺšěńĳŋżľ, łăł ŕőłăğżćăěš šěőřěňă Ď7.1.

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě ňăřłőćőśšĺ (7.1) ĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżě ěňş ňőęŋő őąőąźăšĳ ć řăğńĺůŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ćśě řăśśşęďěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ć ńěłűĺĺ 7, łřőňě şšćěřęďěŋĺľ 7.7 { 7.9, őšŋőś£źĺţś£ ł ŕřőűěśśăň ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, śőţřăŋ£¿š śćő¿ śĺńş, łőčďă X = {X_t; t ∈ T ⊂ R} { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ğăďăŋŋżľ ŋă łăłőň-šő ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; P ), ĺ ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ŕřĺ łăęďőň t ğŋăůěŋĺ£ ć ŋěłőšőřőň ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (Xt; Bt), t ∈ T . Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋě ćśěčďă őą£ğăšěńĳŋő, ůšőąż ş ŕřőűěśśă ć łăęďżľ ňőňěŋš t ążńő őďŋő ĺ šő ęě ťăğőćőě ŕřőśšřăŋśšćő (X ; B). Ŕřĺ ¡šőň ć őŕřěďěńěŋĺě ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ P (s; x; t; B), čďě s 6 t (s; t ∈ T ), x ∈ X_s, B ∈ B_t, ďőąăćń£ěšś£, ůšő ŋăńăčăěňżě şśńőćĺ£ ĺ šěŕěřĳ ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ ďń£ ćśěţ ćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺľ ăřčşňěŋšőć x ĺ B (őąńăśšĺ ĺţ ĺğňěŋěŋĺ£ ğăćĺś£š śőőšćěšśšćěŋŋő őš s ĺ t). Ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě Łőńňőčőřőćă { Ůěŕňěŋă ğăŕĺÿěšś£ ďń£ s 6 u 6 t (s; u; t ∈ T ), x ∈ X_s, B ∈ B_t ć ćĺďě

P (s; x; t; B) = ∫ Xu P (s; x; u; dy)P (u; y; t; B); (7.26)

ă ć ťőřňşńě (7.15) ŋăďő ąşďěš şłăğăšĳ, ůšő B ∈ B_t.

Ŋăůŋěň ś ŕőśšřőěŋĺ£ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕő ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ.

Ŕşśšĳ (X_t; B_t)_{t∈T} { ĺğňěřĺňżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ďń£ ń¿ążţ n ∈ N ĺ s_0 6 t_1 < : : : < t_n (šőůłĺ ĺğ T ), ă šăłęě B_k ∈ B_{tk} , k = 1; : : : ; n ŕőńőęĺň (ş ŋăś ŋěš ďřşčőľ ćőğňőęŋőśšĺ, ěśńĺ ňż ţőšĺň ŕőśšřőĺšĳ şłăğăŋŋżľ ŕřőűěśś) ďń£ C = B_1 × : : : × B_n Q_{t1,... ,tn} (C) = ∫ Xs0 Q_{s0} (dx) ∫ Xt1 P (s_0; x; t_1; dz_1)1_{B1} (z_1) · · · ∫ Xtn P (t_{n−1}; z_{n−1}; t_n; dz_n)1_{Bn} (z_n);

(7.27)

čďě Q_{s0} { ŋěłőšőřă£ ňěřă ŋă B_{s0} . Ć (7.27) ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő śŕřăćă ŋăńěćő, łăęďżľ řăğ ć śĺńş ńěňňż 7.10 ŕőńşůă¿šś£ ďőńęŋżň őąřăğőň ĺğňěřĺňżě őčřăŋĺůěŋŋżě ťşŋłűĺĺ. Ŕőłăęěň, ůšő Q_{t1,... ,tn} { ňěřă ŋă ŕőńşłőńĳűě ŕř£- ňőşčőńĳŋĺłőć ćĺďă B_1 × : : : × B_n. Ěśńĺ B_1 × : : : × B_n = ∪^∞_{q=1}B^{(q)}_1 × : : : × B^{(q)}n , čďě őąžěďĺŋ£ěňżě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ (B^{(q)}_k ∈ B_{tk} , k = 1; : : : ; n; q ∈ N), šő

1_{B1×...×Bn} (z_1; : : : ; z_n) = ∞∑ q=1 1_B(q)_1 (z_1) · · · 1_B(q)_n (z_n): (7.28)

Šěŕěřĳ őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ Ą. Ńěćĺ (śň. [?, ś. 348]), ůšőąż śőčńăśŋő (7.27) ŕőůńěŋŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕő łăęďőľ ŕěřěňěŋŋőľ ř£ď ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (7.28). Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ Q_{t1,... ,tn} ŕřőďőńęěŋŋőľ ďő ňěřż ŋă Bt_1 × : : : × Bt_n .

Śńěďş¿źă£ šěőřěňă £ćń£ěšś£ őąřăšŋőľ ł šěőřěňě 7.12 (ďń£ ŕőńĳśłĺţ ťăğőćżţ ŕřőśšřăŋśšć).

Šěőřěňă Ď7.1. Ŕşśšĳ (Xt; Bt) { ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś ąőřěńěćśłĺňĺ ff-ăńčě-

ąřăňĺ B_t; t ∈ T ⊂ R. Šőčďă ććěďěŋŋżě ćżÿě ňěřż Q_{t1,... ,tn}, čďě t_1; : : : ; t_n ∈ T_{s0} = T ∩[s_0; ∞),

n ∈ N (śůĺšăěň s0 ∈ T ), £ćń£¿šś£ śőčńăśőćăŋŋżňĺ, ĺ ŋă ŋěłőšőřőň ŕřőśšřăŋśšćě

(˙; F; P ) śşźěśšćşěš ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś X = (X_t; t ∈ T_{s0} ), ĺňě¿źĺľ Q_{t1,... ,tn} śćőĺňĺ ł.-ň.ř., ŕřĺ ¡šőň P (s; x; t; B) ěśšĳ ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ X, ă Q_{s0} { řăśŕřěďěńěŋĺě X_{s0} .

2 Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 2.8 ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕřőűěśśă X ś ďăŋŋżňĺ ł.-ň.ř. Qt1,... ,tn

ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ şśńőćĺě 3^∘ śő ś. ??. Ŕřĺ 2 6 m 6 n − 1 (ďń£ n ¿ 3) ¡šő şśńőćĺě šřĺćĺăńĳŋő ćżšěłăěš ĺğ (7.26), ă ŕřĺ m = 1 ĺ m = n ďń£ ćśěţ u 6 t (u; t ∈ T_{s0} ) ĺ x ∈ X_u ∫ Xt P (u; x; t; dz) = P (u; x; t; X_t) = 1:

Ŋăľďěň PX_s ďń£ s ∈ Ts_0 . Ćőğĳňěň n = 1 ĺ t1 = s ć (7.27). Šőčďă

P (X_s ∈ B) = ∫ Xs0 Q_{s0} (dx) ∫ B P (s_0; x; s; dz) = ∫ Xs0 Q_{s0} (dx)P (s_0; x; s; B): (7.29)

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ s = s_0 ĺňěěň P (X_{s0} ∈ B) = Q_{s0} (B) ć śĺńş śćőľśšćă 3) ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ďőłăęěň, ůšő ćżŕőńŋěŋő (7.15). Śćőľśšćő 2) ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ ćńěůěš, ůšő P (s; X_s; t; B) £ćń£ěšś£ ff{X_s}|B(R)-ĺğňěřĺňőľ (ĺ őčřăŋĺůěŋŋőľ ć śĺńş 1)) śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ ŕřĺ łăęďżţ s; t ∈ T_{s0} (s 6 t), B ∈ B_t. Ŕő¡šőňş ďń£ A ∈ ff{X_s} ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő

E1 {X_t∈B}1 A = EP (s; Xs; t; B)1A: (7.30)

Ń¿ąőě A ∈ ff{X_s} ĺňěěš ćĺď A = {X_s ∈ D} ďń£ ŋěłőšőřőčő D ∈ B_s. Ŕőńĳğş£śĳ (7.27), ŋăţőďĺň

E1 {X_t∈B}1 A = P (Xs ∈ D; Xt ∈ B) =^∫ Xs0 Q_{s0} (dx) ∫ D P (s_0; x; s; dz)P (s; z; t; B): (7.31)

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (7.30), ă šăłęě šěőřěňş Ťşąĺŋĺ, ŕőńşůĺň

EP (s; Xs; t; B)1{X_s∈D} =^∫ Xs P (s; z; t; B)1_D(z)Q_s(dz) =

= ∫ Xs P (s; z; t; B)1_D(z) ∫ Xs0 Q_{s0} (dx)P (s_0; x; s; dz) =

= ∫ Xs0 Q_{s0} (dx) ∫ D P (s_0; x; s; dz)P (s; z; t; B): (7.32)

Ĺğ (7.31) ĺ (7.32) śńěďşěš (7.15).

Ŕřőćěřĺň ňăřłőćőśšĳ ŕřőűěśśă (Xt; t ∈ Ts_0 ). Ć śĺńş (7.12) ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ n ¿ 2 ĺ t_1 < : : : < t_n (šőůłĺ ĺğ T_{s0} ), B_n ∈ B_{tn}

P (X_{tn} ∈ B_n|X_{t1} ; : : : ; X_{tn−1} ) = P (X_{tn} ∈ B_n|X_{tn−1} ):

Ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ A ∈ ff{X_{t1} ; : : : ; X_{tn−1} } E1_{{Xtn ∈Bn}}1A = EP (Xt_n ∈ Bn|Xt_{n−1} )1 A: (7.33) Ŕőńĳğş£śĳ ńěňňőľ 7.2, ĺ şůĺšżćă£ (7.6), ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ řăśśňőšřěŋĺěň ťşŋłűĺľ ćĺďă 1_A = 1_{B1} · · · 1_{Bn}, čďě B_k ∈ B_{tk} , k = 1; : : : ; n − 1. Šőčďă ńěćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (7.33) ěśšĳ P (X_{t1} ∈ B_1; : : : ; X_{tn−1} ∈ B_{n−1}; X_{tn} ∈ B_n), ĺ őŋă ğăŕĺÿěšś£ ŕő ťőřňşńě (7.27). Ć śĺńş ďőłăğăŋŋőľ ťőřňşńż (7.15) ŕřăćş¿ ůăśšĳ (7.33) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ, łăł

EP (tn−1; Xt_{n−1} ; tn; Bn)1 A. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ gn : Xt_n → R £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋőľ

B_{tn} |B(R)-ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺěľ, šő, ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă őš ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ĺŋďĺłăšőřőć, ŕőńşůĺň ăŋăńőč ťőřňşńż (7.27), ćżřăęă¿źĺľ E1 {X_{t1} ∈B_1} · · · 1 {X_{tn−1} ∈B_{n−1}}g(Xt_n ); čďě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ćňěśšő 1_{Bn} ąşďěš ťĺčşřĺřőćăšĳ g(z_n). Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ¡šĺň ăŋăńőčőň, ćğ£ć n − 1 ćňěśšő n, ĺ ćżąřăć

g_{n−1}(z_{n−1}) = P (t_{n−1}; z_{n−1}; t_n; B_n)1_{Bn−1} (z_{n−1}): 2

Śńěďśšćĺě Ď7.2. Ŕő ŋăňěůěŋŋőňş ŕşšĺ ńěčłő ŕőśšřőĺšĳ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś

ŋě šőńĳłő ŋă T_{s0} = T ∩ [s_0; ∞), ă ŋă ń¿ąőň ňŋőęěśšćě T ⊂ R, ěśńĺ řăśŕőńăčăšĳ śěňěľśšćőň ňěř Q_s ŋă (X_s; B_s), s ∈ T , ść£ğăŋŋżţ ďřşč ś ďřşčőň śőőšŋőÿěŋĺěň (7.25) (čďě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕő X_s).

Ććěďěň ŕőŋ£šĺě ňăřłőćśłőčő śěňěľśšćă. Ŕşśšĳ, ŕő-ŕřěęŋěňş, (X_t; B_t)_{t∈T} { ŕőńĳśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă, T ⊂ R ĺ P (s; x; t; B) { ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě s ∈ T ĺ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ ćżąěřěň ňěřş Q_s(·) = ‹_x(·), čďě x ∈ X_s. Ŕő šěőřěňě Ď7.1 ŋă ŋěłőšőřőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś X^{s,x} = {X^{s,x}_t ; t ∈ T_s := [s; ∞) ∩ T }, ĺňě¿źĺľ ğăďăŋŋş¿ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺ šăłőľ, ůšő X^{s,x}_s = x ŕ.ŋ. Ćśŕőňĺŋă£ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ď7.1, őśŋőćăŋŋőě ŋă šěőřěňě Łőńňőčőřőćă (šěőřěňă 1.7), ňż ćĺďĺň, ůšő ŕřőűěśś X^{s,x} ążń ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ğăďăŋ (śň. (1.8)) ŋă ŕřőśšřăŋśšćě (X_{Ts}; B_{Ts}), śŋăąęěŋŋőň ćěřő£šŋőśšĳ¿ Q_{s,x} = L(X^{s,x}). Ŕěřěőŕřěďěńĺň ŕřőűěśś X^{s,x} ŋă ˙ = X_T ťőřňşńőľ

Y^{s,x}_t (!) := X^{s,x}_t (ı_{T,Ts}!); t ∈ T_s; ! ∈ X_T ; (7.34)

čďě ı_{T,Ts} őąőğŋăůăěš őšőąřăęěŋĺě śşęěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ś ňŋőęěśšćă T ŋă ňŋőęěśšćő T_s (śň. ś. 8). Ććěďěň ff-ăńčěąřş F¿_s := ı^{−1}_{T,Ts}B_{Ts} ĺ ğăďăďĺň ŋă ŋěľ ňěřş P_{s,x} = Q_{s,x}ı^{−1}_{T,Ts}.

Şŕř. 7.3. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş Y^{s,x}_t , t ∈ Ts { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś ŋă (˙; F¿s; Ps,x).

Šěőřěňă Ď7.4. Ďń£ łăęďőčő s ∈ T ĺ ń¿ąőčő x ∈ Xs ŕřőűěśś Y^{s,x} = {Y^{s,x}_t (!), t ∈ T_s, ! ∈ ˙} £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ŋă (˙; F¿_s; P_{s,x}) ś ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ P (s; x; t; B). Łřőňě šőčő, Y^{s,x}_s = x ŕ.ŋ. ŕő ňěřě P_{s,x}.

2 Řăćěŋśšćő Y^{s,x}s = x őůěćĺďŋő, ŕőśłőńĳłş Qs = ‹x. Ŕřőćěřĺň, ůšő ďń£ ń¿ążţ u 6 t (šőůłĺ ĺğ T ), B ∈ Bt

P_{s,x}(Y^{s,x}_t ∈ B|Y^{s,x}_u ) = P (u; Y^{s,x}_u ; t; B) P_{s,x} − ŕ.ŋ. (7.35)

Ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ďń£ ń¿ąőčő D ∈ B_u

P_{s,x}(Y^{s,x}_t ∈ B; Y^{s,x}_u ∈ D) = ∫ {Y s,xu ∈D} P (u; Y^{s,x}_u ; t; B)dP_{s,x}:

Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńăňĺ (7.34), (2.10), ă šăłęě ňăřłőćőśšĳ¿ ŕřőűěśśă X^{s,x} ŋă ŕřőśšřăŋśšćě (X_{Ts}; B_{Ts}; Q_{s,x}), ĺňěěň ∫ {Y s,xu ∈D} P (u; Y^{s,x}_u ; t; B)dP_{s,x} = ∫ {Xs,xu ∈D} P (u; X^{s,x}_u ; t; B)dQ_{s,x} =

= Q_{s,x}(X^{s,x}_t ∈ B; X^{s,x}_u ∈ D) = P_{s,x}(Y^{s,x}_t ∈ B; Y^{s,x}_u ∈ D):

Ňăřłőćőśšĳ ŕřőűěśśă Y^{s,x} ć śňżśńě őŕřěďěńěŋĺ£ (7.12) ŕřőćěř£ěšś£ śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő. Ŕřěďŕńăčăěšś£ ŕřőďěńăšĳ ¡šő ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£. 2

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő śńőęŋőě őąőğŋăůěŋĺě (7.34) ďń£ ŕřőűěśśă Y^{s,x} ążńő ććěďěŋő ńĺÿĳ ďń£ şďőąśšćă ŕřĺňěŋěŋĺ£ ťőřňşńż (2.10) ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ ŕő ďřşčőňş ŕřőśšřăŋśšćş. Őůěćĺďŋő,

Y^{s,x}_t (!) = !(t) ďń£ t ∈ T_s; ! ∈ ˙:

Ĺŋăůě čőćőř£, ş ŋăś ĺňěěšś£ őďĺŋ łăŋőŋĺůěśłĺ ğăďăŋŋżľ ŕřőűěśś Y (t; !) = !(t), t ∈ T , ! ∈ ˙ = X_T , łőšőřżľ ňż řăśśňăšřĺćăěň ďń£ řăğŋżţ s ĺğ T ŕřĺ t ¿ s

(t ∈ T ). İšőš ŕřőűěśś, łăł ŕřőűěśś ŋă Ts ĺ (˙; F¿s; Ps,x) ąşďěš ňăřłőćśłĺň ś ğăďăŋŋőľ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ, ŕřĺůěň ć ňőňěŋš s őŋ ŋăůĺŋăěšś£ ĺğ šőůłĺ x Ps,x-ŕ.ŋ. (x ∈ Xs). Ğăňěšĺň, ůšő őąőğŋăůěŋĺě F¿s ŕőńŋőśšĳ¿ śőčńăśşěšś£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋŋżň řăŋěě ŋă ś. ??, ŕőśłőńĳłş ff-ăńčěąřă F¿_s ŕőřőęďăěšś£ śěňěľśšćőň łőőřďĺŋăšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ı_{T,t} ŕřőśšřăŋśšćă X_T ŕřĺ t ∈ T_s. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, F¿_s = ff{Y_t; t ¿ s; t ∈ T_s}. Šăłĺň őąřăğőň ŕőńşůěŋŋżě ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż Y^{s,x} ŋăğőćěň ňăřłőćśłĺň śěňěľśšćőň ĺ őąőğŋăůĺň ěčő (Y_t; P_{s,x}).

Ŕőśłőńĳłş F¿_s ⊂ B_T ďń£ łăęďőčő s ∈ T , šő ňěřş P_{s,x} ňőęěň ŕřőďőńęĺšĳ ŋă F = B_T ŋşńěň ďń£ šěţ ňŋőęěśšć ĺğ B_T , łőšőřżě ŋě ćţőď£š ć F¿_s. Ĺšăł, ŕő£ćń£ěš-

ś£ ćőğňőęŋőśšĳ ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě (˙; F), ğăďăćă£ řăğŋżě ňěřż Ps,x ďń£ s ∈ T , x ∈ X_s, "ćżŕşśłăšĳ" ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż ć ňőňěŋš s ĺğ šőůłĺ x (ś P_{s,x}-ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1), ŕřĺůěň ş ćśěţ ŕřőűěśśőć ¡šőčő śěňěľśšćă {Y^{s,x}_t ; t ∈ T_s} ąşďěš őďŋă ĺ šă ęě ğăďăŋŋă£ ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőńĳğş£śĳ (7.35) ŕřĺ u = s, ńěčłő ŕřő£śŋĺšĳ śňżśń ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ ďń£ ňăřłőćśłőčő śěňěľśšćă:

P_{s,x}(Y^{s,x}_t ∈ B) = P (s; x; t; B) P_{s,x} − ŕ.ŋ., čďě s; t ∈ T (s 6 t); x ∈ X_s; B ∈ B_t:

Ňż şůńĺ, ůšő P ( ∈ B|”) = P ( ∈ B) ŕ.ŋ., ěśńĺ ” = c ŕ.ŋ., čďě c = const.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ T { ďĺśłřěšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő R, šő ćňěśšő šěőřěňż Łőńňőčőřőćă ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ď7.1 ňż ňőčńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ šěőřěňş Šşńůĺ Ď1.2, ŋě ŋăńăčă£ őčřăŋĺůěŋĺľ ŋă ťăğőćżě ŕřőśšřăŋśšćă X_t; t ∈ R. Őďŋăłő, ěśńĺ ňż ţőšĺň ĺ ć ¡šőň śńşůăě ćżŕşśłăšĳ ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋżţ šőůěł, šő ďőńęŋż ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż őďŋőšőůěůŋżě ňŋőęěśšćă ćţőďĺńĺ ć B_s ŕřĺ łăęďőň s ∈ T .

Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ł őďŋĺň ĺ šěň ęě ł.-ň.ř. ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă ňőčşš ŕřĺćőďĺšĳ řăğŋżě ŕěřěţőďŋżě ťşŋłűĺĺ, łăł ŕőłăğżćăěš Ŕřĺňěř Ď7.5. Ŕşśšĳ X = R, B = B(R), T = [0; ∞). Ćőğĳňěň ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě Q = ‹_0 (ňěřă Ďĺřăłă, śőśřěďőšőůěŋŋă£ ć šőůłě 0). Ďń£ x ∈ R, t ¿ 0, B ∈ B(R) őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺĺ

P (x; t; B) = 1_B(x); ~P (x; t; B) = 1_B(x + sign x);

čďě sign x = −1 ďń£ x < 0, sign 0 = 0, sign x = 1 ďń£ x > 0.

2 Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő P ĺ^~P őąńăďă¿š śćőľśšćăňĺ 1’) { 4’), ŕřĺćěďěŋŋżňĺ ŋă ś.

??, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, £ćń£¿šś£ ŕěřěţőďŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ (7.24), ŕőńşůăěň, ůšő P ĺ ~P ŕřĺćőď£š ł ł.-ň.ř. ŕřőűěśśă, šőęďěśšćěŋŋő řăćŋőčő ŋşń¿. 2 Ŕřěęďě ůěň őąśşęďăšĳ ďăńĳŋěľÿĺě őąőąźěŋĺ£ ňăřłőćśłőčő śćőľśšćă ňż ŕřěďńăčăěň śńěďş¿źĺě şŕřăęŋěŋĺ£, ůšőąż őśćőĺšĳ ĺśţőďŋżě ŕőŋ£šĺ£, řăśśňőšřěŋŋżě ć ńěłűĺĺ 7.

Şŕř. 7.6. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕřěďěńěŋĺě (7.1) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő

P (A|F6_t) = P (A|X_t) ŕ.ŋ.

ďń£ ń¿ąőčő A ∈ F¿_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ T .

Ŋă ś. ?? ďń£ ś.ć. , ğăďăŋŋőľ ŋă (˙; F; P ), ĺ ĺňě¿źěľ E|| < ∞, ňż ŋăŕőňŋĺńĺ, łăł őŕřěďěń£ěšś£ ş.ň.ő. E(|A), čďě A { łăłă£-ńĺąő ff-ăńčěąřă (A ⊂ F). Ŕőńěğŋő ŕřěďśšăćń£šĳ, ůšő ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě ş.ň.ő. £ćń£ěšś£ őąőąźěŋŋőľ ŕřőěłűĺěľ, łăł ŕőłăğżćăěš

Şŕř. 7.7. Ŕşśšĳ čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H = L^2(˙; A; P ), čďě A ⊂ F, A { ff-ăńčěąřă. Ďń£ ∈ L^2(˙; F; P ) őąőğŋăůĺň P r_H őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ ŋă H. Ďőłăęĺšě, ůšő P r_H = E(|A) ŕ.ŋ.

Şŕř. 7.8. (ŕřőďőńęěŋĺě şŕř. 7.7). P rH { őčřăŋĺůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă L^2(˙; F; P ). Ŕőśłőńĳłş L^2(˙; F; P ) ŕńőšŋő ć L^1(˙; F; P ), šő P r_H ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕřőďőńęăěšś£ ŋă L^1(˙; F; P ). Ďőłăęĺšě, ůšő E(·|A) śőćŕăďăěš (ŕ.ŋ.) ś ¡šĺň ŕřőďőńęěŋĺěň.

Şŕř. 7.9. Ŕşśšĳ (Xt; t ∈ T ), T ⊂ R { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş (X_t; t ∈ U), čďě U ⊂ T , šăłęě ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ (X_t; t ¿ 0) { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, šő ďń£ ń¿ąőčő ´ > 0 ŕřőűěśś (X_{k´}; k = 0; 1; : : : ) ąşďěš ňăřłőćśłĺň. Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě?

Şŕř. 7.10. Ŕşśšĳ (Xt; t ¿ 0) { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ (ŕřĺ łăęďőň t) ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B). Ŕşśšĳ (Y; E) { ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ h_t : X → Y, h_t ∈ B|E, t ¿ 0. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ h_t ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 { ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě, šő (h_t(X_t); t ¿ 0) ěśšĳ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 7.11. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő ěśńĺ ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ őšłăğăšĳś£ őš şśńőćĺ£ ćğăĺňŋőľ őďŋőğŋăůŋőśšĺ h_t, šő şšćěřęďěŋĺě ňőęěš ŋě ćżŕőńŋ£šĳś£.

Şŕř. 7.12. Ŕşśšĳ (Xt; t ¿ 0) { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć X ⊂ R. Ŕőńőęĺň Y_t = [X_t], čďě [·] { űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă. Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő Y_t { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś?

Şŕř. 7.13. (śřăćŋĺšě ś şŕř. 7.10, 7.11). Ŕşśšĳ W (t) = (W1(t); : : : ; Wm(t)); t ¿ 0

ěśšĳ m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě. Ŕőńőęĺň X_m(t) = ( ∑_m k=1 W^2_k (t) )_{1/2} , ¡šőš

ŕřőűěśś ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň Ąěśśěń£. Ąşďěš ńĺ ŕřőűěśś (X_m(t); t ¿ 0) ňăřłőćśłĺň? Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ m = 1 ĺňěěň X_1(t) = |W_1(t)|.

Şŕř. 7.14. Ŕşśšĳ {Xt; t ¿ 0} ĺ {Yt; t ¿ 0} { ďěľśšćĺšěńĳŋżě ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż. Ąşďşš ńĺ ŕřőűěśśż {X_t + Y_t; t ¿ 0} ĺ {X_tY_t; t ¿ 0} ňăřłőćśłĺňĺ? Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő ůăśšŋőň śńşůăě, łőčďă Y_t = c(t), čďě c(t) { ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋă£ ťşŋłűĺ£?

Şŕř. 7.15. Ŕşśšĳ {Xk; k = 0; 1; : : : } { ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ŕőńőęĺň X_t = (t − k)X_k + (k + 1 − t)X_{k+1} ďń£ t ∈ [k; k + 1), k = 0; 1; : : : , š.ě. řăśśňőšřĺň ŋă [0; ∞) ŋěŕřěřżćŋş¿ ńőňăŋş¿ ś şğńăňĺ (k; X_k). Ąşďěš ńĺ ŕřőűěśś {X_t; t ¿ 0} ňăřłőćśłĺň? Ąşďěš ńĺ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśś Y_t = X_{[t]}; t ¿ 0, čďě [·] { űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă?

Şŕř. 7.16. Ŕşśšĳ 1; 2; : : : { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ 1 ĺ −1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1=2. Ŕőńőęĺň S_0 = 0, S_n = _1 + : : : + _n, n ∈ N, ĺ X_n = max_06_k6_n S_k. Ďőłăęĺšě, ůšő {X_n; n ¿ 0} ŋě £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

Şŕř. 7.17. Ŕşśšĳ ”; 1; 2; : : : { ŋěğăćĺśĺňżě ćěńĺůĺŋż, ŕřĺůěň 1; 2; : : : řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋż ŋă [0; 1], ă ” { ďěľśšćĺšěńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ś ť.ř. F_η(x). Ŕőńőęĺň S_n = 1, ěśńĺ _n 6 ”, ĺ S_n = −1, ěśńĺ _n > ” (n = 1; 2; : : : ). Ąşďěš ńĺ {S_n; n ¿ 1} őďŋőřőďŋżň ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň?

Şŕř. 7.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ďěľśšćĺšěńĳŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś {Xt; t ¿ 0} ąşďěš ňăřłőćśłĺň, ěśńĺ ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż 7.5 ĺśŕőńĳğőćăšĳ ńĺÿĳ ťşŋłűĺ¿ G(x) ≡ x,

x ∈ R.

Şŕř. 7.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ďěľśšćĺšěńĳŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś {Xt; t ∈ T },

T ⊂ R ąşďěš ňăřłőćśłĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ążţ t1 < t2 < t3

(t1; t2; t3 ∈ T ) śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

r(t_1; t_3)r(t_2; t_2) = r(t_1; t_2)r(t_2; t_3); (7.36) čďě r(s; t) = cov(X_s; X_t), s; t ∈ T .

Şŕř. 7.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă Xt = e^{−t}W (e^{2t}), t ∈ R, čďě W (·) { ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

Şŕř. 7.21. Ŕşśšĳ P (X0 = 1) = P (X0 = −1) = 1=2 ĺ ŕşśšĳ X0 ŋě ğăćĺśĺš őš ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă {N_t; t ¿ 0} ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ – > 0. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś {X_t; t ¿ 0} ňěŋ£ěš śćőě ğŋăůěŋĺě ŋă ğŋăůěŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő ğŋăłă ć šőůłăţ śłăůłőć ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă (¡šő šăł ŋăğżćăěňă£ šěńěčřăťŋă£ ćőńŋă). Ąşďěš ńĺ ŕřőűěśś {X_t; t ¿ 0} ňăřłőćśłĺň? Ŋăľďĺšě ěčő łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Şŕř. 7.22. Ďń£ x > 0 ŕşśšĳ fix = inf{t ¿ 0 : W (t) = x}, čďě W (·) { ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ďőłăęĺšě, ůšő {fi_x; x > 0} { ŕřőűěśś ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ă śńěďőćăšěńĳŋő, ňăřłőćśłĺľ ŕő šěőřěňě 7.7.

Şŕř. 7.23. Ŕşśšĳ {Xt; t ¿ 0} { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ďń£ s > 0 őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś Y = {X_{s−t}; t ∈ [0; s]}. Ąşďěš ńĺ Y ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň? Őą£ğăŋ ńĺ Y ążšĳ őďŋőřőďŋżň ŕřőűěśśőň, ěśńĺ šăłőćżň £ćń£ěšś£ X?

Şŕř. 7.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš { ¡šő ŋěőďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 7.25. Ŕşśšĳ X { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś ŋă [0; ∞), ĺ Y = {Yt = (Xt; t); t ¿ 0}. Ďőłăęĺšě, ůšő X ĺ Y ňőčşš ążšĳ ňăřłőćśłĺňĺ šőńĳłő őďŋőćřěňěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ Y { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, šő őą£ğăšěńĳŋő őďŋőřőďŋżľ. Łăł ść£ğăŋż ŕěřěţőďŋżě ťşŋłűĺĺ X ĺ Y ?

Şŕř. 7.26. Ŕşśšĳ {Xt; t ¿ 0} { őďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŋěłőšőřőň ŕőńĳśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X . Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćş¿š ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ h_s : X × [0; 1] → X , s ¿ 0 (š.ě. h_s ∈ B(X ) × B([0; 1])|B(X ), s ¿ 0) ĺ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżě ćěńĺůĺŋż „_{t,s} ŋěğăćĺśĺňżě őš {X_u; 0 6 u 6 t} ŕřĺ t; s ¿ 0 šăłĺě, ůšő X_{t+s} = h_s(X_t; „_{t,s}) ŕ.ŋ. ďń£ ćśěţ t; s ¿ 0.

Şŕř. 7.27. Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ ć R^m ĺ P (x; t; B) = P (x + y; t; B + y) ďń£ ćśěţ x; y ∈ R^m, t ¿ 0, B ∈ B(R^m). Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ŕřőűěśś ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£.

Őąřăšĺňś£ ł őąőąźěŋĺ£ň ňăřłőćśłőčő śćőľśšćă. Ć ňőŋőčřăťĺĺ [?] ďăěšś£ őŕřěďěńěŋĺě ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă, ćřěň£ ęĺğŋĺ łőšőřőčő śńşůăľŋő, š.ě. šřăěłšőřĺĺ ňőčşš őąřżćăšĳś£ ć śńşůăľŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ (ŋăčń£ďŋő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ůăśšĺűş, łőšőřă£ śčőřěńă). Ć şůěąŋĺłě [?] ďěšăńĳŋő ĺğşůăěšś£ šăł ŋăğżćăěňőě "ňăřłőćśłőě śěňěľśšćő" (śň. šăłęě ś. ??), š.ě. řăśśňăšřĺćăěšś£ śěňěľśšćő ŕřőűěśśőć, ďőŕşśłă¿źĺţ ćżŕşśłăŋĺě ĺğ řăğŋżţ šőůěł ťăğőćőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŋő ďăńĳŋěľÿĺľ ňěţăŋĺğň ŕěřěţőďă łőšőřżţ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ ć śőśšő£ŋĺě őďĺŋăłőć. Ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňăřłőćőśšĳ ŕřőűěśśă X = {X_t; t ∈ T ⊂ R}, ĺśŕőńĳğş£ ŋěłőšőřżľ ŕőšőł ff-ăńčěąř F_t; t ∈ T (F_s ⊂ F_t ⊂ F ŕřĺ s 6 t, s; t ∈ T ). Ă ĺňěŋŋő, (X_t; F_t)_{t∈T} { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś (śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŕřĺ łăęďőň t ć ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (X ; B)), ěśńĺ ŕřőűěśś X śőčńăśőćăŋ ś śěňěľśšćőň (F_t)_{t∈T} (š.ě. X_t ∈ F_t|B ŕřĺ ń¿ąőň t ∈ T ) ĺ ďń£ łăęďżţ s; t ∈ T , s 6 t ĺ B ∈ B

P (X_t ∈ B|F_s) = P (X_t ∈ B|X_s) ŕ.ŋ. (7.37)

Ńěčłő ŕőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ĺ ďń£ ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ, š.ě. ŕőšőłă F_t = F6_t = ff{X_s; s ∈ T ∩(−∞; t]}, t ∈ T ňż ŕőńşůăěň ććěďěŋŋőě řăŋěě őŕřěďěńěŋĺě ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Ąőńěě śńőęŋżň őąřăğőň śćőľśšćő ňăřłőćőśšĺ ććőďĺšś£ ďń£ śńşůăľŋżţ ŕőńěľ. Őąž£śŋĺň ńĺÿĳ śşšĳ ŕőďţőďă, ŋě őśšăŋăćńĺćă£śĳ ŋă ďěšăń£ţ (śň. [?, čń. 2]).

Ŕşśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; P ) ĺňě¿šś£ ff-ăńčěąřż A_1; A_2; E ⊂ F Čőćőř£š, ůšő E řăśźěŕń£ěš A_1 ĺ A_2, ěśńĺ

P (A_1A_2|E) = P (A_1|E)P (A_2|E) ďń£ A_k ∈ A_k; k = 1; 2: (7.38)

Šăłĺň őąřăğőň, őŕřěďěńěŋĺě (7.1) őğŋăůăěš, ůšő ff{X_t} řăśźěŕń£ěš F6_t ĺ F¿_t ďń£ ćśěţ t ∈ T .

Şŕř. 7.28. Ďőłăęĺšě, ůšő (7.38) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő E(F1F2|E) = E(F1|E)E(F2|E)

ďń£ F_k ∈ M_k, čďě M_k { ŕőńŋă£ śĺśšěňă ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2(˙; A_k; P ), k = 1; 2.

Şŕř. 7.29. Ěśńĺ E řăśźěŕń£ěš A1 ĺ A2, šő E řăśźěŕń£ěš ĺ A1 ∨ E ĺ A2 ∨ E, čďě

A ∨ E őąőğŋăůăěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ ff-ăńčěąřş, śőďěřęăźş¿ A ĺ E.

Şŕř. 7.30. (śř. ś şŕř. 7.6). Şśńőćĺě (7.38) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő P (A|A_1 ∨ E) = P (A|E) ďń£ A ∈ A_2:

Şŕř. 7.31. Ŕşśšĳ ff-ăńčěąřż Eα ⊂ A1 ĺ Eα řăśźěŕń£ěš A1 ĺ A2 (¸ ∈ I). Šőčďă

∩_{α∈I}E_α řăśźěŕń£ěš A_1 ĺ A_2.

Şŕř. 7.32. Ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (7.38), šő A1 ∩ A2 ⊂ E. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć (7.1) ťĺčşřĺřşěš ňĺŋĺňăńĳŋă£ řăśźěŕń£¿źă£ ăńčěąřă, ŕőśłőńĳłş ff{X_t} ⊂ F6_t ∩ F¿_t.

Ğăňěšĺň, ůšő ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ff-ăńčěąř A_1 ĺ A_2 řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ĺţ řăśźěŕń£ěš šřĺćĺăńĳŋă£ ff-ăńčěąřă E = {∅; ˙}.

Ěśńĺ (X_t; t ∈ T ) { śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£, šő őŋă ŕőřőęďăěš śěňěľśšćő ff-ăńčěąř A(U) = ff{X_t; t ∈ U}, U ⊂ T . Ć őšńĺůĺě őš śĺšşăűĺĺ, łőčďă T ⊂ R, ş ŋăś, ćőőąźě čőćőř£, ŋěš ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿źěčő "ŕřőÿńőčő" ĺ "ąşďşźěčő". Ŕő¡šőňş ĺňěěšś£ ř£ď ćőğňőęŋőśšěľ őŕřěďěńĺšĳ, łăłĺě ff-ăńčěąřż A(U_1) ĺ A(U_2) ďń£ U_1; U_2 ⊂ T ĺ łăłőľ ff-ăńčěąřőľ ďőńęŋż řăśźěŕń£šĳś£. Śńőęŋőśšĳ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ (7.1) śőśšőĺš ěźě ĺ ć šőň, ůšő, ŋăŕřĺňěř, ďń£ őąőąźěŋŋőľ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ (śň., ŋăŕřĺňěř, [?]), ďěľśšćş¿źěľ ŋă C^∞_0 (T ) (ŕřőśšřăŋśšćě ťĺŋĺšŋżţ ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ), čďě őąńăśšĳ T ⊂ R^n, őłăğżćăěšś£ şďőąŋżň őŕěřĺřőćăšĳ śő śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ (; ffi) ďń£ ŕřőąŋżţ ťşŋłűĺľ ffi, ĺňě¿źĺţ ŋőśĺšěńĳ suppffi ⊂ U (őąńăśšĳ U ⊂ T ), ă ŋě ťĺłśĺřőćăšĳ "šőůěůŋőě şśńőćĺě", łăł ć (7.1). Šőůŋěě čőćőř£, ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěłőšőřă£ śĺśšěňă ~ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć ńőłăńĳŋő-łőňŕăłšŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě T , ĺ ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő S ∈ ~ ňőęŋő şłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ šřőľłş ňŋőęěśšć: S_1 = S, `, S_2 = T \ [S], čďě [S] = S ∪ @S, ă ` { ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě @S (čřăŋĺűş S). Ŋěłőšőřőě śěňěľśšćő ff-ăńčěąř A(U), U ⊂ T (šăłĺţ, ůšő A(U_1 ∪ U_2) = A(U_1) ∨ A(U_2)) ŋăğżćăěšś£ ňăřłőćśłĺň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śĺśšěňě ~, ěśńĺ A(`^ε) řăśźěŕń£ěš A(S_1) ĺ A(S_2) śłőńĳ ąż ňăńő " > 0 ŋĺ ążńő (ğďěśĳ `^ε ěśšĳ "-őłřěśšŋőśšĳ ňŋőęěśšćă `). Ďń£ śńşůăľŋżţ ŕőńěľ, ğăďăŋŋżţ ŋă řěÿěšłě Z^d, ŕőŋ£šĺě ňăřłőćőśšĺ ŕřőźě (śň. ŕřĺńőęěŋĺě 1).

Ĺŋšěřěśŋő šăłęě őšňěšĺšĳ, ůšő ěśńĺ ĺśţőďŋă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋě őąńăďăěš ňăřłőćśłĺň śćőľśšćőň, šő ňőęěš őłăğăšĳś£ (śň. şŕř. 7.25), ůšő řăśśňőšřěŋĺě ŋőćőčő ťăğőćőčő ŕřőśšřăŋśšćă, řăśÿĺř£¿źěčő ĺśţőďŋőě, ĺ ŋőćőľ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ, ĺňě¿źěľ ŕřěęŋ¿¿ ć łăůěśšćě łőňŕőŋěŋšż, ŕőğćőń£ěš ŕőńşůĺšĳ ňăřłőćőśšĳ ŋőćőľ ťşŋłűĺĺ. Šăł, ć [?, ś. 91] řăśśňőšřěŋ ŕřĺňěř, łőčďă śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£, £ćń£¿źă£ś£ řěÿěŋĺěň ŋěłőšőřőčő ńĺŋěľŋőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś "ąěńżň ÿşňőň" ąşďěš ŋěňăřłőćśłőľ, ă ćěłšőřŋă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£, ĺňě¿źă£ łőňŕőŋěŋšăňĺ ĺśţőďŋş¿ ĺ ěě ŕřőĺğćőďŋżě ďő őŕřěďěńěŋŋőčő ŕőř£ďłă ąşďěš ňăřłőćśłőľ.

Ńěłűĺ£ 8. Űěŕĺ Ňăřłőćă.

Ŕőśšřőěŋĺě ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ŕő ŋăůăńĳŋőňş řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ĺ ŕěřěţőďŋżň ćěřő£šŋőśš£ň. İłćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă łăł űěŕĺ Ňăřłőćă. §ćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ. İřčőďĺůěśłă£ šěőřěňă ďń£ űěŕěľ Ňăřłőćă. Śńěďśšćĺ£. Ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă.

Ŕşśšĳ ťăğőćőě ŕřőśšřăŋśšćő X ĺğşůăěňőčő ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă ďĺśłřěšŋő, š.ě. śőśšőĺš ĺğ łőŋěůŋőčő ĺńĺ śůěšŋőčő ůĺśńă šőůěł, łőšőřżě ğăŋşňěřőćăŋż. Šőůłş x_i ∈ X őšőęďěśšćĺň ś ěě ŋőňěřőň i, ŕřĺ ¡šőň ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő i ŕřőąěčăěš ńĺąő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő {0; 1; : : : ; r}, ńĺąő śůěšŋőě N ∪ {0}. Ŕşśšĳ B śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć X . Ŕřőśšřăŋśšćő (X ; B) £ćń£ěšś£ ŕőńĳśłĺň, ěśńĺ ććěśšĺ ňěšřĺłş, ŕőńőęĺć ȷ(x; y) = 1 ŕřĺ x ≠ y ĺ ȷ(x; x) = 0, x; y ∈ X . Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ g : X → R £ćń£ěšś£ B|B(R)-ĺğňěřĺňőľ. Ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś ś ďĺśłřěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ ŋăğżćăěšś£ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă.

Řăśśňőšřĺň ff-ăńčěąřş A, ŕőřőęďěŋŋş¿ řăğąĺěŋĺěň ˙ ŋă ňŋőęěśšćă A_j; j ∈ J, čďě J { łőŋěůŋőě ĺńĺ śůěšŋőě ňŋőęěśšćő (∪_{j∈J} A_j = ˙, A_i ∩ A_j = ∅ ŕřĺ i ≠ j). Ďń£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż , ĺňě¿źěľ E|| < ∞

E(|A) =

E1 A_j

P (A_j)

; ěśńĺ P (A_j) ≠ 0

0; ěśńĺ P (A_j) = 0

(8.1)

ŋă A_j (ń¿ąőľ ćăřĺăŋš E(|A) ŕ.ŋ. śőćŕăďăěš ś şłăğăŋŋżň).

Ďń£ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ X = (X_t; t ∈ T ⊂ R) ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł t_1; : : : ; t_n ∈ T ff-ăńčěąřă ff{X_{t1} ; : : : ; X_{tn} } ŕőřőęďăěšś£ řăğąĺěŋĺěň ˙ ŋă śőążšĺ£ ćĺďă {X_{t1} = j_1; : : : ; X_{tn} = j_n}, čďě j_1; : : : ; j_n ∈ X . Ŕő¡šőňş ć śĺńş (7.12) ĺ (8.1) ŕřőűěśś X = (X_t; t ∈ T ) £ćń£ěšś£ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőčő m ∈ N, ćśěţ s1 < : : : < sm < s 6 t (šőůłĺ ĺğ T ) ĺ ń¿ążţ i; j; i1; : : : ; im ∈ X śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

P (X_t = j|X_{s1} = i_1; : : : ; X_{sm} = i_m; X_s = i) = P (X_t = j|X_s = i); (8.2)

ěśńĺ P (Xs_1 = i1; : : : ; Xs_m = im; Xs = i) ≠ 0. Ğďěśĳ P (A|B) = P (AB)=P (B) ďń£ P (B) ≠ 0 (ůšő ŕőńŋőśšĳ¿ śőčńăśşěšś£ ś ĺśŕőńĳğőćăćÿĺňĺś£ řăŋěě ťőřňşńăňĺ ćĺďă P (A|” = x) = ’(x), čďě P (A|”) = ’(”)).

Ŕşśšĳ X_s = {i ∈ X : P (X_s = i) ≠ 0}, s ∈ X . Ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ), i ∈ X_s, j ∈ X ććěďěň ŕěřěţőďŋżě ćěřő£šŋőśšĺ

p_{ij} (s; t) = P (X_t = j|X_s = i) (8.3)

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ (8.3) ńěčłő ŕőńşůĺšĳ, ůšő ťşŋłűĺĺ p_{ij} (s; t) ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ ůěšżřěň şśńőćĺ£ň:

1) p_{ij}(s; t) ¿ 0 ďń£ ń¿ążţ i ∈ X_s, j ∈ X_t, ĺ s 6 t, s; t ∈ T , 2) ∑ j∈Xt p_{ij} (s; t) = 1 ďń£ ń¿ążţ i ∈ X_s ĺ s 6 t, s; t ∈ T ,

3) p_{ij}(s; s) = ‹_{ij} ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X_s, j ∈ X_t ĺ s ∈ T , čďě ‹_{ij} | śĺňćőń Łřőŋěłěřă, 4) ďń£ ń¿ążţ i ∈ X_s, j ∈ X_t ĺ ćśěţ s 6 u 6 t (s; u; t ∈ T )

p_{ij}(s; t) = ∑ k∈Xu p_{ik}(s; u)p_{kj}(u; t): (8.4)

Śőőšŋőÿěŋĺě (8.4) ŋăğżćă¿š şřăćŋěŋĺěň Ňăřłőćă.

Şśńőćĺ£ 1){3) šřĺćĺăńĳŋż, ŕřőćěřĺň 4). Şůĺšżćă£ (8.2) ĺ (8.3), ĺňěěň

P (X_t = j | X_s = i) =

P (X_t = j; X_s = i) P (X_s = i) = ∑ k P (X_t = j; X_u = k; X_s = i) P (X_s = i) =

= ∑ k : P (Xu=k, Xs=i)≠0 P (X_t = j | X_u = k; X_s = i)

P (X_u = k; X_s = i) P (X_s = i) = = ∑ k∈Xu P (X_t = j | X_u = k)P (X_u = k | X_s = i) = ∑ k∈Xu p_{ik}(s; u)p_{kj} (u; t): (8.5)

Śőőšŋőÿěŋĺě (8.4) { ¡šő ďĺśłřěšŋżľ ćăřĺăŋš şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă { Ůěŕňěŋă. Ňőęŋő ążńő śřăğş śőśńăšĳś£ ŋă řăśśşęďěŋĺ£ ő ťőřňşńě (7.16), ŕřőćěďěŋŋżě ŋă ś. ??, ğăňěšĺć, ůšő "P_{Xs} -ŕ.ŋ." őğŋăůăěš "ďń£ i ∈ X_s". Şřăćŋěŋĺě Ňăřłőćă ĺňěěš őůěŋĳ ŋăčń£ďŋżľ śňżśń: ŕěřěľšĺ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i ć śőśšő£ŋĺě j ğă ćřěň£ őš s ďő t ňőęŋő ńĺÿĳ, őłăğăćÿĺśĳ ć ŕřőňěęşšőůŋżľ ňőňěŋš u ć őďŋőň ĺğ śőśšő£ŋĺľ k ∈ X_u, ĺ śőćěřÿĺć śŕěřćă ŕěřěţőď ĺğ i ć k, ă ğăšěň ĺğ k ć j.

- 6 r r^{q7¿}r^{k j} i

s u t Řĺś. 8.1

Šěőřěňă 8.1. Ŕşśšĳ 0 ∈ T ⊂ [0; ∞), ă ňŋőęěśšćă Xs ⊂ X , s ∈ T , čďě X {

łőŋěůŋő ĺńĺ śůěšŋő. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř ůĺśěń p_i(0), i ∈ X_0, šăłőľ ůšő p_i(0) > 0, ∑ i∈X_0 p_i(0) = 1. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ťşŋłűĺĺ p_{ij} (s; t) ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ), i ∈ X_s, j ∈ X_t, ďń£

łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋż ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě şśńőćĺ£ 1){4). Šőčďă ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śşźěśšćşěš ňăřłőćśłă£ űěŕĳ X = {X_t; t ∈ T } ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X_t ŕřĺ łăęďőň t ∈ T (š.ě. X_t(!) ∈ X_t ŕřĺ łăęďőň t ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙), šăłă£, ůšő p_i(0) = P (X_0 = i) ĺ p_{ij} (s; t) = P (X_t = j | X_s = i) ŕřĺ ćśěţ s 6 t (s; t ∈ T ), i ∈ X_s, j ∈ X_t.

2 Ěśńĺ ąż ŕřőűěśś X ś ğăďăŋŋżňĺ ţăřăłšěřĺśšĺłăňĺ śşźěśšćőćăń, šő ňż ďőńę-

ŋż ążńĺ ąż ĺňěšĳ ŕřĺ 0 6 t_1 < : : : < t_n, n ∈ N, ĺ ń¿ążţ B_k ⊂ X_{tk} , k = 1; : : : ; n

P (X_{t1} ∈ B_1; : : : ; X_{tn} ∈ B_n) = ∑ i p_i(0) ∑ j_1∈B_1

p_{ij1} (0; t_1) : : : ∑ jn∈Bn p_{jn−1jn} (t_{n−1}; t_n): (8.6)

Ŕő¡šőňş őśšăěšś£ ńĺÿĳ ğăďăšĳ ňěřż P_{t1,... ,tn} (B_1 × : : : × B_n) ś ŕőňőźĳ¿ ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (8.6) (śň. ğăňěůăŋĺě 2.8) ĺ ŕřőćěřĺšĳ şśńőćĺě 3^∘ śő ś. ??. Šőčďă ŕřőűěśś (X_t; t ∈ T ), ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ďăŋŋżň ł.-ň.ř. ąşďěš ĺśłőňżň. Ňż őśšăćń£ěň ďőłăğăšěńĳśšćő ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş šěőřěňă Ď7.1 śőďěřęĺš ąőńěě őąźĺľ řěğşńĳšăš. 2

Őšňěšĺň, ůšő ťşŋłűĺ£

P (s; i; t; B) = ∑ j∈B p_{ij}(s; t); (8.7)

ğăďăŋŋă£ ďń£ s 6 t (s; t ∈ T_0), i ∈ X_s, B ⊂ X £ćń£ěšś£ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ ć śňżśńě őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőčő ŋă ś. ??. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ć ďĺśłřěšŋőň śńşůăě ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ (şśńőćŋżňĺ) ćěřő£šŋőśš£ňĺ ŕěřěţőďőć ĺğ őďŋőšőůěůŋőčő ňŋőęěśšćă ć őďŋőšőůěůŋőě ňŋőęěśšćő.

Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺ£ šěőřěňż 8.1 ŋěőąţőďĺňż ĺ ďőśšăšőůŋż. Ğăňěůăŋĺě 8.2. Őšŕřăćń££śĳ őš ťşŋłűĺľ pij(s; t), ğăďăŋŋżţ ďń£ s 6 t (s; t ∈ T ), i ∈ Xs, j ∈ Xt, ňőęŋő őŕěřĺřőćăšĳ ś ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£ňĺ, őŕřěďěńěŋŋżňĺ ďń£ ćśěţ s 6 t (s; t ∈ T ) ĺ i; j ∈ X . Ďőśšăšőůŋő ŕőńőęĺšĳ pij(s; t) = 0 ďń£ i ∈ X_s, j =∈ X_t ĺ p_{ij} (s; t) = p_{i0j}(s; t) ďń£ i =∈ X_s, j ∈ X , čďě i_0 = i_0(s) ∈ X_s ćżąřăŋő ŕřőĺğćőńĳŋő (X_s ≠ ∅). Ŕřĺ ¡šőň ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő śćőľśšćă 1) { 4) ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ąşďşš ćěřŋż ĺ ďń£ ĺţ ŕřőďőńęěŋĺľ (šěŕěřĳ ňőęŋő śůĺšăšĳ X_t = X ďń£ t ∈ T ).

Ćăęŋěľÿĺň ŕřěďśšăćĺšěńěň ňăřłőćśłĺţ űěŕěľ £ćń£ěšś£ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Šěőřěňă 8.3. Ŕřőűěśś N = {Nt; t ¿ 0} £ćń£ěšś£ ŕşăśśőŋőćśłĺň šőčďă ĺ šőńĳłő

šőčďă, łőčďă N | űěŕĳ Ňăřłőćă ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X = {0; 1; 2; : : : }, šăłă£ ůšő p_i(0) = ‹_{i0} ĺ ďń£ 0 6 s < t, i; j ∈ X

p_{ij} (s; t) =

(m((s; t]))^{j−i} (j − i)!

e^{−m((s,t])}; j ¿ i;

0; j < i;

(8.8)

ğďěśĳ m { ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B([0; ∞)). Śůĺšăěň p_{ij} (s; s) = ‹_{ij} ďń£ s ¿ 0 ĺ i; j ∈ X .

2 Ŕşśšĳ N | śšăŋďăřšŋżľ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś, š.ě. N0 = 0 ŕ.ŋ., ŕřőűěśś

ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£ ĺ N_t − N_s ∼ ı_{m((s,t])} ŕřĺ t > s ¿ 0, š. ě. ŕřĺřăźěŋĺě řăśŕřěďěńěŋő ŕő ğăłőŋş Ŕşăśśőŋă ś ŕăřăňěšřőň m((s; t]). Šăłőľ ŕřőűěśś śşźěśšćşěš ŕő śńěďśšćĺ¿ 2.14. Ć śĺńş šěőřěňż 7.7 N | ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, ŕřĺ ¡šőň ŕ.ŋ. N_t = N_t − N_0 ∼ ı_{m((0,t])}, t > 0; X = {0; 1; : : : }. Őůěćĺďŋő šăłęě, ůšő p_i(0) = P (N_0 = i) = ‹_{i0}, i ∈ X .

Ďń£ 0 6 s < t ĺňěěň

p_{ij} (s; t) = P (N_t = j | N_s = i) = P (N^t − N^s = j − i; N^s = i) P (N_s = i)

= P (N_t − N_s = j − i);

ůšő őğŋăůăěš śŕřăćěďńĺćőśšĳ (8.8). Ŕřĺ s ¿ 0 ďń£ ćśěţ i; j ∈ X ŕőńşůăěň p_{ij} (s; s) = = P (N_s = j | N_s = i) = ‹_{ij}.

Őąřăšŋő. Ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ 8.1, śšřőĺň ŕřőűěśś {Nt; t ¿ 0} ŕő ŕěřěţőďŋżň ćěřő£šŋőśš£ň (8.8) ĺ ŋăůăńĳŋőňş řăśŕřěďěńěŋĺ¿, śőśřěďőšőůěŋŋőňş ć ŋşńě. Őůěćĺďŋő, N_0 = 0 ŕ.ŋ., š. ł. p_i(0) = ‹_{i0}, i ∈ X . Ďń£ s < t ĺ k ¿ 0 ĺňěěň, ŕőńĳğş£śĳ (8.6) ĺ (8.8),

P (N_t − N_s = k) = ∞∑ l=0 P (N_t − N_s = k; N_s = l) = ∞∑ l=0 P (N_t = k + l; N_s = l) =

= ∞∑ l=0 ∑ i p_i(0)p_{il}(0; s)p_{l,k+l}(s; t) = ∞∑ l=0 p_{0l}(0; s)p_{l,k+l}(s; t) = = ∞∑ l=0 (m((0; s]))^l l! e^{−m((0,s])} · (m((s; t]))^k k! e^{−m((s,t])} = (m((s; t]))^k k! e^{−m((s,t])}: (8.9)

Ŋăň ďăŋő, ůšő ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 ćěńĺůĺŋż N_t ŕřĺŋĺňă¿š ğŋăůěŋĺ£ ć X = {0; 1; : : : }. Ĺğ (8.9) ćżšěłăěš, ůšő^∞ ∑ k=0 P (N_t − N_s = k) = 1, ŕő¡šőňş P (N_t − N_s = k) = 0 ďń£ k < 0.

Ĺšăł, N_t − N_s ∼ ı_{m((s,t])}, 0 6 s 6 t.

Ďń£ n ∈ N ĺ 0 = t_0 6 t_1 < : : : < t_n, 0 6 k_1; : : : ; k_n ŕőńşůăěň

P (N_{t1} = k_1; N_{t2} − N_{t1} = k_2; : : : ; N_{tn} − N_{tn−1} = k_n) =

= P (N_{t1} = k_1; N_{t2} = k_1 + k_2; : : : ; N_{tn} = k_1 + : : : + k_n) = = ∑ i p_i(0)p_{ik1} (0; t_1)p_{k1,k1+k2} (t_1; t_2) : : : p_{k1+...+kn−1, k1+...+kn} (t_{n−1}; t_n) = = (m((0; t_1]))^{k1} k_1!

e^{−m((0,t1])} (m((t^1; t^2]))^{k2} k_2!

e^{−m((t1,t2])} : : : (m((t^{n−1}; t^n]))^{kn} k_n! e^{−m((tn−1,tn])} = = n∏ m=1 P (N_{tm} − N_{tm−1} = k_m): (8.10)

Ŕřĺ ćżćőďě (8.10) ňż şůńĺ (8.6) ĺ (8.9). Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ďőłăğăŋă. 2 Ŕşśšĳ m(·) { ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B([0; ∞)) ĺ m([0; ∞)) = ∞. Őąőğŋăůĺň M(t) = m([0; t)); t ¿ 0 ĺ őŕřěďěńĺň őąőąźěŋŋş¿ őąřăšŋş¿ ťşŋłűĺ¿

M^{−1}(t) = inf{u ¿ 0 : M(u) ¿ t}; t ∈ [0; ∞):

Šěőřěňă 8.4. Ŕşśšĳ {N(t); t ¿ 0} { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ś ćěďşźěľ ňěřőľ m(·). Šőčďă ŋěśńşůăľŋőľ ğăňěŋőľ ćřěňěŋĺ őŋ ŕřěćřăźăěšś£ ć ŕřőűěśś {(t) = N(M^{−1}(t)); t ¿ 0}, £ćń£¿źĺľś£ śšăŋďăřšŋżň ŕşăśśőŋőćśłĺň ŕřő-

űěśśőň ś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿ – = 1. Ĺ őąřăšŋő, ŕő ğăďăŋŋőňş śšăŋďăřšŋőňş

ŕşăśśőŋőćśłőňş ŕřőűěśśş {(t); t ¿ 0} ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ – = 1 ĺ ff-łőŋěůŋőľ ňěřě m(·) ŋă B([0; ∞)) śšřőĺšś£ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś N(t) = (M(t)), t ¿ 0, ĺňě¿źĺľ ćěďşźş¿ ňěřş m(·).

2 Śńěďşěš ńĺÿĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő m((s; t]) = M(t)−M(s) ďń£ 0 6 s < t ĺ M(M^{−1}(t)) ≡ t

ŕřĺ t ¿ 0. 2

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł śšăŋďăřšŋżľ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋ ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ.

Šěőřěňă 8.5 (£ćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă). Ŕşśšĳ 1; : : : ; _n; : : : | ŋěğăćĺśĺňżě őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě ćěńĺůĺŋż, š. ě. ĺňě¿źĺě ŕńőšŋőśšĳ

p_{ξi} (x) = { –e^{−λx}; x ¿ 0;

0; x < 0:

(8.11)

Ŕőńőęĺň _0(!) = 0, ă ďń£ t > 0 ŕşśšĳ

t(!) = max { k : ∑ i6k i(!) 6 t } ; (8.12) śůĺšăěň ∑ ? = 0, š. ě. _t(!) = 0, ěśńĺ _1(!) > t. Šőčďă {_t; t ¿ 0} | śšăŋďăřšŋżľ

ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿ –.

Šěőřěňă 8.5 őŕĺśżćăěš, łăł şśšřőěŋż šřăěłšőřĺĺ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă, śň. řĺś. 8.2.

-

6

ξ_1(ω) ξ_2(ω) ξ_3(ω)

} 1- - } 1 ν_t(ω)

0 1 2 3

t - } 1

Řĺś. 8.2

2 Ŕő şśńőćĺ¿ 0(!) = 0. Ŕşśšĳ t > 0. Šőčďă

P (_t = 0) = P (_1 > t) = ∞∫ t –e^{−λx}dx = e^{−λx}:

Őąőğŋăůĺň S_k = _1 + : : : + _k, k ¿ 1. Ŕřĺ k ∈ N ĺňěěň

p_{Sk} (x) =

–(–x)^{k−1} (k − 1)!

e^{−λx}; x ¿ 0;

0; x < 0:

(8.13)

Řăćěŋśšćő (8.13) ¡ńěňěŋšăřŋő ćżćőďĺšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ťőřňşńż śćěřšłĺ. Ŕřĺňěŋĺć (8.13), ŋăţőďĺň ďń£ k ¿ 1

P (_t = k) = P (S_k 6 t; S_{k+1} > t) = P (S_k 6 t; S_k + _{k+1} > t) = = ∫ ∫ u6t_{u+v>t} p_{Sk} (u)p_{ξk+1} (v) du dv = t∫ 0 –(–u)^{k−1} (k − 1)!

e^{−λu}du ∞∫ t−u –e^{−λv}dv =

= e^{−λt} t∫ 0 –(–u)^{k−1} (k − 1)!

du =

(–t)^ke^{−λt} k! : Ŕőłăęěň, ůšő {t; t ¿ 0} ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£ ĺ t−s ∼ ı_{λ(t−s)} ďń£ 0 6 s < t. İšĺ ďćă şšćěřęďěŋĺ£ ŕőśńěďş¿š ĺğ ťőřňşńż

P (_{t1} = k_1; _{t2} − _{t1} = k_2; : : : ; _{tn} − _{tn−1} = k_n) = n∏ j=1 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})) (8.14)

-

6 t

t u v

Řĺś. 8.3

ďń£ ćśěţ n ¿ 2, 0 = t_0 6 t_1 < : : : < t_n ĺ k_1; k_2; : : : ; k_n ¿ 0, čďě

q_k(—) =

—^ke^{−μ} k! ; — > 0; k = 0; 1; : : : ;

0; — < 0; k = 0; 1; : : : ; ‹_{kμ}; — = 0; k = 0; 1; : : : :

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ďőłăğăšĳ (8.14), šő

P (_{t2} − _{t1} = k_2) = ∞∑ k_1=0

P (_{t1} = k_1; _{t2} − _{t1} = k_2) =

= q_{k2} (–(t_2 − t_1)) ∞∑ k_1=0

q_{k1} (–t_1) = q_{k2} (–(t_2 − t_1)):

Ĺšăł, ŕřőćěřĺň (8.14). Őąőğŋăůĺň A śőążšĺě, ťĺčşřĺřş¿źěě ć ńěćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (8.14). Šőčďă A = {_{t1} = k_1; _{t2} = k_1 + k_2; : : : ; _{tn} = k_1 + : : : + k_n}. Ěśńĺ k_1 = : : : k_n = 0, šő P (A) = P (_1 > t_n) = e^{−λtn} = e^{−λt1} e^{−λ(t2−t1)} : : : e^{−λ(tn−tn−1)} ĺ (8.14) ćżŕőńŋěŋő. Ďăńĳŋěľÿěě ďőłăğăšěńĳśšćő ćěďěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ŕşśšĳ ďń£ ŋěłőšőřőčő 2 6 m 6 n k_1 = 0, : : : , k_{m−1} = 0, k_m ¿ 1, k_j ¿ 0, m < j 6 n. Šőčďă

A = {t_{m−1} < _1 6 t_m; S_{km} 6 t_m; S_{km+1} > t_m; : : : ; S_{km+...+kn} 6 t_n; S_{km+...+kn+1} > t_n} ĺ P (A) = E(E(1_A | _1)). Ŕőńĳğş£śĳ (7.13), ĺňěěň

E(1A | 1 = x) = = E1{tm−1 < x 6 tm; x + 2 + : : : + k_m 6 tm; x + 2 + : : : + k_m+1 > tm; : : : ;

x + _2 + : : : + _{km+...+kn} 6 t_n; x + _2 + : : : + _{km+...+kn+1} > t_n} = = 1{t_{m−1} < x 6 t_m} × × P (S_{km−1} 6 t_m − x; S_{km} > t_m − x; : : : ; S_{km+...+kn−1} 6 t_n − x; S_{km+...+kn} > t_n − x): (8.15) Ňż şůńĺ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ _2; _3; : : : řăśŕřěďěńěŋă šăł ęě, łăł _1; _2; : : : (ă śńěďőćăšěńĳŋő, { ~S_k}, čďě ~S_k = _2 + : : : + _{k+1}, řăśŕřěďěńěŋă šăł ęě, łăł {S_k}). Ďăńěě, ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłűĺ¿, ŕőńşůăěň

E(1A | 1 = x) = 1 {t_{m−1}<x6t_m}×

× P (_{tm−x} = k_m − 1; _{tm+1−x} − _{tm−x} = k_{m+1}; : : : ; _{tn−x} − _{tm−1−x} = k_n) =

= 1_{{tm−1<x}6_{tm}}q_{km−1}(–(t_m − x)) n∏ j=m+1 q_{kj} (–[(t_j − x) − (t_{j−1} − x)]): (8.16)

Ć ťőřňşńě (8.16) _{tm−x} ŋě őŕřěďěńěŋő ŕřĺ x > t_m. Őďŋăłő ďń£ šăłĺţ x ŕřăćă£ ůăśšĳ (8.15) řăćŋă ŋşń¿. Ŕő¡šőňş ňż śůĺšăěň, ůšő ŋăńĺůĺě 1_{{tm−1<x}6_{tm}} őąěśŕěůĺćăěš řăśśňőšřěŋĺě šőńĳłő t_{m−1} < x 6 t_m. Šăłĺň őąřăğőň,

P (A) = E1_{{tm−1<ξ1}6_{tm}}q_{km−1}(–(t_m − _1)) n∏ j=m+1 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})) =

= tm∫ t_{m−1} –e^{−λx} (–(t_m − x))^{km−1} (k_m − 1)! e^{−λ(tm−x)}dx n∏ j=m+1 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})) =

= e^{−λtm} (k_m − 1)! – tm∫ t_{m−1} (–(t_m − x))^{km−1}dx n∏ j=m+1 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})) =

= e^{−λt1} e^{−λ(t2−t1)} : : : e^{−λ(tm−tm−1)} (–(t_m − t_{m−1}))^{km} k_m! n∏ j=m+1 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})):

Ĺšăł, (8.14) şśšăŋőćńěŋő ć śńşůăě k_1 = : : : = k_{m−1} = 0, k_m ¿ 1, k_j ¿ 0, m < j 6 n

(2 6 m 6 n). Ŕşśšĳ šěŕěřĳ k1 ¿ 1. Šőčďă ăŋăńőčĺůŋő ćżÿěĺğńőęěŋŋőňş ďń£ 0 6 x 6 t1 ĺňěěň

P (1_A | S_{k1} = x) =

= E1{0 6 x 6 t1; x + k_1+1 > t1; x + k_1+1 + : : : + k_1+k_2 6 t2;

x + _{k1+1} + : : : + _{k1+k2+1} > t_2; : : : ; x + _{k1+1} + : : : + _{k1+...+kn} 6 t_n; x + _{k1+1} + : : : + _{k1+...+kn+1} > t_n} =

= E1{0 6 x 6 t1; 1 > t1 − x; Sk_2 6 t2 − x;

S_{k2+1} > t_2 − x; : : : ; S_{k2+...+kn} 6 t_n − x; S_{k2+...+k1+1} > t_n − x} = = 1{0 6 x 6 t_1}P (_{t1−x} = 0; _{t2−x} = k_2; : : : ; _{tn−x} = k_2 + : : : + k_n) = = 1{0 6 x 6 t_1}P (_{t1−x} = 0; _{t2−x} − _{t1−x} = k_2; : : : ; _{tn−x} − _{tn−1−x} = k_n) =

= 1{0 6 x 6 t_1}e^{−λ(t1−x)} n∏ j=2 q_{kj} (–(t_j − t_{j−1})): (8.17)

Ŕřĺ ŕőńşůěŋĺĺ (8.17) ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ şęě řăśśňőšřěŋŋżň śńşůăěň, łőčďă k_1 = 0. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ć śĺńş (8.13)

E1 {06S_{k1} 6t_1}e^{−λ(t1−Sk}1^) =

t_1∫

0 –(–x)^{k1−1} (k_1 − 1)!

e^{−λx}e^{−λ(t1−x)}dx = = e^{−λt1} t_1∫

0 –(–x)^{k1 −1} (k_1 − 1)!

dx = (–t^1)^{k1} k_1!

e^{−λt1} :

Ĺğ (8.17) ĺ (8.16) ŕőńşůăěň (8.14) ĺ ć śńşůăě k_1 ¿ 1. 2

Ďăńěě ňż śőśřěďőšőůĺňś£ ŋă ĺğşůěŋĺĺ őďŋőřőďŋżţ ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć ŋă T = [0; ∞) (ĺńĺ T = {´k; k = 0; 1; : : : }, ´ > 0), š. ě. šăłĺţ, ůšő ŕřĺ ćśěţ s; t; s + h; t + h ∈ T (0 6 s 6 t), x ∈ X , B ∈ B P (s; x; t; B) = P (s + h; x; t + h; B): (8.18) Ŕőśłőńĳłş ć ¡šőň śńşůăě ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš t − s, šő ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ P (s; x; s + t; B), łăł P (x; t; B), t ∈ T . Ďń£ őďŋőřőďŋőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ŕőńőęĺň p_{ij}(t) = p_{ij} (s; s + t), s; t ∈ T , ĺ ŕşśšĳ P (t) | ňăšřĺűă, śőśšő£źă£ ĺğ p_{ij}(t). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě şřăćŋěŋĺě (8.4) ŕřĺőąřěšăěš ćĺď P (s + t) = P (s)P (t); s; t ∈ T: (8.19) Ĺŋăůě čőćőř£, őďŋőřőďŋă£ ňăřłőćśłă£ űěŕĳ ŕőřőęďăěš śšőţăśšĺůěśłş¿ ŕőńşčřşŕŕş P (t), t ∈ T , š. ě. šăłş¿, ůšő ďń£ ćśěţ i; j ∈ X ĺ t ∈ T p_{ij} (t) ¿ 0; ∑ j p_{ij} (t) = 1; p_{ij}(0) = ‹_{ij} (8.20)

(ŕőśńěďŋěě śćőľśšćő ć (8.20) őğŋăůăěš, ůšő P (0) = I | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă). Ğăňěšĺň, ůšő ĺğşůěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋżţ ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć ňőęěš ążšĳ śćěďěŋő ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ őďŋőřőďŋżţ ğă śůěš řăśÿĺřěŋĺ£ ĺśţőďŋőčő ťăğőćőčő ŕřőśšřăŋśšćă (śň., ŋăŕř., şŕř. 7.25). Ćś¿ďş ďăńěě T = [0; ∞), ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ďń£ ďĺśłřěšŋőčő T őśšăćń£ěň ć łăůěśšćě ¡ńěňěŋšăřŋőčő şŕřăęŋěŋĺ£.

Šěőřěňă 8.6 (¡řčőďĺůěśłă£ šěőřěňă). Ŕşśšĳ ďń£ ŋěłőšőřőčő j0 ∈ X ĺ ŋěłő-

šőřżţ h; ‹ > 0 p_{ij0} (h) ¿ ‹ ∀i ∈ X : (8.21) Šőčďă (łăłőě ąż ŋĺ ążńő ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě) ďń£ ń¿ążţ i; j śşźěśšćşěš lim_{t→∞} p_{ij} (t) = p^∗_j ; (8.22) ŕřĺůěň ďń£ ćśěţ t ¿ 0 |p_{ij} (t) − p^∗_j | 6 (1 − ‹)^{[t/h]}; (8.23) čďě [·] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă.

Ŋăčń£ďŋżľ śňżśń ¡šőčő řěğşńĳšăšă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ğă ąőńĳÿőě ćřěň£ śĺśšěňă, őŕĺśżćăěňă£ ňăřłőćśłőľ űěŕĳ¿, łăł ąż ÀğăążćăěšÁ, őšłşďă śšăřšőćăńă.

2 Őąőğŋăůĺň ďń£ łăęďőčő t ∈ T

m_j(t) = inf_i p_{ij}(t); M_j(t) = sup_i p_{ij} (t):

Őůěćĺďŋő, m_j(t) 6 p_{ij} (t) 6 M_j(t) ŕřĺ ćśěţ i; j ∈ X ĺ t ∈ T . Ŕőłăęěň, ůšő m_j(t) ↗ ĺ M_j (t) ↘ ŕřĺ t → ∞ ĺ ůšő M_j (t) − m_j(t) → 0 ŕřĺ t → ∞. Šőčďă (8.22) ąşďěš şśšăŋőćńěŋő.

Ďń£ s; t ∈ T ĺňěěň, şůĺšżćă£ (8.19), (8.20),

m_j(s + t) = inf_i ∑ k p_{ik}(s)p_{kj} (t) ¿ m_j(t) inf_i ∑ k p_{ik}(s) = m_j(t);

M_j (s + t) = sup_i ∑ k p_{ik}(s)p_{kj} (t) 6 M_j(t) sup_i ∑ k p_{ik}(s) = M_j (t):

Ďăńěě, ďń£ t; h; t − h ∈ T , ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ (8.19), ĺňěěň

M_j(t) − m_j(t) = sup_i p_{ij}(t) + sup_r (−p_{rj} (t)) =

= sup_{i,r} (p_{ij} (t) − p_{rj} (t)) = sup_{i,r} ∑ k (p_{ik}(h) − p_{rk}(h))p_{kj} (t − h) =

= sup_{i,r} {∑ k + (p_{ik}(h) − p_{rk}(h))p_{kj} (t − h) + ∑ k − (p_{ik}(h) − p_{rk}(h))p_{kj} (t − h) } 6 6 sup_{i,r}^{Mj(t − h)^∑_k^+(pik(h) − prk(h)) + mj(t − h)^∑_k^−(pik(h) − prk(h))^}; čďě ∑ k + őąőğŋăůăěš śşňňş ŕő šěň k, ďń£ łőšőřżţ p_{ik}(h) − p_{rk}(h) ¿ 0, ă ∑ k − | ŕő k, šăłĺň ůšő p_{ik}(h) − p_{rk}(h) < 0. Ŕőśłőńĳłş ∑ k p_{ik}(h) = ∑ k p_{rk}(h) = 1, šő ∑ k + (p_{ik}(h) − p_{rk}(h)) + ∑ k − (p_{ik}(h) − p_{rk}(h)) = 0:

Ŕő¡šőňş

M_j (t) − m_j(t) 6 (M_j(t − h) − m_j(t − h)) sup_{i,r}

∑_+ (p_{ik}(h) − p_{rk}(h)):

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ j_0 ŋě ćţőďĺš ć

∑_+

, šő ć śĺńş (8.22) ∑ k + (p_{ik}(h) − p_{rk}(h)) 6 ∑ k + p_{ik}(h) 6 1 − p_{ij0} (h) 6 1 − ‹;

ěśńĺ ęě j_0 ćţőďĺš ć ∑ k +, šő, śŋőćă şůĺšżćă£ (8.22), ŕőńşůăěň ∑ k + (p_{ik}(h) − p_{rk}(h)) 6 ∑ k + p_{ik}(h) − p_{rj0} (h) 6 1 − ‹:

Śńěďőćăšěńĳŋő, M_j (t) − m_j(t) 6 (1 − ‹)(M_j(t − h) − m_j(t − h)): (8.24) Ďěľśšćş£ šăłĺň őąřăğőň [t=h] řăğ ĺ ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő M_j(u) − m_j(u) 6 1, čďě u = t − [t=h]h, śőčńăśŋő (8.24) ŕřĺţőďĺň ł őűěŋłě (8.23). 2

Śńěďśšćĺě 8.7. Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X śŕřăćěďńĺćő (8.22). Šőčďă ďń£ ćśěţ j ∈ X śşźěśšćşěš lim_{t→∞} p_j(t) = p^∗_j ; (8.25) čďě p_j (t) = P (X_t = j), ŕřĺůěň ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (8.21), šő |p_j(t) − p^∗_j | 6 (1 − ‹)^{[t/h]}:

2 Ŕő ťőřňşńě ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ pj (t) =^∑_i pi(0)pij (t). Ŕő¡šőňş ć śĺńş šěőřěňż

Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ ďń£ łăęďőčő j ∈ X p_j (t) − p^∗_j = ∑ i p_i(0)(p_{ij} (t) − p^∗_j ) → 0 ŕřĺ t → ∞:

Ěśńĺ ĺňěěš ňěśšő (8.21), šő

|p_j(t) − p^∗_j | = | | | ∑ i p_i(0)(p_{ij} (t) − p^∗_j ) | | | 6 (1 − ‹)^{[t/h] ∑}_i pi(0) = (1 − ‹)^{[t/h]}: 2

Śńěďśšćĺě 8.8. Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X śŕřăćěďńĺćő (8.22). Šőčďă ŕřĺ łă-

ęďőň t ∈ T p^∗_j = ∑ i p^∗_i p_{ij}(t); (8.26)

š. ě. p^∗ ěśšĳ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ňăšřĺűż P^∗(t) (šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ P (t)).

2 Ć śĺńş (8.25) ďń£ ń¿ąőčő j ∈ X ĺ N ∈ N

p^∗_j = lim_{s→∞} p_j (s + t) = lim_{s→∞} ∑ i p_i(s)p_{ij}(t) ¿ lim_{s→∞} ∑ i6N p_i(s)p_{ij} (t) = ∑ i6N p^∗_i p_{ij}(t):

Ĺšăł, p^∗_j ¿ ∑ i p^∗_i p_{ij} (t). Ďőŕşśšĺň, ůšő

p^∗_j > ∑ i p^∗_i p_{ij}(t) (8.27)

ďń£ ŋěłőšőřżţ j ĺ t ¿ 0. Śőčńăśŋő (8.22) ďń£ ń¿ąőčő N ĺ łăęďőčő i ĺňěěň ∑ j6N p^∗_j = = lim_{t→∞} ∑ j6N p_{ij} (t) 6 1, ŕő¡šőňş ∑ j p^∗_j 6 1: (8.28)

Ĺšăł, ĺğ (8.27) ćżšěłăěš, ůšő ∑ j p^∗_j > ∑ j ∑ i p^∗_i p_{ij}(t) = ∑ i p^∗_i ∑ j p_{ij} (t) = ∑ i p^∗_i :

Ŕřĺÿńĺ ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. 2

Śńěďśšćĺě 8.9. Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X śŕřăćěďńĺćő (8.22). Šőčďă ńĺąő^∑_j p^∗_j = 1,

š. ě. p^∗_j őąřăğş¿š řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ, ŋăğżćăěňőě śšăűĺőŋăřŋżň, ńĺąő ∑ j p^∗_j = 0, š. ě. ćśě p^∗_j = 0.

2 Ěśńĺ^∑_j p^∗j ≠ 0 (ř£ď śţőďĺšś£ śőčńăśŋő (8.28)), šő ćőğĳňěň pi(0) = p^∗i =^∑_j p^∗j ,

i ∈ X , ĺ řăśśňőšřĺň űěŕĳ ś šăłĺň ŋăůăńĳŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň ĺ ğăďăŋŋżňĺ p_{ij}(t), ůšő ćőğňőęŋő ć śĺńş šěőřěňż 8.1. Šőčďă ŕő śńěďśšćĺ¿ 8.8 ďń£ ćśěţ t ĺ j ∈ X

p_j (t) = ∑ i p_i(0)p_{ij} (t) = ∑ i p^∗_i p_{ij} (t) ∑ j p^∗_j = p^∗_j ∑ j p^∗_j

= p_j(0): (8.29)

Śőčńăśŋő (8.25) ĺňěěň p^∗_j = p_j (0). Śńěďőćăšěńĳŋő, ∑ j p^∗_j = 1. 2

Šěřňĺŋ "śšăűĺőŋăřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě" ść£ğăŋ śő śńěďş¿źĺň őąśšő£šěńĳśšćőň. Ŕřőűěśś {X_t; t ∈ T ⊂ R} ŋăğżćăěšś£ śšăűĺőŋăřŋżň (śšřőčő śšăűĺőŋăřŋżň ĺńĺ śšăűĺőŋăřŋżň ć şğłőň śňżśńě), ěśńĺ ďń£ ćśěţ n ∈ N, t_1; : : : ; t_n ∈ T ĺ ćśěţ h ∈ R šăłĺţ, ůšő t_1 + h; : : : ; t_n + h ∈ T ĺňěěň

L(X_{h+t1} ; : : : ; X_{h+tn} ) = L(X_{t1} ; : : : ; X_{tn} ):

Ĺŋăůě čőćőř£, ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőűěśśă ŋě ďőńęŋż ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ śďćĺčăţ (ŋě ćżćőď£źĺţ ĺğ ŕăřăňěšřĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă T ; ¡šő ğăňěůăŋĺě śşźěśšćěŋŋő, ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, T = Z). Śŕřăćěďńĺćă

Šěőřěňă 8.10. Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś X = (Xt; t ¿ 0) ĺňěěš

śšăűĺőŋăřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě {p^∗_j }. Ŕşśšĳ Y = (Y_t; t ¿ 0) { (őďŋőřőďŋżľ) ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ šě ęě ŕěřěţőďŋżě ćěřő£šŋőśšĺ, ůšő X, ĺ ŋăůăńĳŋőě

řăśŕřěďěńěŋĺě {p^∗_j }. Šőčďă Y { śšřőčő śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś.

2 Ŕřőűěśś Y śşźěśšćşěš śőčńăśŋő šěőřěňě 8.1. Ĺğ (8.7), ğăŕĺśăć Y ćňěśšő X,

ŕőńşůĺň ďń£ 0 6 t_1 < : : : < t_n, B_k ⊂ X , k = 1; : : : ; n, n ∈ N

P (Y_{t1} ∈ B_1; : : : ; Y_{tn} ∈ B_n) = ∑ j_1∈B_1

p_{j1} (t_1) ∑ j_2∈B_2

p_{j1j2} (t_1; t_2) : : : ∑ jn∈Bn p_{jn−1 jn} (t_{n−1}; t_n);

ğďěśĳ p_j (t) = P (Y_t = j) = p^∗_j ŕřĺ ćśěţ j ∈ X , t ¿ 0 ć śĺńş (8.29). Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő p_{ij} (s; t) = p_{ij} (t − s) = p_{ij} (s + h; t + h) ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X , 0 6 s 6 t, h ¿ −s. 2 Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ŋě (8.22), ă (8.29), š.ě.

ŋăńĺůĺě šăłőčő ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£, łőšőřőě ŋě ňěŋ£ěšś£ ćő ćřěňěŋĺ (š.ě. P (Xt = j) = P (X0 = j) ďń£ ćśěţ j ∈ X ĺ t ¿ 0). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, čńăćŋş¿ řőńĳ ĺčřăńă ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă.

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ć ść£ğĺ ś ŕşăśśőŋőćśłĺň ŕřőűěśśőň ňż őąśşďĺň ąőńěě ďěšăńĳŋő ¡ńěňěŋšăřŋş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ šőůěůŋőčő śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă ąěğ łřăšŋżţ šőůěł (őąźěě őŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ňěřż ďăŋő ć ďőŕőńŋěŋĺĺ 6, ŕőśńě şŕř. 6.42). Ŕşśšĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ğăďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ fi_k, k ∈ N, šăłĺţ, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă, š.ě. ďń£ ! ∈ ˙_0, čďě P (˙_0) = 1, ĺňěěň

0 < fi_1 < fi_2 < : : : ĺ fi_n → ∞ ŕřĺ n → ∞: (8.30)

Őŕřěďěńĺň šőůěůŋş¿ śńşůăľŋş¿ ňěřş : B(R_+) × ˙ → N_+ = {0; 1; : : : } ∪ {∞}, ŕőńőęĺć

(B; !) = ∞∑ k=1 ‹_{τk(ω)}(B); čďě B ∈ B(R_+); ! ∈ ˙; (8.31)

ğďěśĳ R_+ = [0; ∞), ‹_x { ňěřă Ďĺřăłă. Ŕřĺ łăęďőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň ! ∈ ˙_0, őůěćĺďŋő, (·; !) ěśšĳ űěńőůĺśńěŋŋă£ ňěřă ŋă B(R_+). Şśńőćĺě (8.30) ćńěůěš, ůšő (·; !) ďń£ łăęďőčő ! ∈ ˙_0 £ćń£ěšś£ ňěřőľ Řăďőŋă, š.ě. ňěřőľ, łőŋěůŋőľ ŋă łőňŕăłšŋżţ ŕőďňŋőęěśšćăţ R_+, ă, śńěďőćăšěńĳŋő, (·; !) ěśšĳ ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B(R_+) ďń£ ¡šĺţ !. Şŕř. 8.1. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş (B; ·) ∈ F|A ŕřĺ ń¿ąőň B ∈ B(R+), čďě A { ff-ăńčěąřă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć N_+, š.ě. A śőśšőĺš ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ łőŋěůŋżţ ĺńĺ śůěšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć N_+.

Řăśśňőšřĺň ¡łćĺćăńěŋšŋőě őŕĺśăŋĺě řăśśňăšřĺćăěňőčő šőůěůŋőčő ŕřőűěśśă. Ćżąěřěň ć łăůěśšćě ˙ ňŋőęěśšćő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ! = (t1; t2; : : : ), ďń£ łőšőřżţ 0 < t_1 < t_2 < : : : ĺ t_n → ∞ ŕřĺ n → ∞. Őąőğŋăůĺň {ı_n; n ∈ N} { śěňěľśšćő łőőřďĺŋăšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ˙, š.ě. ı_n(!) = t_n ďń£ ! = (t_1; t_2; : : : ). Ććěďěň ŋă˙ ff-ăńčěąřş F = ff{ı_n; n ∈ N} (śň. ğăňěůăŋĺě 1.3) ĺ őŕřěďěńĺň

(B; !) = ∞∑ k=1 ‹_{tk} (B) ďń£ B ∈ B(R_+); ! ∈ ˙: (8.32)

Ć ¡šőň śńşůăě (·; B) ěśšĳ ňěřă Řăďőŋă ŕřĺ łăęďőň ! ∈ ˙. Ďőśšăšőůŋő ććěśšĺ ňěřş ŋă F, ŕěřěőąőğŋăůĺšĳ ı_n ŋă fi_n, ůšőąż ŕřĺľšĺ ł (8.30).

Ğăňěšĺň, ůšő őŕĺśăŋŋżě łőŋśšřşłűĺĺ ďă¿š śńşůăľŋżě šőůěůŋżě ňěřż ąěğ łřăšŋżţ šőůěł, š.ě. śŕřăćěďńĺćő şśńőćĺě

({t}; !) 6 1 ŕřĺ ćśěţ t ∈ R_+ ĺ ! ∈ ˙_0:

Ććěďěň šőůěůŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś

Y = {Y (t; !) = ((0; t]; !) ŕřĺ t > 0 ĺ Y (0; !) = 0}:

Šőčďă

Y (t; !) = ∞∑ k=1 1_{(0,t]}(fi_k(!)); t > 0: (8.33)

Őůěćĺďŋő, {Y (t) ¿ n} = {fi_n 6 t} ďń£ t ∈ R_+ ĺ n ∈ N_+ = {0; 1; : : : }, ŕő¡šőňş Y (t; ·) ∈ F|A ďń£ łăęďőčő t ∈ R_+.

Şŕř. 8.2. Őŕřěďěńĺň m(B) = E(B; ·) ďń£ ćśěţ B ∈ B(R+). Ąşďěš ńĺ ťşŋłűĺ£ m(·) ňěřőľ ŋă B(R_+)? Ćśŕőňŋĺšě, ůšő ćěďşźă£ ňěřă ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă N(t); t ¿ 0, ŕőńşůăńăśĳ ĺňěŋŋő šăłĺň őąřăğőň (m((s; t]) = E(N(t)−N(s)), 0 6 s < t < ∞).

Şŕř. 8.3. (śřăćŋĺšě ś šěőřěňőľ Ď6.10). Ďőłăęĺšě, ůšő šőůěůŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś (8.33) £ćń£ěšś£ ŕşăśśőŋőćśłĺň, ěśńĺ Y ĺňěěš ŋěğăćĺśĺňżě ŕřĺřăźěŋĺ£, ĺ Y śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćěŋ ŋă R_+ (śň. (2.35)).

Şŕř. 8.4. Ŕő šěőřěňě 7.7 (šőůŋěě, ěě ăŋăńőčş ďń£ T = N) ćěńĺůĺŋż fik = 1+: : :+k,

k ∈ N őąřăğş¿š űěŕĳ Ňăřłőćă, łăł śşňňż ŋěğăćĺśĺňżţ śńăčăěňżţ. Ąşďěš ńĺ ňăř-

łőćśłĺň ŕřőűěśś (8.33), ěśńĺ {fi_k; k ∈ N} { ŕřőĺğćőńĳŋă£ űěŕĳ Ňăřłőćă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ¿ (8.30)?

Şŕř. 8.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śšăŋďăřšŋőčő ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă ś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿ – > 0 ĺňěěň N(t)=t → – ŕ.ŋ. ŕřĺ t → ∞.

Şŕř. 8.6. [ŕăřăďőłś ćřěňěŋĺ őęĺďăŋĺ£] Ŕşśšĳ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś {t; t ¿ 0} őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ (8.12). Ŋăľďĺšě ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň t > 0 řăśŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż “_t = ∑_{νt+1} j=1 _j − t, š.ě. ćěńĺůĺŋż "ŕěřěśłőłă" ğă şřőćěŋĳ ŋăłăŕńĺćă¿źĺţś£ ůăśšŋżţ śşňň S_k = ∑_k j=1 _j, k ∈ N. Řěğşńĳšăš ¡šőľ ğăďăůĺ ĺňěěš ń¿- ąőŕżšŋş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿. Ŕşśšĳ _j { ¡šő śńşůăľŋżě ĺŋšěřćăńż ňěęďş ćřěňěŋăňĺ ŕřĺţőďă ăćšőąşśőć ŋă ďăŋŋş¿ őśšăŋőćłş. Śŕřăÿĺćăěšś£, śłőńĳłő ćřěňěŋĺ Ćż ąşďěšě ęďăšĳ ŕő£ćńěŋĺ£ ąńĺęăľÿěčő ăćšőąşśă, ěśńĺ őłăğăńĺśĳ ŋă őśšăŋőćłě ć ňőňěŋš t?

Şŕř. 8.7. (ŕřőďőńęěŋĺě şŕřăęŋěŋĺ£ 8.6). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő t > 0 ćěńĺůĺŋż “_t; _{νt+2}; _{νt+3}; : : : őąřăğş¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő řăśŕřěďěńěŋŋżţ ś ŕăřăňěšřőň – śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ.

Šěőřěňă 8.4 ďěńăěš ěśšěśšćěŋŋżň őŕřěďěńěŋĺě őŕřěďěńěŋĺě ďćăęďż śšőţăśšĺůěśłőčő ŕřőűěśśă (ĺńĺ ŕřőűěśśă Łőłśă). Ŕşśšĳ ~(t; !) { śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś ŋă (˙; F; P ), ĺňě¿źĺľ ŋěşążćă¿źĺě šřăěłšőřĺĺ (ŕşśšĳ ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă ĺ ĺňě¿źĺľ ŕřěďěń śńěćă ć łăęďőľ šőůłě t > 0, ć ŋşńě { šőńĳłő ŕřěďěń śŕřăćă). Ŕşśšĳ ŋă šőň ęě ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěńěŋ śšăŋďăřšŋżľ ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ – = 1. Ććěďěň ŕřőűěśś Łőłśă Z(t; !) = _{~(t,ω)}(!).

Şŕř. 8.8. Ąşďěš ńĺ ŕřőűěśś Łőłśă ňăřłőćśłĺň? Őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś ďřőąőćőčő ÿşňă

X(t; !) = ∞∑ k=1 ffi(t − fi_k(!)); t ¿ 0; (8.34)

čďě őčřăŋĺůěŋŋă£ ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£ ffi : R → R ťĺŋĺšŋă, śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż fi_k (k ∈ N) şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ (8.30) (šőčďă ř£ď (8.34) śţőďĺšś£ ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 ŋă ňŋőęěśšćě ˙_0).

Şŕř. 8.9. Ŋăľďĺšě łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕřőűěśśă (8.34). Ďőśšăšőůŋő ńĺ ďń£ śţőďĺňőśšĺ ř£ďă (8.34) ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ffi ążńă ĺŋšěčřĺřşěňă ŕő Ńěąěčş?

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőśšěľÿş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ňăřłĺřőćăŋŋőčő šőůěůŋőčő ŕřőűěśśă. Ŕşśšĳ łřőňě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ fik; k ∈ N, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ (8.30), ŋă šőň ęě (˙; F; P ) ĺňěěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ”_k; k ∈ N. Ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăľŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ fi_k śšřăţőćă£ łőňŕăŋĺ£ ćżŕńăůĺćăěš ŋěłőšőřş¿ śńşůăľŋş¿ śşňňş ”_k, š.ě. ňőňěŋš fi_k őšňěůěŋ ("ňăřłĺřőćăŋ") ćěńĺůĺŋőľ ”_k. Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿

—(C; !) = ∞∑ k=1 ‹_{(τk(ω),ηk(ω))}(C); C ∈ B(R_+) × B(R); ! ∈ ˙:

Śőčńăśŋő (8.31) ĺňěěň (B; !) = —(B × R; !). Ććěďěň śůĺšă¿źş¿ ťşŋłűĺ¿

Y (t; D; !) = —((0; t] × D; !); t ¿ 0; D ∈ B(R):

Šőčďă

Y (t; D; !) = { 0; ěśńĺ ! ∈ {Y (t) = 0}; ∑_∞ k=1 1_{fi_k 6 t; ”_k ∈ D}(!); ěśńĺ ! ∈ {Y (t) ¿ 1};

čďě Y (t) őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ (8.33). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ,

Y (t; D) = { 0 ŋă {Y (t) = 0}; ∑_{Y (t)} k=1 1_D(”_k) ŋă {Y (t) ¿ 1}:

(8.35)

Şŕř. 8.10. Ŋăřĺśşľšě čřăťĺł šřăěłšőřĺĺ Y (t; D), t ¿ 0, ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň D ∈ B(R).

Şŕř. 8.11. Ŕşśšĳ Y (t); t ¿ 0 { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś ś ćěďşźěľ ňěřőľ m. Ŕşśšĳ

{”_k}_{k∈}N { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ś L(”_k) = Q. Ćőğĳňěň D ∈ B(R) šăłőě, ůšő Q(D) > 0. Ďőłăęĺšě, ůšő "ŕřőřěęěŋŋżľ ŕřőűěśś" Y (t; D), t ¿ 0, őŕřěďěńěŋŋżľ ťőřňşńőľ (8.35), £ćń£ěšś£ ŕşăśśőŋőćśłĺň ś ćěďşźěľ ňěřőľ m(·)Q(D).

Šěŕěřĳ ňż őąřăšĺňś£ ł ĺğńőęěŋĺ¿ ŋăůăń őůěŋĳ ćăęŋőľ šěőřĺĺ ŕőńşčřşŕŕ őŕěřăšőřőć, šěśŋő ść£ğăŋŋőľ ś ĺğşůěŋĺěň ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć. Śěňěľśšćő őŕěřăšőřőć {T_t; t ¿ 0}, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B (ś ŋőřňőľ ‖ · ‖) ŋăğżćăěšś£ ŕőńşčřşŕŕőľ, ěśńĺ T_0 = I ĺ T_{s+t} = T_sT_t ďń£ ćśěţ s; t ¿ 0: (8.36) Ŕőńşčřşŕŕă ŋăğżćăěšś£ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ, ěśńĺ sup_t ¿0 ‖T_t‖ 6 M < ∞: (8.37)

Ďń£ őŕěřăšőřă L : B → B ěčő ŋőřňă ‖L‖ = sup{‖Lf‖=‖f‖; f ∈ B; f ≠ 0} (8.38) (őďŋő ĺ šő ęě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŋőřňż őŕřăšőřă ĺ ŋőřňż ¡ńěňěŋšă B ŋě ćżğőćěš ŋěďőřăğşňěŋĺľ, š.ł. łăęďżľ řăğ £śŋő, ő łăłőň őąžěłšě ĺďěš řěůĳ). Ŕőńşčřşŕŕă (T_t)_t¿_0 ŋăğżćăěšś£ śęĺňă¿źěľ, ěśńĺ M = 1 ć (8.37), š.ě. ‖T_tf‖ 6 ‖f‖ ďń£ ćśěţ f ∈ B

ĺ t ¿ 0.

Şŕř. 8.12. Ŕşśšĳ P (x; t; B) { ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőřőďŋőčő ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă (X_t; t ¿ 0), śň. (7.19). Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă

(T_tf)(x) = ∫ X f(y)P (x; t; dy) (8.39)

ğăďăěš śęĺňă¿źş¿ ŕőńşčřşŕŕş ŋă ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B(X ; R), ććěďěŋŋőň ŕěřěď şŕř. 6.15.

Ğăňěšĺň, ůšő (8.39) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ šăłęě ć ćĺďě (T_tf)(x) = E_xf(X_t); (8.40)

čďě Ex ŕőďůěřłĺćăěš, ůšő L(X0) = ‹x. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś (Xt; t ¿ 0)

ŋăůĺŋăěšś£ ć ňőňěŋš t = 0 ĺğ šőůłĺ x ∈ X .

Ŕőńşčřşŕŕă (T_t)_t¿_0 ŋăğżćăěšś£ śĺńĳŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ć ŋşńě, ĺńĺ C_0-ŕőńşčřşŕŕőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő f ∈ B s − lim_{t→0+} T_tf = f; (8.41) čďě s − lim őąőğŋăůăěš ŕřěďěń ŕő ŋőřňě ć B, š.ě. ‖T_tf − f‖ → 0 ŕřĺ t → 0+.

Şŕř. 8.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ řăćŋőňěřŋő ŕő x ∈ X lim_{t→0+} P (x; t; B) = ‹_x(B) ŕřĺ łăęďőň B ∈ B; (8.42)

čďě ‹_x { ňěřă Ďĺřăłă, šő ťőřňşńă (8.39) ğăďăěš C_0-ŕőńşčřşŕŕş ŋă B(X ; R).

Ć ść£ğĺ ś (8.39) ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŋă B(X ; R) ďěľśšćşěš C_0-ŕőńşčřşŕŕă śęăšĺľ (T_t)_t¿_0, šő ťşŋłűĺ£ Q(x; t; B) := (T_t1_B)(x); x ∈ X ; t ¿ 0; B ∈ B; (8.43) ćőőąźě čőćőř£, ŋě őą£ğăŋă ążšĳ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ őďŋőřőďŋőčő ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă, š.ě. ŋě őą£ğăŋă őąńăďăšĳ ćśěňĺ śćőľśšćăňĺ 1’) { 4’) ŋă ś. ??.

Şŕř. 8.14. Ŕşśšĳ ŕőńşčřşŕŕă (Tt)t¿0 őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ (8.39) ŕő ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ (7.18) m-ňěřŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Ŕőłăęĺšě, ůšő ¡šă ŕőńşčřşŕŕă ŋě ąşďěš łńăśśă C_0 ŋă ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B(R^m; R). Ć šő ęě ćřěň£ ŕřőćěřĳšě, ůšő P (x; t; V_ε(x)) = 1 − o(t); ŕřĺ t → 0+;

čďě V_ε(x) { őšłřżšżľ ÿăř (ć ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłě) řăďĺşśă " ś űěŋšřőň ć šőůłě

x ∈ R^m.

Şŕř. 8.15. Ŕşśšĳ (Tt)t¿0 { śęĺňă¿źă£ ŕőńşčřşŕŕă ŋă B ĺ B0 śőśšőĺš ĺğ šěţ f, ďń£ łőšőřżţ T_tf £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺěľ, ŋěŕřěřżćŋőľ śŕřăćă ć šőůłě t = 0. Ŕőłăęĺšě, ůšő T_tf řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă [0; ∞) ďń£ łăęďőčő f ∈ B_0. Ŕřőćěřĳšě, ůšő B_0 £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň (ğăňłŋşšżň ńĺŋěľŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň) ĺ T_tB_0 ⊂ B_0 ďń£ ń¿ąőčő t ¿ 0.

Şŕř. 8.16. (śň. [?, ś. ??]) Ŕşśšĳ Q { űěŋšřĺřőćăŋŋă£ čăşśśőćśłă£ ňěřă ŋă R^n, š.ě. řăśŕřěďěńěŋĺě čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň. Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă

(T_tf)(x) = ∫ R^n f(e^{−t}x + (1 − e^{−2t})^{1/2}y)Q(dy); x ∈ R^n; t ¿ 0; (8.44)

ğăďăěš ŋă ŕřőśšřăŋśšćě L^p(R^n; B(R^n); Q) ŕřĺ łăęďőň p ¿ 1 śęĺňă¿źş¿ C_0-ŕőńşčřşŕŕş, ŋăğżćăěňş¿ ŕőńşčřşŕŕőľ Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă.

Čěŋěřăšőř A (ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋżľ őŕěřăšőř) ŕőńşčřşŕŕż (T_t)_t¿_0 őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

Af = s − lim_{t→0+}

T_tf − f t (8.45)

ŋă šěţ ¡ńěňěŋšăţ f, ďń£ łőšőřżţ şłăğăŋŋżľ ŕřěďěń śşźěśšćşěš. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ D_A őŕěřăšőřă A ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ňŋőčőőąřăğĺě (ěśńĺ f_1; f_2 ∈ D_A, šő ¸f_1 + ˛f_2 ∈ D_A ŕřĺ ń¿ążţ ¸; ˛ ∈ R). Ĺŋăůě čőćőř£,

Af = d^+ dt (T_tf)|_{t=0} ďń£ f ∈ D_A: (8.46)

Ŕřĺňěř Ď8.17. Ŕşśšĳ A { čěŋěřăšőř ŕőńşčřşŕŕż, ććěďěŋŋőľ ć şŕřăęŋěŋĺĺ 8.14. Őąőğŋăůĺň C_{b,u}(R^m) łńăśś őčřăŋĺůěŋŋżţ, řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă R^m ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ

@^2f @x_k@x_j

∈ C_{b,u}(R^m); k; j = 1; : : : ; m: (8.47)

Ďőłăęěň, ůšő ďń£ šăłĺţ f (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć şŕř. 8.14 ťĺčşřĺřş¿š őčřăŋĺůěŋŋżě ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ, ŕő¡šőňş ĺśŕőńĳğşěňżě f ąşďşš őčřăŋĺůěŋż ĺ ŋěŕřěřżćŋż)

Af = 1 2 ´f; (8.48)

čďě ´ { őŕěřăšőř Ńăŕńăśă.

2 Őąőğŋăůĺň ‖ · ‖ ěćłńĺďőćş ŋőřňş ć R^m. Ďń£ t > 0 ĺ řăśśňăšřĺćăěňżţ f ĺňěěň 1 t (T_tf(x) − f(x)) = 1 t [ 1 (2ıt)^{m/2} ∫ R^m f(y)e^{−‖y−x‖2/(2t)}dy − f(x) ] =

= 1 t(2ı)^{m/2} ∫ R^m

(f(x + z √ t) − f(x))e^{−‖z‖2/2}dz:

Ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă

f(x + z √ t) = f(x) + m∑ k=1 z_k √ t @f(x) @x_k + 1 2 m∑ k,j=1 z_kz_jt

@^2f(x + „z √ t) @x_k@x_j

; (8.49)

čďě „ = „(x; z √ t) ∈ R, |„| 6 1. Şůĺšżćă£, ůšő ∫ Rg(u)du = 0, ěśńĺ g { ŋěůěšŋă£

ĺŋšěčřĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£, ŕőńşůĺň

|t^{−1}(T_tf(x) − f(x)) − (1=2)´f(x)| 6

6^∫R_m^1_{(2ı)m/2}^{m∑}_{k,j=1}^|^{@2f(x + „z√t)}_{@xk@xj} −^{@2f(x)}_{@xk@xj}^|e^{−‖z‖2/2}|zk||zj|dz =: I(x; t): (8.50)

Ĺğ (8.47) ćżšěłăěš, ůšő ĺŋšěčřăń I(x; t) ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (8.50) śşźěśšćşěš ŕřĺ ćśěţ x ∈ R^m, t > 0. Řăğőąĳěň I(x; t) ŋă ĺŋšěčřăń I_r(x; t), ąěřşźĺľś£ ŕő ÿăřş B_r = {‖z‖ 6 r} ĺ ĺŋšěčřăń J_r(x; t) { ŕő ňŋőęěśšćş {‖z‖ > r}. Ć śĺńş őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ćšőřżţ ŕřőĺğćőďŋżţ f ďń£ ń¿ąőčő " ŋăľďěšś£ r(") > 0 šăłőě, ůšő J_r(x; t) < "=2 ŕřĺ ćśěţ x ∈ R^m ĺ t > 0. Şůĺšżćă£ (8.47) ĺ šő, ůšő ‖z √ t‖ 6 r^√t ďń£ z ∈ Br, ŕőńşůĺň

I_r(x; t) < "=2 ŕřĺ ćśěţ x ∈ R^m ĺ 0 < t < t_0("). 2

Ŋăŕőňŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżě ťăłšż őą ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ ťşŋłűĺľ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ g őŕřěďěńěŋă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ t ∈ R ĺ ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ ć ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B, šő ěě ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőůłě t ŋăğżćăěšś£ (ěśńĺ śşźěśšćşěš)

s − lim_{h→0}(g(t + h) − g(t))=h:

Ďń£ ťşŋłűĺĺ g : [a; b] → B, ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [a; b] (ć łőŋűăţ őšřěğłă { őďŋőśšőřőŋŋ££ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ), ă śńěďőćăšěńĳŋő, řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [a; b], śşźěśšćşěš ∫_b a g(t)dt, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěšś£ šăłęě, łăł ĺŋšěčřăń Řĺňăŋă ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ, šőńĳłő ŕřěďěń ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň ŕőŋĺňăěšś£ łăł ŕřěďěń ŕő ŋőřňě ć B. Šăł ŕőśšřőěŋŋżľ ĺŋšěčřăń őąńăďăěš śćőľśšćőň ńĺŋěľŋőśšĺ. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śřăğş ćżšěłăěš ŋěřăćěŋśšćő ‖ ‖ ‖ ∫_b a g(t)dt ‖ ‖ ‖ 6^{∫ b}_a ‖g(t)‖dt (8.51)

(ŋőřňă ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ ěśšĳ, őůěćĺďŋő, ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£). Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ěśńĺ ťşŋłűĺ£ g ŋěŕřěřżćŋă ŋă [a + h; b + h], šő ∫_b a g(t + h)dt = ∫_{b+h} a+h g(t)dt: (8.52)

Ěśńĺ dg=dt { ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă [a; b] (ć łőŋűăţ { őďŋőśšőřőŋŋ££ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ), šő ∫_b a dg dt dt = g(b) − g(a): (8.53)

İšő šřĺćĺăńĳŋő ćżšěłăěš ĺğ őűěŋłĺ ‖g(u) − g(v)‖ 6 sup_{t∈[v,u]} ‖dg=dt‖(u − v) ďń£ ćśěţ

a 6 v < u 6 b (ŕő£śŋĺšě, ŕőęăńşľśšă). Ěśńĺ g { ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă ć šőůłě u ∈ R,

šő śşźěśšćşěš

s − lim_{h→0+} 1 h ∫_{u+h} u g(t)dt = g(u): (8.54)

Şŕř. 8.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťşŋłűĺ£ g : [a; b] → B ĺ ŋěŕřěřżćŋă ŋă [a; b], ă L { őčřăŋĺůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă B, šő L (∫_b a g(t)dt ) = ∫_b a Lg(t)dt: (8.55)

Şŕř. 8.19. Ŕşśšĳ (Tt)t¿0 { śęĺňă¿źă£ C0-ŕőńşčřşŕŕă ś čěŋěřăšőřőň A. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f ∈ D_A, šő ťşŋłűĺ£ T_tf ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć łăęďőľ šőůłě t ¿ 0 (ŕřĺ t = 0 ďĺťťěřěŋűĺřşěňă śŕřăćă), ŕřĺůěň

T_tf ∈ D_A; (8.56)

dT_tf dt = AT_tf = T_tAf; (8.57)

T_tf − f = ∫_t 0 T_sAfds: (8.58)

Şŕř. 8.20. Ďőłăęĺšě, ůšő čěŋěřăšőř A C0-ŕőńşčřşŕŕż (Tt)t¿0 ğăňłŋşš š.ě. ěčő

čřăťĺł (ňŋőęěśšćő {(f; Af); f ∈ D_A}) ğăňłŋşš ć B × B. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ f_n ∈ D_A ĺ f_n → f, Af_n → g ŕřĺ n → ∞ (śţőďĺňőśšĳ ŕő ŋőřňě ć B), šő f ∈ D_A ĺ Af = g.

Şŕř. 8.21. Ďőłăęĺšě, ůšő B0 = [DA], čďě B0 őŕřěďěńěŋő ć şŕřăęŋěŋĺĺ 8.14, ğďěśĳ A { čěŋěřăšőř śęĺňă¿źěľ ŕőńşčřşŕŕż (T_t)_t¿_0, ă [·] őąőğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě ňŋőęěśšćă ć B. Ć ůăśšŋőśšĺ, D_A ŕńőšŋő ć B ďń£ čěŋěřăšőřă śęĺňă¿źěľ C_0-ŕőńşčřşŕŕż (T_t)_t¿_0.

Şŕř. 8.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ m > 1 őŕěřăšőř Ńăŕńăśă ŋě £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ M ťşŋłűĺľ f : R^m → R, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ (8.47). Ŕő¡šőňş şŕř. 8.20 ĺ ŕřĺňěř Ď8.17 ŕőłăğżćă¿š, ůšő D_A ć ¡šőň ŕřĺňěřě śšřőčő ÿĺřě, ůěň M. Şŕř. 8.23. Ŋăľďĺšě DA ďń£ ŕőńşčřşŕŕż, ććěďěŋŋőľ ć şŕř. 8.14 ŕřĺ m = 1. Ĺğćěśšŋő (śň., ŋăŕř., [?]), ůšő ěśńĺ ĺňěěšś£ ğăňłŋşšżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř L, ďń£ łőšőřőčő D_L = B, šő L őčřăŋĺůěŋ. Ğăňěšĺň, ůšő ć ŕřĺňěřě Ď8.17 őŕěřăšőř A ŋě £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň ŋă ňŋőęěśšćě ťşŋłűĺľ, şďőćńěšćőř£¿źĺţ (8.47), ă ğŋăůĺš őŋ ŋěőčřăŋĺůěŋ.

Ğŋăůĺšěńĳŋżľ ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš śńěďş¿źěě şŕřăęŋěŋĺě. Şŕř. 8.24. Ďń£ ń¿ąőčő őčřăŋĺůěŋŋőčő őŕěřăšőřă L ŋă ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B śşźěśšćşěš C0-ŕőńşčřşŕŕă, ĺňě¿źă£ L śćőĺň čěŋěřăšőřőň. Ă ĺňěŋŋő, ŕřőćěřĳšě, ůšő ťőřňşńă

T_t = e^{tL}; t ¿ 0; (8.59)

čďě e^{tL} := ∑_∞ n=0(tL)^n=n! (¡šőš ř£ď ďăěš őčřăŋĺůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0, ŕőśłőńĳłş ∑_∞ n=0 ‖tL‖^n=n! < ∞) ğăďăěš ĺśłőňş¿ ŕőńşčřşŕŕş, łőšőřă£ ąşďěš šăłęě şďőćńěšćőř£šĳ şśńőćĺ¿

‖T_t‖ 6 e^{α|t|}; t ¿ 0; (8.60)

čďě ¸ = ‖L‖.

Ğďěśĳ ęě, ć ść£ğĺ ś şŕř. 8.19 ĺ 8.24 śťőřňşńĺřşěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Şŕř. 8.25. Ěśńĺ A { čěŋěřăšőř (ŋěőą£ğăšěńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋżľ) ŕőńşčřşŕŕż (Tt)t¿0, šő ďń£ łăęďőčő f ∈ D_A ťşŋłűĺ£ T_tf ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě z(t) şřăćŋěŋĺ£

dz(t) dt = Az(t);

şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ ‖z(t)‖ 6 ce^{αt} ŕřĺ ŋěłőšőřżţ c; ¸ > 0 ĺ ćśěţ t > 0, ĺ şśńőćĺ¿ ‖z(t) − f‖ → 0 ŕřĺ t → 0+.

Ěśńĺ A { ŋěőčřăŋĺůěŋŋżľ ğăňłŋşšżľ őŕěřăšőř ŋă DA ⊂ B (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, D_A ≠ B), šő ćőŕřőś, £ćń£ěšś£ ńĺ őŋ čěŋěřăšőřőň ŋěłőšőřőľ C_0-ŕőńşčřşŕŕż (ć ůăśšŋőśšĺ, C_0-ŕőńşčřşŕŕż śęăšĺľ) ğŋăůĺšěńĳŋő śńőęŋěě. Ğďěśĳ ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřăěš ŕőŋ£šĺě řěğőńĳćěŋšż.

Ŕşśšĳ (T_t)_t¿_0 { śęĺňă¿źă£ ŕőńşčřşŕŕă ŋă ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Śěňěľśšćő őŕěřăšőřőć

R_λg := ∫_∞ 0 e^{−λt}T_tgdt; čďě g ∈ B; – > 0; (8.61)

ŋăğżćăěšś£ řěğőńĳćěŋšőľ ŕőńşčřşŕŕż. Ĺŋšěčřăń ć (8.61) őŕřěďěń£ěšś£ łăł ŕřěďěń (ŕő ŋőřňě) ĺŋšěčřăńőć őš 0 ďő u ŕřĺ u → ∞. Ĺŋăůě čőćőř£, R_λg { ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńăŕńăśă (ŋěŕřěřżćŋőľ) ťşŋłűĺĺ T_tg. Ĺğ (8.61) śřăğş ćżšěłăěš, ůšő

‖R_λ‖ 6 1=– ďń£ – > 0: (8.62)

Şŕř. 8.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő g ∈ B

s − lim_{λ→∞} –R_λg = g: (8.63)

Šěőřěňă Ď8.27. Ŕşśšĳ (Tt)t¿0 { śęĺňă¿źă£ ŕőńşčřşŕŕă ś čěŋěřăšőřőň A. Šő-

čďă ďń£ łăęďőčő – > 0 ĺňěěň

R_λ : B → D_A; (8.64)

(–I − A) : D_A → B; (8.65)

ğďěśĳ I { šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř, ŕřĺůěň

R_λ = (–I − A)^{−1}: (8.66)

2 Ŕřőćěřĺň (8.64). Ŕőńĳğş£śĳ (8.55), (8.52) ĺ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ĺŋšěčřăńă, ćĺďĺň,

ůšő ďń£ g ∈ B ĺ – > 0 1 t (T_t − I)R_λg = 1 t (T_t − I) ∫_∞ 0 e^{−λs}T_sgds = 1 t ∫_∞ 0 e^{−λs}(T_{t+s}g − T_sg)ds = = 1 t { e^{λt} ∫_∞ t e^{−λu}T_ugdu − ∫_∞ 0 e^{−λs}T_sgds } = = − 1 t e^{λt} ∫_t 0 e^{−λu}T_ugdu + 1 t (e^{λt} − 1) ∫_∞ 0 e^{−λs}T_sgds = = − 1 t e^{λt} ∫_t 0 e^{−λu}T_ugdu + 1 t (e^{λt} − 1)R_λg:

Ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş ŕřĺ t → 0+, ć śĺńş (8.54), ŕőńşůăěň

AR_λg = −g + –R_λg: (8.67)

Šăłĺň őąřăğőň, (8.64) şśšăŋőćńěŋő. Śőőšŋőÿěŋĺě (8.67) őğŋăůăěš, ůšő ďń£ g ∈ B ĺ – > 0 şřăćŋěŋĺě

–f − Af = g (8.68)

ĺňěěš řěÿěŋĺě f = Rλg. Ďőŕşśšĺň, ůšő (8.68) ĺňěěš řěÿěŋĺ£ f1 ĺ f2. Šőčďă v = f_1 − f_2 ∈ D_A ĺ –v − Av = 0. Śőčńăśŋő (8.57)

dT_tv dt = T_tAv = –T_tv:

Ŕő¡šőňş, ĺśŕőńĳğş£ ăŋăńőč ťőřňşńż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ŕőńşůăěň d dt (e^{−λt}T_tv) = 0: (8.69)

Ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ (őąž£śŋĺšě), ůšő (8.69) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő

e^{−λt}T_tv = x ∈ B ŕřĺ ćśěţ t ¿ 0:

Ćğ£ć t → 0+, ŕőńşůăěň, ůšő x = v. Şůĺšżćă£, ůšő (T_t)_t¿_0 { śęĺňă¿źă£ ŕőńşčřşŕŕă (ďőśšăšőůŋő ćżŕőńŋěŋĺ£ (8.37) ĺńĺ şśńőćĺ£ (8.60) ś ŋěłőšőřżň ¸ > 0, ŋő šőčďă ć šěőřěňě Ď8.27 śńěďşěš řăśśňăšřĺćăšĳ – > ¸), ćĺďĺň, ůšő

0 6 ‖v‖ = e^{−λt}‖Ttv‖ 6 e^{−λt}‖v‖ ŕřĺ t → ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, v = 0 ĺ, ğŋăůĺš, şřăćŋěŋĺě (8.68) ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě f = R_λg ŕřĺ ń¿ąőň – > 0 ĺ g ∈ B. Šăłĺň őąřăğőň, –I − A ěśšĳ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě DA ŋă B ĺ śŕřăćěďńĺćő (8.66). 2

Śńěďśšćĺě Ď8.28. Ŕşśšĳ (Tt)t¿0 ĺ (St)t¿0 { ďćě C0-ŕőńşčřşŕŕż śęĺňă¿źĺţ őŕě-

řăšőřőć ŋă B. Ěśńĺ ¡šĺ ŕőńşčřşŕŕż ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě čěŋěřăšőř, šő T_t = S_t ďń£ ćśěţ t ¿ 0.

2 Ĺğ šěőřěňż Ď8.27 ćżšěłăěš, ůšő ş ŕőńşčřşŕŕ (Tt)t¿0 ĺ (St)t¿0 śőćŕăďă¿š řě-

ğőńĳćěŋšż ć śĺńş (8.66). Ćőğĳňěň ťşŋłűĺőŋăń F ∈ B^∗. Šőčďă, şůĺšżćă£ (8.55), ďń£ ń¿ąőčő g ∈ B ĺ – > 0 ∫_∞ 0 e^{−λt}F (T_tg − S_tg)dt = 0:

Ŕő¡šőňş T_tg = S_tg ďń£ t ¿ 0, g ∈ B. Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńăŕńăśă ěśšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě, őŕřěďěńěŋŋőě ŋă łńăśśě őčřăŋĺůěŋŋżţ, ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă [0; ∞) ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ (śň., ŋăŕř., [?]). 2

İšő śńěďśšćĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő őčřăŋĺůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř L ňőęěš ążšĳ čěŋěřăšőřőň ŕőńşčřşŕŕż šőńĳłő ćĺďă (8.59).

Šěőřěňă Ď8.29 (Ţĺńńě { Ĺőśĺďă). Ŕşśšĳ B { ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ A {

ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ś őąńăśšĳ¿ őŕřěďěńěŋĺ£ D_A ⊂ B. Őŕěřăšőř A £ćń£ěšś£ čěŋěřăšőřőň śęĺňă¿źěľ C_0-ŕőńşčřşŕŕż ŋă B šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őďŋőćřěňěŋŋő ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£.

1. [D_A] = B (D_A ŕńőšŋő ć B).

2. Ďń£ ń¿ąőčő g ∈ B ĺ ń¿ąőčő – > 0 şřăćŋěŋĺě –f − Af = g ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě f ∈ D_A.

3. Ďń£ ¡šőčő řěÿěŋĺ£ f śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ‖f‖ 6 ‖g‖=–.

Ńěłűĺ£ 9. Śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă. Ťőřňşńż İřńăŋčă

Şśńőćĺě śšăŋďăřšŋőśšĺ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ. Ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋă£ ňăšřĺűă Q śšőţăśšĺůěśłőľ ŕőńşčřşŕŕż P (t), t ¿ 0. Őąřăšŋă£ ĺ ŕř£ňă£ śĺśšěňż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă. Śšăűĺőŋăřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě łăł śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ňăšřĺűă Q^T. Ťőřňşńż İřńăŋčă. Ňőďěńĳ śĺśšěňż ňăśśőćőčő őąśńşęĺćăŋĺ£, ŕřĺćőď£źă£ ł ¡šĺň ťőřňşńăň. Łő¡ťťĺűĺěŋš ğăčřşğłĺ ĺ ćěřő- £šŋőśšĳ ŕőšěřĺ šřěąőćăŋĺ£ ć śšăűĺőŋăřŋőň řěęĺňě.

Śŋăůăńă ňż ŕőńşůĺň ŋěłőšőřżě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£, łőšőřżň şďőćńěšćőř£¿š ŕěřěţőďŋżě ćěřő£šŋőśšĺ őďŋőřőďŋőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ, ğăďăŋŋőľ ŋă [0; ∞), ă ğăšěň őąśşďĺň ŕřĺńőęěŋĺ£ ¡šĺţ ĺ řăŋěě şśšăŋőćńěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć.

Őďŋőřőďŋă£ űěŕĳ Ňăřłőćă {X_t; t ¿ 0} (ĺńĺ ŕőřőęďěŋŋă£ ě¿ ŕőńşčřşŕŕă P (t) = (p_{ij} (t))) ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋőľ, ěśńĺ P (t) → I ŕřĺ t → 0+, š. ě. ďń£ ćśěţ i; j ∈ X

lim_{t→0+} p_{ij} (t) = ‹_{ij}: (9.1)

Ńěňňă 9.1. Ďń£ ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ őďŋőřőďŋőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ {Xt; t ¿ 0}

ŕřĺ ćśěţ i; j ∈ X ĺ ń¿ążţ t; h ¿ 0 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

|p_{ij} (t + h) − p_{ij} (t)| 6 1 − p_{ii}(h):

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ űěŕĳ śšăŋďăřšŋă, šő ďń£ łăęďżţ i; j ∈ X ťşŋłűĺ£ p_{ij} (t) řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă [0; ∞).

2 Ĺňěěň

p_{ij} (t + h) − p_{ij} (t) = ∑ k p_{ik}(h)p_{kj} (t) − p_{ij} (t) = p_{ij} (t)(p_{ii}(h) − 1) + + ∑ k≠i p_{ik}(h)p_{kj} (t) 6 ∑ k≠i p_{ik}(h) = 1 − p_{ii}(h)

Łřőňě šőčő, p_{ij}(t + h) − p_{ij} (t) ¿ p_{ij}(t)(p_{ii}(h) − 1) ¿ p_{ii}(h) − 1. 2

Šěőřěňă 9.2. Ěśńĺ P (t), t ¿ 0, | śšăŋďăřšŋă£ śšőţăśšĺůěśłă£ ŕőńşčřşŕŕă,

šő śşźěśšćşěš

d^+P (t) dt | | | t=0 = Q; (9.2)

š. ě. śşźěśšćş¿š ŕřăćżě ŕřőĺğćőďŋżě ć ŋşńě ş ćśěţ p_{ij} (t):

q_{ij} = d^+p_{ij} (t) dt | | | |_{t=0} : (9.3)

Ŕřĺ ¡šőň

0 6 qij < ∞ ďń£ i ≠ j ĺ qi = −qii ∈ [0; ∞]: (9.4)

Ňăšřĺűă Q ŋăğżćăěšś£ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋőľ.

2 Ťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋőě i ∈ X . Ć śĺńş (9.1) ŋăľďěšś£ ‹ > 0 šăłőě, ůšő

p_{ii}(h) > 0 ŕřĺ h ∈ [0; ‹]. Ďń£ t > 0, ŕřĺňěŋ££ (8.4), ŕőńşůĺň, ůšő p_{ii}(t) ¿ (p_{ii}(t=n))^n,

n ∈ N. Ćğ£ć n = n(t; ‹) šăł, ůšőąż t=n < ‹, ćĺďĺň, ůšő pii(t) > 0 ďń£ ćśěţ t ¿ 0.

Ŕő¡šőňş ŋă [0; ∞) őŕřěďěńěŋă ťşŋłűĺ£ H(t) = − log p_{ii}(t) (ąěřěšś£ ŋăšşřăńĳŋżľ ńőčăřĺťň). Ğăňěšĺň, ůšő

H(s + t) 6 H(s) + H(t) ďń£ s; t ∈ [0; ∞); (9.5)

ŕőśłőńĳłş p_{ii}(s + t) ¿ p_{ii}(s)p_{ii}(t) ć śĺńş (8.19) ďń£ s; t ¿ 0. Ŕőńőęĺň

q = sup_t ¿0 H(t)=t: (9.6)

Őůěćĺďŋő, q ∈ [0; ∞]. Řăśśňőšřĺň őšďěńĳŋő ďćă śńşůă£.

1. Ŕşśšĳ q < ∞. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăľďěšś£ t0 = t0(") > 0, šăłőě, ůšő H(t_0)=t_0 ¿ q − ". Ďń£ h ∈ (0; t_0) ğăŕĺÿěň t_0 = nh + ´, čďě n = [t_0=h], 0 6 ´ < h, [·] { űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă. Ŕőńĳğş£śĳ (9.5), ŕőńşůăěň

q − " 6 H(t_0)=t_0 6 (nH(h) + H(´))=t_0 = H(h) h · nh t_0 + H (´) t_0

: (9.7)

Ć śĺńş (9.1) H(´) → 0 ŕřĺ ´ → 0 (´ → 0, ěśńĺ h → 0+). Ŕő¡šőňş

q − " 6 lim inf_{h→0+} H(h)=h: (9.8)

Ĺğ (9.6) ćżšěłăěš, ůšő lim sup_{h→0+} H(h)=h 6 q. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš lim_{h→0+} H(h)=h = q. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

q = lim_{h→0+}

H(h) h = lim_{h→0+}

− log(1 − (1 − p_{ii}(h))) h = lim_{h→0+}

1 − p_{ii}(h) h : (9.9)

2. Ŕşśšĳ q = ∞. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő M > 0 ŋăľďěšś£ t0 = t0(M) > 0 šăłőě, ůšő H(t_0)=t_0 ¿ M. Ďěľśšćş£ šőůŋő šăłęě, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě (9.8), ŕőńşůăěň, ůšő

lim inf

h→0+ H(h)=h ¿ M:

Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćşěš lim_{h→0+} H(h)=h = ∞. Őśšăěšś£ śŋőćă şůěśšĳ (9.9).

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ pij (t) ŕřĺ i ≠ j. Őąőğŋăůĺň f^{(k)}_{ij} (h) şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i ć i řőćŋő ğă k ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčőć ďńĺŋż h (ĺ ŋě ğă ňěŋĳÿěě ůĺśńő ÿăčőć), ŋő šăł, ůšőąż ŕřĺ ¡šőň ŋĺ řăğş ŋě ŕőążćăšĳ ć śőśšő£ŋĺĺ j ć ňőňěŋšż ćĺďă mh, čďě m = 1; : : : ; k. Ďń£ n ¿ 2 ĺňěěň

p_{ij}(nh) ¿ n−1∑ k=1 f^{(k)}_{ij} (h)p_{ij} ((n − k)h): (9.10)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şůĺšżćă£ ğăňěůăŋĺě 8.2, ŕőńşůăěň

p_{ij}(nh) = P (X_{nh} = j|X_0 = i) = ∑ j_1,... ,j_{n−1}∈X P (X_{nh} = j; X_{(n−1)h} = j_{n−1}; : : : ; X_h = j_1|X_0 = i) ¿

¿^{n−1∑}_{k=1}^∑_{Jk}^∑_{jk+1,... ,jn−1∈X} P (Xnh = j; X(n−1)h = jn−1; : : : ; X(k+1)h = jk+1|Xkh = i) ×

× P (X_{kh} = i; X_{(k−1)h} = j_{k−1}; : : : ; X_h = j_1|X_0 = i);

čďě J_k = {(j_1; : : : ; j_{k−1}) : j_m =∈ {i; j}; m = 1; : : : ; k − 1}. Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ć śĺńş (8.2) 1 P (X_0 = i)

P (X_{nh} = j; X_{(n−1)h} = j_{n−1}; : : : ; X_{kh} = i; : : : ; X_h = j_1; X_0 = i) = = 1 P (X_0 = i)

P (X_{nh} = j; X_{(n−1)h} = j_{n−1}; : : : ; X_{(k+1)h} = j_{k+1}|X_{kh} = i; : : : ; X_0 = i)× × · P (X_{kh} = i; : : : ; X_0 = i) = = P (X_{nh} = j; X_{(n−1)h} = j_{n−1}; : : : ; X_{(k+1)h} = j_{k+1}|X_{kh} = i)·P (X_{kh} = i; : : : ; X_h = j_1|X_0 = i): Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ∑ j_{k+1},... ,j_{n−1} P (X_{nh} = j; X_{(n−1)h} = j_{n−1}; : : : ; X_{(k+1)h} = j_{k+1}|X_{kh} = i) = p_{ij} ((n − k)h); ∑ J_k P (X_{kh} = i; : : : ; X_h = j_1|X_0 = i) = f^{(k)}_{ij} (h):

Őąőğŋăůĺň p^{(k)}_{ij} (h) şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i ć śőśšő£ŋĺě j řőćŋő ğă k ÿăčőć ďńĺŋż h (ĺ ŋě ğă ňěŋĳÿěě ůĺśńő ÿăčőć). Šőčďă, ăŋăńőčĺůŋő (9.10) ŕőńşůăěň ďń£ k ¿ 1 ( ∑ ∅ = 0)

p_{ii}(kh) = f^{(k)}_{ij} (h) + k−1∑ m=1 p^{(m)}_{ij} (h)p_{ji}((k − m)h): (9.11)

Őůěćĺďŋő, ∑_{k−1} m=1 p^{(m)}_{ij} (h) 6 1, ŕő¡šőňş

f^{(k)}_{ij} (h) ¿ p_{ii}(kh) − max_16_m6_{k−1} p_{ji}((k − m)h) (ňăłśĺňşň ŕő ŕşśšőňş ňŋőęěśšćş śůĺšăěň řăćŋżň ŋşń¿). Ć śĺńş (9.1) ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăţőďĺň t_0 = t_0("; i; j) > 0 šăłőě, ůšő p_{ji}(t) 6 "; p_{ii}(t) ¿ 1 − "; p_{jj} (t) ¿ 1 − " ŕřĺ t ∈ [0; t_0]: (9.12) Šőčďă f^{(k)}_{ij} (h) ¿ 1 − 2" ŕřĺ nh 6 t_0 ĺ k = 1; : : : ; n − 1: (9.13) Ğăňěůă£, ůšő p_{ij} ((n − k)h) ¿ p_{ij} (h)p_{jj} ((n − k − 1)h) ŕřĺ k = 1; : : : ; n − 1 ĺ n ¿ 2, ĺğ (9.10) { (9.13) ĺňěěň

p_{ij} (nh) ¿ (1 − 2")p_{ij} (h) n−1∑ k=1 p_{jj}((n − k − 1)h) ¿ (1 − 2")(1 − ")(n − 2)p_{ij} (h):

Ćğ£ć n = [t_0=h], ĺ şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ p_{ij} (t) (ńěňňă 9.1), ŕőńşůĺň ∞ > p_{ij} (t_0) t_0 ¿

(1 − 2")(1 − ") lim sup_{h→0+} p_{ij} (h) h :

Šěŕěřĳ, şśšřěňĺć t_0 ł ŋşń¿, ćĺďĺň, ůšő lim inf t→0+ p_{ij} (t)

t ¿ (1 − 2")(1 − ") lim sup_{h→0+}^{pij(h)}_h :

Ŕőśłőńĳłş " > 0 ćżąĺřăńőśĳ ń¿ążň, ğăłń¿ůăěň, ůšő śşźěśšćşěš łőŋěůŋżľ lim_{t→0+} p_{ij} (t)=t. 2 Ďń£ ń¿ąőčő N ∈ N ĺ t > 0, şůĺšżćă£, ůšő ∑ j p_{ij} (t) = 1, ŕőńşůăěň ∑ j6N_{j≠i} p_{ij} (t)

t 6^{1 − pii(t)}_t :

Ć śĺńş (9.3) ĺňěěň ∑ j≠i j6N q_{ij} 6 q_i, ă śńěďőćăšěńĳŋő, ∑ j≠i q_{ij} 6 q_i; (9.14)

ŕřĺ q_i = ∞ şšćěřęďěŋĺě (9.14) šřĺćĺăńĳŋő.

Űěŕĳ ŋăğżćăěšś£ łőŋśěřćăšĺćŋőľ, ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋőľ ňăšřĺűż Q łőŋěůŋż ĺ ŕřĺ ¡šőň ďń£ ń¿ąőčő i ∑ j≠i q_{ij} = q_i: (9.15)

Šăł, śőčńăśŋő (8.8) ďń£ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă ś ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿ –

Q = −– – 0

−– –

... ... 0 ;

ĺ (9.15) śŕřăćěďńĺćő.

Šěőřěňă 9.3 (őąřăšŋă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă). Ŕşśšĳ őď-

ŋőřőďŋă£ űěŕĳ Ňăřłőćă łőŋśěřćăšĺćŋă. Šőčďă ďń£ ćśěţ t > 0 P^′(t) = QP (t); (9.16) š. ě. ŕřĺ ń¿ążţ i; j ∈ X ĺ t > 0 śşźěśšćş¿š p^′_{ij} (t), ŕřĺůěň p^′_{ij} (t) = ∑ k q_{ik}p_{kj} (t): (9.17)

Ć śĺńş (9.2) ĺ ŕőśłőńĳłş p_{ij} (0) = ‹_{ij}, şřăćŋěŋĺě (9.17) ąşďěš ćěřŋő ĺ ŕřĺ t = 0, ěśńĺ ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕőŋĺňăšĳ łăł ŕřăćş¿.

2 Ďń£ t ¿ 0, h > 0 ĺ i; j ∈ X ŕőńőęĺň

L_{ij}(h; t) = 1 h ∑ k≠i p_{ik}(h)p_{kj} (t):

Šőčďă p_{ij} (t + h) − p_{ij} (t) h = p_{ii}(h) − 1 h p_{ij} (t) + L_{ij} (h; t): (9.18) Ŕřĺ ń¿ąőň N ∈ N ć śĺńş (9.3) lim_{h→0+} L_{ij} (h; t) ¿ lim_{h→0+} ∑ k≠i k6N p_{ik}(h) h p_{kj} (t) = ∑ k≠i k6N q_{ik}p_{kj} (t):

Śńěďőćăšěńĳŋő, lim_{h→0+} L_{ij}(h; t) ¿ ∑ k≠i q_{ik}p_{kj} (t): (9.19)

Ŕřĺ N > i, şůĺšżćă£, ůšő p_{kj} (t) 6 1 ĺ ∑ k p_{ik}(h) = 1, ďń£ ćśěţ i; j ∈ X ĺ t ¿ 0, h > 0 ŕőńşůĺň

L_{ij} (h; t) 6 ∑ k≠i k6N p_{ik}(h) h p_{kj} (t) + 1 h ∑ k>N p_{ik}(h) = = ∑ k≠i k6N p_{ik}(h) h p_{kj} (t) + 1 h ( 1 − p_{ii}(h) − ∑ k6N_{k≠i} p_{ik}(h) ) :

Ŕő¡šőňş lim_{h→0+} L_{ij}(h; t) 6 ∑ k≠i k6N q_{ik}p_{kj} (t) − q_{ii} − ∑ k6N_{k≠i} q_{ik}:

Śńěďőćăšěńĳŋő, lim_{h→0+} L_{ij} (h; t) 6 ∑ k≠i q_{ik}p_{kj} (t) + q_i − ∑ k≠i q_{ik} = ∑ k≠i q_{ik}p_{kj} (t) (9.20)

ć śĺńş şśńőćĺ£ (9.15). Ĺğ (9.19) ĺ (9.20) ćżšěłăěš (9.17) ďń£ ŕřăćőľ ŕřőĺğćőďŋőľ.

Ďń£ t > 0 śńşůăľ h < 0 ć ńěćőľ ůăśšĺ (9.18), šőůŋěě, h ∈ [−t; 0), řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő (şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň). 2

Šěőřěňă 9.4 (ŕř£ňă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă). Ŕşśšĳ ďń£ ŕě-

řěţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ P (t), t ¿ 0, őďŋőřőďŋőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ śşźěśšćşěš ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋă£ ňăšřĺűă Q ś łőŋěůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ q_{ij}, ŕřĺůěň ďń£ ćśěţ i ≠ j p_{ij} (h) = q_{ij}h + ¸_{ij} (h); (9.21) čďě řăćŋőňěřŋő ŕő i ¸_{ij}(h)=h → 0 ŕřĺ h → 0 + : (9.22) Šőčďă ďń£ t > 0 śşźěśšćşěš P^′(t) (śşźěśšćş¿š ćśě p^′_{ij} (t)) ĺ P^′(t) = P (t)Q; (9.23) š. ě. ďń£ ćśěţ i; j ∈ X ĺ t > 0 p^′_{ij}(t) = ∑ k p_{ik}(t)q_{kj}: (9.24)

2 Ŕşśšĳ t ¿ 0, h > 0 ĺ i; j ∈ X . Šőčďă

p_{ij} (t + h) − p_{ij} (t) h = p_{ij} (t)p^{jj}

(h) − 1 h + 1 h ∑ k≠j p_{ik}(t)p_{kj} (h): (9.25)

Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň j ć śĺńş (9.21) ŋăţőďĺň h_0("; j) > 0, šăłőě ůšő |¸_{kj}(h)|=h < " ŕřĺ ćśěţ k ĺ 0 < h < h_0("; j), ŕő¡šőňş | | | ∑ k≠j p_{ik}(t)

¸_{kj}(h) h | | | 6 "^∑_{k≠j} pik(t) 6 ": (9.26)

Ĺğ (9.21), (9.26) ĺ šőčő, ůšő 1 h ∑ k≠j p_{ik}(t)p_{kj} (h) 6 p_{ij} (t + h)

h 6^1_h, ğăłń¿ůăěň, ůšő ďń£

łăęďőčő t ¿ 0 ĺ i ∈ X śţőďĺšś£ ř£ď ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (9.24). Śőćěřÿĺć ć (9.25) ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŕřĺ h → 0+, ŕőńşůĺň, ůšő (9.23) śŕřăćěďńĺćő ďń£ ŕřăćőľ ŕřőĺğćőďŋőľ.

Śńşůăľ h < 0 ć ńěćőľ ůăśšĺ (9.25) řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő (ŕřőćěďĺšě śőőšćěšśšćş¿źĺě řăśśşęďěŋĺ£). 2

Ğăňěůăŋĺě 9.5. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ X łőŋěůŋő ĺ ňăšřĺűă P (t) śšăŋďăřšŋă, šő śŕřăćěďńĺćż őąě śĺśšěňż Łőńňőčőřőćă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ń¿ążţ i; j ∈ X , t > 0 1 t ∑ j≠i p_{ij} (t) = 1 − p_{ii} t ; ĺ ěśńĺ ůĺśńő śőśšő£ŋĺľ łőŋěůŋő, šő šěőěřňă 9.2 őąěśŕěůĺćăěš łőŋśěřćăšĺćŋőśšĳ. Ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋő (9.21), ă şśńőćĺě (9.22), őůěćĺďŋő, ĺňěěš ňěśšő, š.ł. i ŕřĺŋăďńěęĺš ŋěłőšőřőňş ňŋőęěśšćş X .

Ŋăğćăŋĺ£ őąřăšŋă£ ĺ ŕř£ňă£ śĺśšěňż ść£ğăŋż ś ŕőńőęěŋĺěň ňăšřĺűż Q ć (9.16) ĺ (9.23) (ÀśğăďĺÁ ĺńĺ ÀśŕěřěďĺÁ).

Śńěďśšćĺě 9.6. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 9.4, ĺ ŕşśšĳ ďń£ ćśěţ i; j ∈ X

śşźěśšćşěš

lim_{t→∞} p_{ij} (t) = p^∗_j (9.27)

(ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćżŕőńŋěŋĺ£ şśńőćĺľ šěőřěňż 8.6). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő j ∑ k p^∗_kq_{kj} = 0; (9.28)

š. ě. p^∗ | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ňăšřĺűż QT (QT őąőğŋăůăěš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ňăšřĺűş Q), őšćěůă¿źĺľ ŋşńěćőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿.

2 Ŕőćšőř££ řăśśşęďěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 9.4, ćĺďĺň,

ůšő ďń£ łăęďőčő j śţőďĺšś£ ř£ď ∑ k p_k(t)q_{kj}, čďě p_k(t) = P (X_t = k), ŕřĺůěň ŕřĺ ń¿ąőň ŋăůăńĳŋőň řăśŕřěďěńěŋĺĺ śşźěśšćşěš

p^′_j (t) = ∑ k p_k(t)q_{kj}: (9.29)

Ěśńĺ ∑ j p^∗_j = 0, š. ě. ćśě p^∗_j = 0, šő (9.28), őůěćĺďŋő, ćżŕőńŋěŋő. Ěśńĺ ∑ j p^∗_j ≠ 0,

šő ćőğĳňěň ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě p_i(0) = p^∗_i , i ∈ X (śň. śńěďśšćĺě 8.9). Šőčďă p_j(t) = p^∗_j śőčńăśŋő (8.29). Śńěďőćăšěńĳŋő, p^′_j (t) = 0, ĺ ĺğ (9.29) ćżšěłăěš (9.28). 2

˚¯ˇ̆ýı?

r r r r r r r r r r r

´ı_? ´ı_?´ı_?˚ ¯ˇ̆^y ˚¯ˇ̆^{y0 1λh+o(h)}1−λt+o(h)^{kk−1 k+1kμh+o(h) λh+o(h)}1−(λ+kμ)h+o(h)^{nn−1}1−nμh+o(h)^{nμh+o(h)}_{Řĺś. 9.1} Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ňőďěńĳ (ěě ŕřőĺśţőęďěŋĺě őąž£śŋĺň ŕőğďŋěě), ć łőšőřőľ X = {0; 1; : : : ; n}, ă ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďőć pij(h) ŕřĺ h → 0+ ĺňě¿š ćĺď, şłăğăŋŋżľ ŋă řĺś. 9.1. Šăłĺň őąřăğőň, ćőğňőęŋż ŕěřěţőďż šőńĳłő ŋă őďĺŋ ÿăč ćŕřăćő ĺńĺ ćńěćő, ă šăłęě ďőŕşśłăěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ őśšăćăšĳś£ ŋă ňěśšě; ć Àłőŋűěćżţ šőůłăţÁ 0 ĺ n ćőğňőęŋż ŕěřěţőďż śőőšćěšśšćěŋŋő ĺğ 0 ć 1 ĺ ĺğ n ć n − 1, ŕřĺ ¡šőň šăłęě řăğřěÿăěšś£ őśšăćăšĳś£ ŋă ňěśšě (– ĺ — | ŕőńőęĺšěńĳŋżě ŕăřăňěšřż). Šőůŋěě čőćőř£, ŕşśšĳ ćśě őśšăńĳŋżě p_{ij}(h) = o(h) ŕřĺ h → 0+. Šőčďă ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš ćĺď

Q =

−λ λ 0 μ −(λ+μ) λ 2μ −(λ+2μ) λ ... ... ... kμ −(λ+kμ) λ ... ... ... (n−1)μ −(λ+(n−1)μ) λ 0 nμ −nμ Ŕőłăęěň, ůšő ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 8.6. Ćőğĳňěň j_0 = n. Ďń£ ń¿ąőčő i = 0; : : : ; n

p_{in}(nt) ¿ p_{i,i+1}(t)p_{i+1,i+2}(t) : : : p_{n−1,n}(t)p_{nn}(nt − (n − i)t) ¿

¿ pi,i+1(t)pi+1,i+2(t) : : : pn−1,n(t)(pnn(t))^i:

Ŋăţőďĺň t_0 > 0, šăłőě ůšő p_{k−1,k}(t) = –t + o(t) > 0, k = 1; : : : ; n (o(·) ğăćĺśĺš őš k) ĺ p_{nn}(t) > 1=2 ŕřĺ 0 < t 6 t_0. Ćżąřăć h = t_0=n, ŕőńşůăěň, ůšő śŕřăćěďńĺćő (8.21). Ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 9.5 ćżŕőńŋěŋż őąě śĺśšěňż Łőńňőčőřőćă, ŕřĺ ¡šőň, őůěćĺďŋő, ∑ j p^∗_j = 1, š. ł. X łőŋěůŋő ( ∑ j p_{ij} (t) = 1 ĺ ćěřŋő (9.27)). Ĺšăł, ŋăľďěň śšăűĺőŋăřŋőě

řăśŕřěďěńěŋĺě p^∗, ŕőńĳğş£śĳ śńěďśšćĺěň 9.6. Řěÿăěň śĺśšěňş QT~p = 0: −λ μ 0 λ −(λ+μ) 2μ ... ... ... λ −(λ+kμ) (k+1)μ ... ... ... λ −(λ+(n−1)μ) nμ 0 λ −nμ

p_0 p_1 . . p_n

= ~0:

Łő ćšőřőľ śšřőłě ňăšřĺűż QT ďőąăćń£ěň ŕěřćş¿, : : : , ł k-ľ | ćśě ŕřěďżďşźĺě śšřőłĺ ( 2 6 k 6 n − 1). Ŕőńşůĺň

−– — 0 −– 2— ... ...

−– n—

0 – −n—

~p = ~0:

Šăłĺň őąřăğőň,

−–p_k + —(k + 1)p_{k+1} = 0; k = 0; : : : ; n − 1:

Śńěďőćăšěńĳŋő, p_{k+1} = ȷp_k=(k + 1), čďě ȷ = –=—. Őšś¿ďă ĺňěěň p_k = ȷ^k k! p_0, ă š. ł. ďń£

řěÿěŋĺ£ ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě^n ∑ k=0 p_k = 1, šő p_0 = (_n∑ k=0 ȷ^k=k! )_{−1} ĺ őłőŋůăšěńĳŋő

p^∗_k = ȷ^k=k! n∑ j=0 ȷ^j=j!

; k = 0; 1; : : : ; n: (9.30)

Ťőřňşńż (9.30) ŋăğżćă¿šś£ ťőřňşńăňĺ İřńăŋčă.

Šěŕěřĳ ňż őąž£śŋĺň, łăł ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš řăśśňőšřěŋŋă£ ćżÿě ňőďěńĳ ś ŕěřěţőďŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ, şłăğăŋŋżňĺ ŋă řĺś. 9.1.

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěłőšőřă£ Àśĺśšěňă ňăśśőćőčő őąśńşęĺćăŋĺ£Á (ŚŇŐ), śőśšő£źă£ ĺğ n őďĺŋăłőćżţ ŕřĺąőřőć. Ŕşśšĳ ć ¡šş śĺśšěňş ŕőśšşŕăěš ŕőšőł ğă£ćőł ŋă őąśńşęĺćăŋĺě. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ğă£ćłĺ őąřăğş¿š ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕőšőł, š. ě. šřěąőćăŋĺ£ ŋă őąśńşęĺćăŋĺě ŕő£ćń£¿šś£ ć ňőňěŋšż _1, _1+_2, : : : , čďě {_k} őŕĺśżćăěš ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś, śň. řĺś. 8.2. Ć łăęďżľ ĺğ šăłĺţ ňőňěŋšőć ŕőśšşŕăěš őďŋő šřěąőćăŋĺě. Řăśśňőšřĺň Àśĺśšěňş ś őšłăğăňĺÁ, š. ě. ěśńĺ ćśě ŕřĺąőřż ğăŋ£šż őąśńşęĺćăŋĺěň ŕőśšşŕĺćÿĺţ řăŋěě ğă£ćőł, šő šřěąőćăŋĺě ŕőłĺďăěš śĺśšěňş (ÀőšłăğÁ). Šăł ążćăěš, ŋăŕřĺňěř, łőčďă šěńěťőŋŋă£ ńĺŋĺ£ ğăŋ£šă. Ěśńĺ ĺňěěšś£ śćőąőďŋżľ ŕřĺąőř, šő ŕőśšşŕĺćÿěě šřěąőćăŋĺě ňčŋőćěŋŋő ŋăůĺŋăěš őąśńşęĺćăšĳś£ (ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ řăğńĺůŋżě ďĺśűĺŕńĺŋż őąśńşęĺćăŋĺ£, ňż ¡šőčő ŋě ďěńăěň ďń£ ŕřőśšőšż ĺ ŕřĺ ¡šőň śůĺšăěň ŋěśşźěśšćěŋŋżň, ŋă łăłőľ ĺğ śćőąőďŋżţ őďĺŋăłőćżţ ŕřĺąőřőć ŕőŕăďěš ŋă őąśńşęĺćăŋĺě ğă£ćłă, łăęďżľ ŕřĺąőř őąśńşęĺćăěš šőńĳłő őďŋş ğă£ćłş). Ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ć ňőňěŋš t | ¡šő ůĺśńő X_t ğăŋ£šżţ ŕřĺąőřőć. Śńěďşěš şšőůŋĺšĳ šăłęě ţăřăłšěř őąśńşęĺćăŋĺ£. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćřěň£ őąśńşęĺćăŋĺ£ łăęďőčő šřěąőćăŋĺ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő řăśŕřěďěńěŋŋş¿ ćěńĺůĺŋş ” ś ŕăřăňěšřőň — > 0. Łřőňě šőčő, ŕşśšĳ łăęďőě šřěąőćăŋĺě őąśńşęĺćăěšś£ ŋěğăćĺśĺňő őš ďřşčĺţ ĺ ŕşśšĳ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż, őŕĺśżćă¿źĺě ďńĺšěńĳŋőśšĺ őąśńşęĺćăŋĺ£, ŋě ğăćĺś£š őš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {_k}, ğăďă¿źěľ ŕőšőł šřěąőćăŋĺľ.

Őążůŋő ŚŇŐ őąőğŋăůă¿š a|b|c, čďě śĺňćőń a şłăğżćăěš řăśŕřěďěńěŋĺě ćěńĺůĺŋ _k (ŕő-ŕřěęŋěňş, ćřěňěŋă ŕřĺţőďă ğă£ćőł fi_k = _1 + : : : + _k, čďě _k, k ∈ N { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż), b őąőğŋăůăěš řăśŕřěďěńěŋĺě ďńĺšěńĳŋőśšĺ őąśńşęĺćăŋĺ£ (ćśě ďńĺšěńĳŋőśšĺ { ŋ.ő.ř. ćěńĺůĺŋż, ŋě ğăćĺś£źĺě őš {_k}), c { łőńĺůěśšćő ŕřĺąőřőć. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ šřăďĺűĺőŋŋő ĺśŕőńĳğşěšś£ ąşłćă M. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăňĺ řăśśňăšřĺćăěšś£ śĺśšěňă M|M|n. Ğăŕĺśĳ G|G|c şłăğżćăńă ąż, ůšő ŋě ďěńăěšś£ śŕěűĺăńĳŋżţ ŕřěďŕőńőęěŋĺľ őą ĺśŕőńĳğşěňżţ řăśŕřěďěńěŋĺ£ţ ("G" { general). Ćőğňőęŋż šăłęě ďăńĳŋěľÿĺě őąőąźěŋĺ£, ŋăŕřĺňěř, řăśśňőšřěŋĺě čřşŕŕőćżţ ğă£ćőł, łőčďă ć ňőňěŋš fi_k ŕřĺţőďĺš ŋě őďŋő šřěąőćăŋĺě ĺ š.ď. (śň., ŋăŕř., [?]).

Ěśńĺ {_t; t ¿ 0} | ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś, ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő {_k}, ĺ śőążšĺě A_m(t; t + h) | ŕőśšşŕńěŋĺě ŋă ŕřőňěęşšłě (t; t + h] řőćŋő m šřěąőćăŋĺľ, šő

P (A_m(t; t + h)) = P (_{t+h} − _t = m) =

(–h)^m m! e^{−λh}; m = 0; 1; : : :

Ŕő¡šőňş

P (A_0(t; t + h)) = e^{−λh} = 1 − –h + o(h) ŕřĺ h → 0+; P (A_1(t; t + h)) = –he^{−λh} = –h + o(h) ŕřĺ h → 0+; P ( ⋃ m¿2 A_m(t; t + h) ) = 1 − e^{−λh} − –he^{−λh} = o(h) ŕřĺ h → 0 + :

(9.31)

Ďń£ ćřěňěŋĺ őąśńşęĺćăŋĺ£ ” ŕńőšŋőśšĳ

p_η(x) = { —e^{−μx}; x ¿ 0;

0; x < 0;

(9.32)

ğŋăůĺš, ďń£ x; y ¿ 0

P (” > x + y | ” > y) = ∞∫ x+y p_η(z) dz ∞∫ y p_η(z) dz = e^{−λ(x+y)} e^{−λy} = e^{−λx} = P (” > x): (9.33)

Šěň śăňżň ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő řăąőšă¿źĺľ ŕřĺąőř ŕřőřăąőšăěš ěźě ćřěň£ x, ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, śłőńĳłő ¡šőš ŕřĺąőř şęě ŕřőřăąőšăń (ć łńăśśě řăśŕřěďěńěŋĺľ, őąńăďă¿źĺţ ŕńőšŋőśšĳ¿, ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň, şďőćńěšćőř£¿źĺň şśńőćĺ¿ (9.33)). Ğăňěšĺň, ůšő

p_h = P (” < h) = 1 − e^{−μh} = —h + o(h) ŕřĺ h → 0 + :

Łăęďżľ ŕřĺąőř řăąőšăěš ŋěğăćĺśĺňő őš ďřşčĺţ. Ŕő¡šőňş ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ĺğ k řăąőšă¿źĺţ ć ňőňěŋš t ŕřĺąőřőć řőćŋő l ğăłőŋůăš ¡šş řăąőšş ğă ćřěň£ h, ěśšĳ C^l_kp^l_h(1 − p_h)^{k−l} (śţěňă Ąěřŋşńńĺ). Śńěďőćăšěńĳŋő, őąőğŋăůĺć B_{k,l}(t; t + h) śőążšĺě Àĺğ k řăąőšă¿źĺţ ŕřĺąőřőć l ğăłőŋůăš řăąőšş ŋă ŕřőňěęşšłě ćřěňěŋĺ (t; t + h]Á, ŕőńşůĺň

P (B_{k,1}(t; t + h)) = k(1 − e^{−μh})e^{−μh(k−1)} = = k(—h + o(h))(1 − (k − 1)—h + o(h)) = k—h + o(h); h → 0+; P ( ⋃ l¿2 B_{k,l}(t; t + h) ) = 1 − (1 − k—h) − k—h + o(h) = o(h); h → 0 + :

(9.34)

Śőążšĺě C_{ij}(t; t + h), śőśšő£źěě ć šőň, ůšő śĺśšěňă őśşźěśšćĺńă ŕěřěţőď ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i ć śőśšő£ŋĺě j ŋă ŕřőňěęşšłě (t; t + h], ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć śńěďş¿źěň ćĺďě (őŕşśłă£ ć ğăŕĺśĺ (t; t + h]). Ěśńĺ 1 6 i 6 n − 1, šő

C_{i,i+r} = A_rB_{i,0} ∪ A_{r+1}B_{i,1} ∪ : : : ∪ A_{r+i}B_{i,i} ďń£ r = 1; : : : ; n − i; C_{i,i−r} = A_0B_{i,r} ∪ A_1B_{i,r+1} ∪ : : : ∪ A_{i−r}B_{i,i} ďń£ r = 1; : : : ; i:

Ŋăŕĺśăć ăŋăńőčĺůŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ C_{0,k} ĺ C_{n,k}, k = 0; 1; : : : ; n, ćőśŕőńĳğşěňś£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ¿ śőążšĺľ {A_q} ĺ {B_{m,k}}. Ŋăłőŋěű, ŕřĺňěŋĺć (9.31) ĺ (9.34), ŕřĺţőďĺň ł ťőřňşńăň ďń£ p_{ij} (h), śőďěřęăźĺňś£ ŋă řĺś. 9.1.

Ňăřłőćśłĺľ ţăřăłšěř ŕřőűěśśă {X_t; t ¿ 0} őąşśńőćńěŋ šěň, ůšő řăğćĺšĺě X_t ŕőśńě ňőňěŋšă s őŕřěďěń£ěšś£ ńĺÿĳ ğŋăůěŋĺěň X_s, ŕřőűěśśőň _t − _s ĺ śěňěľśšćőň ŋěğăćĺśĺňżţ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ, őŕĺśżćă¿źĺţ ďńĺšěńĳŋőśšĺ őąśńşęĺćăŋĺ£. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ňż ńĺÿĳ őŕĺśăńĺ ěśšěśšćěŋŋżľ ŕőďţőď ł ňőďěńĺ, ďă¿źěľ ťőřňşńż İřńăŋčă, ąőńěě ťőřňăńĳŋőě ŕőśšřőěŋĺě ŕřőűěśśă Xt ĺ ŕřőćěřłă ěčő ňăřłőćőśšĺ ć śňżśńě łăłőčő-ńĺąő ĺğ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ šřěąşěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şśĺńĺľ. Ğďěśĳ ęě ğăňěšĺň, ůšő ňż śšőńłŋşńĺśĳ ś ěźě őďŋőľ ćăęŋőľ ĺ śńőęŋőľ ğăďăůěľ: ňőęŋő ńĺ ğăďăćăšĳ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś ś ŕőňőźĳ¿ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋżţ ţăřăłšěřĺśšĺł (ğăďăćă£ ňăšřĺűş Q ĺ řěÿă£ śĺśšěňż Łőńňőčőřőćă). Őłăğżćăěšś£, őšćěš ŋă ¡šőš ćőŕřőś śőćěřÿěŋŋő ŋěšřĺćĺăńěŋ ĺ ść£ğăŋ śő śšřşłšşřőľ šřăěłšőřĺľ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőčő řăğďěńă ěźě řăğ őąřăšĺňś£ ł ťőřňşńăň (9.30). Ďń£ k = n ćěńĺůĺŋă p^∗_n ňőęěš ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳś£ łăł ćěřő£šŋőśšĳ ŕőšěřĺ šřěąőćăŋĺ£ ć śšăűĺőŋăřŋőň řěęĺňě, š. ě. ůěřěğ ąőńĳÿőě ćřěň£ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ćśě n ŕřĺąőřőć ąşďşš ğăŋ£šż, őłăęěšś£ ąńĺğłőľ ł p^∗_n (śńěďśšćĺě 8.7 ŕőłăğżćăěš, ůšő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ p_j (t) ł p^∗_j ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ążśšřă£). Śőčńăśŋő [?], ĺňěěň śńěďş¿źĺě ďăŋŋżě:

Šăąńĺűă 9.2

n = 2; ȷ = 0;3; p^∗_2 ≃ 0;0335: n = 4; ȷ = 0;6; p^∗_4 ≃ 0;0030: n = 6; ȷ = 0;9; p^∗_6 ≃ 0;0003:

İšă šăąńĺűă ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ ŋăčřşğłĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőě şćěńĺůěŋĺě łőńĺůěśšćă őąśńşęĺćă¿źĺţ ŕřĺąőřőć ňőęěš śşźěśšćěŋŋő şňěŋĳÿĺšĳ ćěřő- £šŋőśšĳ ŕőšěřĺ šřěąőćăŋĺ£ (ć śšăűĺőŋăřŋőň řěęĺňě). Ŋăğćăŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋš ŋăčřşğłĺ ďń£ ȷ ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ďń£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő řăśŕřěďěńěŋŋőľ ćěńĺůĺŋż ” (śň. (9.32)) E” = 1=—. Ŕő¡šőňş ȷ ěśšĳ őšŋőÿěŋĺě śřěďŋěčő ćřěňěŋĺ őąśńşęĺćăŋĺ£ őďŋőčő šřěąőćăŋĺ£ ł śřěďŋěňş ćřěňěŋĺ ňěęďş ŕřĺţőďőň ğă£ćőł.

Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő śřěďŋěě ůĺśńő ğăŋ£šżţ ŕřĺąőřőć (ć śšăűĺőŋăřŋőň řěęĺňě)

ąşďěš^n ∑ k=1 kp^∗_k = ȷ(1 − p^∗_n).

Ą. Ă. Śěćăśšĳ£ŋőć ďőłăğăń, ůšő ťőřňşńż İřńăŋčă ąşďşš ďěľśšćőćăšĳ ĺ ć ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ, łőčďă śřěďŋěě ćřěň£ őąśńşęĺćăŋĺ£ őďŋőčő šřěąőćăŋĺ£ ŕő-ŕřěęŋěňş řăćŋő 1=—, ŋő ¡šő ćřěň£ ŋěőą£ğăšěńĳŋő ĺňěěš ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě.

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ďăďĺň ŋăčń£ďŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ő ść£ğĺ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋőľ ňăšřĺűż Q = (q_{ij})_{i,j∈X} ś ŕőćěďěŋĺěň śăňőľ (śšăŋďăřšŋőľ) ňăřłőćśłőľ űěŕĺ X = {X(t); t ¿ 0}. Ŕşśšĳ

q_i := −q_{ii} < ∞ ďń£ ćśěţ i ∈ X : (9.35)

Šőčďă (őąž£śŋĺšě) ŕřőűěśś X £ćń£ěšś£ śšőţăśšĺůěśłĺ ŋěŕřěřżćŋżň ŋă ćśěľ ŕőńşŕř£ňőľ [0; ∞) ĺ, śőčńăśŋő šěőřěňě Ď2.15, őŋ ĺňěěš śěŕăřăąěńĳŋş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ (ś ń¿ążň śůěšŋżň ňŋőęěśšćőň śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ R ⊂ [0; ∞)), łőšőřş¿ ňż ĺ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ. Ŕşśšĳ ć ňőňěŋš s ¿ 0 ŕřőűěśś ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ i ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ P (X(s) = i) ≠ 0. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő t > 0 (şůĺšżćă£ śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ X) ĺňěěň

P (X(u) = i; s 6 u 6 s + t| X(s) = i) = 1 P (X(s) = i)

P (X(u) = i; s 6 u 6 s + t) =

1 P (X(s) = i) lim_{n→∞} P (X(u) = i; ďń£ u = s + tk2^{−n}; k = 0; : : : ; 2^n) =

= lim_{n→∞}(p_{ii}(t2^{−n}))^{2n} : (9.36)

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ q_i ŕőńşůăěň

(1 − p_{ii}(h))=h = q_i + ¸_i(h); čďě ¸_i(h) → 0 ŕřĺ h → 0 + :

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ t > 0, i ∈ X ĺ ćśěţ n ∈ N

(p_{ii}(t2^{−n}))^{2n} = (1 − q_it2^{−n} + o(t2^{−n}))^{2n} = exp{2^n log(1 − q_it2^{−n} + o(t2^{−n}))}:

Ŕőśłőńĳłş log(1 + x) = x + „(x)x^2, čďě |„(x)| 6 1 ŕřĺ |x| 6 1=2, ŋăţőďĺň, ůšő

lim_{n→∞}(p_{ii}(t2^{−n}))^{2n} = exp{−q_it}; t > 0: (9.37)

Őůěćĺďŋő, (9.36) ĺ (9.37) ćżŕőńŋ£¿šś£ ĺ ŕřĺ t = 0.

Ńěćă£ ůăśšĳ (9.36) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ćěřő£šŋőśšĳ ŕřěążćăŋĺ£ ŕřőűěśśă X ć śőśšő£ŋĺĺ i ć šěůěŋĺě ćřěňěŋĺ, ŋě ňěŋĳÿěčő t, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ć ňőňěŋš s ŕřőűěśś ŋăţőďĺńś£ ć śőśšő£ŋĺĺ i. Śőŕőśšăćń££ ťőřňşńż (9.36) ĺ (9.37), ćĺďĺň, ůšő řěğşńĳšăš ŋě ğăćĺśĺš őš s, ůšő ążńő ěśšěśšćěŋŋő őęĺďăšĳ őš őďŋőřőďŋőčő ŕřőűěśśă. Ŕő¡šőňş ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő ďńĺšěńĳŋőśšĺ ŕřěążćăŋĺ£ X ć śőśšő£ŋĺĺ i, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ňőňěŋšă ćřěňěŋĺ.

Ĺšăł, ďőłăğăŋă (śřăćŋĺšě ś šěőřěňőľ 8.5)

Šěőřěňă Ď9.1. Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋă£ ňăřłőćśłă£ űěŕĳ X = {X(t); t ¿ 0} şďőćńě-

šćőř£ěš şśńőćĺ¿ (9.35). Šőčďă ďńĺšěńĳŋőśšĳ ŕřěążćăŋĺ£ ¡šőčő ŕřőűěśśă ć śőśšő£ŋĺĺ i ĺňěěš ŕőłăğăšěńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ś ŕăřăňěšřőň q_i (ŕőďřăğşňěćăěšś£ şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć (9.36)).

Śőśšő£ŋĺě i, ďń£ łőšőřőčő 0 6 q_i < ∞, ŋăğżćăěšś£ şśšőľůĺćżň. Őŋő ŋăğżćăěšś£ ŕőčńőźă¿źĺň, łőčďă q_i = 0. Ěśńĺ ŕřőűěśś ŕőŕăďăěš ć šăłőě śőśšő£ŋĺě, šő őŋ őśšăěšś£ šăň ŋăćśěčďă (őůěćĺďŋő ĺğ ťőřňşń (9.35) ĺ (9.36) ŕřĺ q_i = 0). Śőśšő£ŋĺě i ŋăğżćăěšś£ ňčŋőćěŋŋżň, ěśńĺ q_i = ∞. İšő ŋăğćăŋĺě őąž£śŋ£ěš

Şŕř. 9.2. Ŕşśšĳ qi = ∞. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ ŕřěążćăŋĺ£ X ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ řăćŋă ŋşń¿, š.ě., ŕőŕăć ć ¡šő śőśšő£ŋĺě, ŕřőűěśś ňčŋőćěŋŋő ěčő ŕőłĺďăěš.

Šěőřĺ£ űěŕěľ Ňăřłőćă, ĺňě¿źĺţ ňčŋőćěŋŋżě śőśšő£ŋĺ£, ůřěğćżůăľŋő śńőęŋă. Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ć [?] ŕőśšřőěŋ ŕřĺňěř őďŋőřőďŋőľ űěŕĺ, ćśě śőśšő£ŋĺ£ łőšőřőľ ňčŋőćěŋŋż.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŕřőűěśś łőŋśěřćăšĺćěŋ, š.ě. q_i < ∞ ĺ ∑ j≠i qij = qi ďń£ łăęďőčő

i ∈ X . Šőčďă ŕřĺ q_i ≠ 0 ćěńĺůĺŋż q_{ij}=q_i, j ≠ i, ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ, łăł ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ ćěřő£šŋőśšěľ ŕěřěţőďőć ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i ć śőśšő£ŋĺě j. Šőůŋěě čőćőř£, ŕőńőęĺň ďń£ j ≠ i, t > 0

F_{ij}(t) := P (X(s + t) = j| X(s) = i; X(s + t) ≠ i):

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

F_{ij}(t) = p_{ij} (t)=(1 − p_{ii}(t)) → q_{ij}=q_i ŕřĺ t → 0 + : (9.38)

Ěśńĺ 0 < q_i < ∞ ĺ ∑ j≠i qij < qi, šő 1− ∑ j≠i qij=qi ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ łăł ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ

ćěřő£šŋőśšĺ "şţőďă ŕřőűěśśă ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ".

Ďăŋŋă£ ćżÿě ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż Q ďěńăěš ěśšěśšćěŋŋżň śŕőśőą ŕőśšřőěŋĺ£ ňăřłőćśłĺţ űěŕěľ, ŕřěďńőęěŋŋżľ Ďşąőň.

Ŕşśšĳ X { łőŋěůŋőě ĺńĺ śůěšŋőě ňŋőęěśšćő, ĺ ŕşśšĳ ňăřłőćśłă£ űěŕĳ X = {X(t); t ¿ 0} ĺňěěš łőŋśěřćăšĺćŋş¿ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋş¿ ňăšřĺűş Q ś q_i ∈ (0; ∞), i ∈ X . Ąşďěň śšřőĺšĳ (řěłłşřěŋšŋżň őąřăğőň) ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ”_n śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć X ĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż fi_n śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R_+ = [0; ∞). Ŕşśšĳ ”_1 ĺňěěš ŕřőĺğćőńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě, ă ďń£ t > 0, i ∈ X

P (fi_1 > t| ”_1 = i) = e^{−qit}; (9.39)

ĺ ďń£ n ¿ 1, i; j; i_1; : : : ; i_n ∈ X , x_1; : : : ; x_n ∈ R_+

P (”_{n+1} = j| fi_1 = x_1; : : : ; fi_n = x_n; ”_1 = i_1; : : : ; ”_{n−1} = i_{n−1}; ”_n = i) = q_{ij}=q_i; P (fi_{n+1} − fi_n > t| fi_1 = x_1; : : : ; fi_n = x_n; ”_1 = i_1; : : : ; ”_n = i_n; ”_{n+1} = j) = e^{−qj t}: (9.40)

Şŕř. 9.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) śşźěśšćş¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ćěńĺůĺŋ ”_n ĺ fi_n, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň (9.39) ĺ (9.40). Ŕřĺ ¡šőň 0 < fi_1(!) < fi_2(!) < : : : ŕ.ŋ. Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő ćśěčďă lim_{n→∞} fi_n = ∞ ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞? Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďŋěě ğăćěďőňő śŕřăćěďńĺćő, ěśńĺ sup_i q_i < ∞.

Şŕř. 9.4. Ŕşśšĳ fi0(!) = 0 ŕ.ŋ. Ĺśŕőńĳğş£ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ”n, fin, n ∈ N, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć şŕřăęŋěŋĺĺ 9.3, ććěďěň ŕřőűěśś Y = {Y (t); t ¿ 0}, ŕőńőęĺć

Y (t; !) = ”_n(!) ŕřĺ fi_{n−1}(!) 6 t < fi_n(!); n ∈ N

(ďń£ ! šăłĺţ, ůšő fi_{n−1}(!) = fi_n(!) ŕřĺ ŋěłőšőřőň n ∈ N, ŕşśšĳ Y (t; !) = 0, t ¿ 0). Ďőłăęĺšě, ůšő Y { ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ šě ęě ł.-ň.ř., ůšő ĺ ŕřőűěśś X, łőšőřżľ őŕřěďěń£ń ňăšřĺűş Q. Őąďşňăľšě, łăł ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ŕřĺćěďěŋŋőě ŕőśšřőěŋĺě, ěśńĺ ŋěłőšőřżě q_i řăćŋż ŋşń¿.

Ć ść£ğĺ ś şŕřăęŋěŋĺěň 9.3 ğăśńşęĺćăěš ćŋĺňăŋĺ£ Şŕř. 9.5. Ďőłăęĺšě, ůšő sup_i qi < ∞ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă pii(t) → 1 ŕřĺ t → 0+ řăćŋőňěřŋő ŕő i ∈ X (ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, p_{ij} (t) → ‹_{ij} ŕřĺ t → 0+ řăćŋőňěřŋő ŕő i; j ∈ X ).

Şŕř. 9.6. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ, ďń£ łőšőřżţ ŋě ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě śšăŋďăřšŋőśšĺ (9.1). Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, łőčďă ćżŕőńŋěŋő (9.1), ă (9.35) ŋě ĺňěěš ňěśšă.

Ĺšăł, ć şŕřăęŋěŋĺĺ 9.4 şłăğăŋő, łăł, řăśŕőńăčă£ łőŋśěřćăšĺćŋőľ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ Q, ŕőśšřőĺšĳ śăň ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ ŕőńşčřşŕŕş ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ś čěŋěřăšőřőň Q. Ďřşčă£ ŕőśšăŋőćłă ¡šőľ ğăďăůĺ (łőšőřă£ řăśśňăšřĺćăńăśĳ ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 8) { ¡šő ćőśśšăŋőćńěŋĺě ŕőńşčřşŕŕż P (t),

t ¿ 0, ŕő ěě čěŋěřăšőřş. Ěśńĺ ŋăň şďăśšś£ ŕőśšřőĺšĳ śšőţăśšĺůěśłş¿ ŕőńşčřşŕ-

ŕş P (t), t ¿ 0, ĺňě¿źş¿ ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ğăďăŋŋş¿ ňăšřĺűş Q, šő ďăńĳÿě šěőřěňă 8.1 őąěśŕěůĺš ŕőśšřőěŋĺě śăňőčő ŕřőűěśśă ś ŕěřěţőďŋőľ ňăšřĺűěľ P (t) (ďăęě śěňěľśšćă ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć, š. ł. ňż ňőęěň ćăřĳĺřőćăšĳ ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě).

Şŕř. 9.7. (śř. ś šěőřěňőľ Ď9.10). Ŕşśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ X śőśšőĺš ĺğ N ¡ńěňěŋšőć, ă ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ (ňăšřĺűă) P (t) śšăŋďăřšŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă

P (t) = exp(tQ); t ¿ 0; (9.41) čďě N × N-ňăšřĺűă Q şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿

q_{ij} ¿ 0 ďń£ i ≠ j ĺ ∑ j q_{ij} = 0 ŕřĺ łăęďőň i: (9.42)

Őąřăšŋő. Ěśńĺ ďń£ ňăšřĺűż Q ćżŕőńŋěŋő (9.42), šő ťőřňşńă (9.41) őŕřěďěń£ěš śšăŋďăřšŋş¿ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Šěŕěřĳ ćőğĳňěň ňăšřĺűş Q = (q_{ij})_{i,j∈X} ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ šăłş¿, ůšő q_{ij} ¿ 0 ŕřĺ i ≠ j; q_i = −q_{ii} ¿ 0; ĺ ∑ j q_{ij} 6 0 ďń£ i ∈ X : (9.43)

Śŕřăÿĺćăěšś£, śşźěśšćşěš ńĺ śšőţăśšĺůěśłă£ ŕőńşčřşŕŕă {P (t); t ¿ 0}, ďń£ łőšőřőľ Q { ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋă£ ňăšřĺűă, š.ě.

P^′(0) = Q (9.44)

(ć ŋşńě ąěřěšś£ ŕřăćă£ ŕřőĺğćőďŋă£). Ć śĺńş šěőřěňż 9.2 ĺ ťőřňşńż (9.14) śńěďşěš řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ ňăšřĺűż, ďń£ łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćő (9.41). Ěśńĺ śşźěśšćşěš ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ P (t), şďőćńěšćőř£¿źă£ (9.42), šő łőŋśěřćăšĺćŋőśšĳ Q ćńěůěš ćżŕőńŋěŋĺě őąřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă, śň. (9.16). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺţőďĺň ł ćőŕřőśş ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řěÿěŋĺľ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă. İšő ŕřőąńěňă ĺśśńěďőćăńăśĳ ňŋőčĺňĺ ăćšőřăňĺ ś ŕőňőźĳ¿ řăğŋőőąřăğŋőľ šěţŋĺłĺ. Ťěńńěř [?] ĺśŕőńĳğőćăń ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńăŕńăśă. Ńěďěřňăŋ ĺ Řőľšěř [?] ŕřĺňěŋ£ńĺ ňěšőď, őśŋőćăŋŋżľ ŋă ŕřĺąńĺęěŋĺ£ţ ňăšřĺűż Q "şśěůěŋŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ". Łăšő [?] őŕĺřăńś£ ŋă šěőřĺ¿ ćőğňşźěŋĺľ.

Őłăğăńőśĳ, ůšő ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ (9.42) şďőąŋő ć łńăśśě ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺţ ňăšřĺű P (t), t ¿ 0, ďń£ łőšőřżţ ŕő-ŕřěęŋěňş ćżŕőńŋěŋő (8.19), ă ć (8.20) ćňěśšő şśńőćĺ£ ∑ j p_{ij}(t) = 1, t ¿ 0, i ∈ X ŋăńăčăěšś£ ňěŋěě őčřăŋĺůĺšěńĳŋőě šřěąőćăŋĺě ∑ j p_{ij} (t) 6 1, t ¿ 0, i ∈ X . Řěÿěŋĺě šăłőľ ğăďăůĺ ůăśšő ŋăğżćă¿š Q-ŕřőűěśśőň, ŕőďřăğşňěćă£ śńěďş¿źěě. Ěśńĺ ŕőńşůĺšś£, ůšő ∑ j p_{ij}(t) = 1 ďń£ ćśěţ

t ¿ 0, i ∈ X , šő čőćőř£š ő śőąśšćěŋŋőň řěÿěŋĺĺ (ĺńĺ ŕřőűěśśě), ă ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£

ńĺÿĳ ŋěřăćěŋśšćő ∑ j p_{ij}(t) 6 1, t ¿ 0, i ∈ X , šő { ő ŋěśőąśšćěŋŋőň ŕřőűěśśě. Ć ŕěřćőň śńşůăě ďěľśšćĺšěńĳŋő śşźěśšćşěš ňăřłőćśłă£ űěŕĳ (řăğşňěěšś£, ňőęŋő ňěŋ£šĳ ŋăůăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě) ś ŕěřěţőďŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ p_{ij} (t), t ¿ 0, i; j ∈ X . Ćő ćšőřőň ęě śńşůăě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś, řăśÿĺřĺć ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ šőůłőľ ∞. Ă ĺňěŋŋő, ďőśšăšőůŋő őŕřěďěńĺšĳ ďń£

t ¿ 0

~p_{ij} (t) = p_{ij} (t) ŕřĺ i; j ∈ X ĺ ~p_{∞,j} (t) = ‹_{∞,j}; ~p_{i,∞}(t) = 1 − ∑ j p_{ij}(t): (9.45)

Şŕř. 9.8. Ďőłăęĺšě, ůšő (9.45) ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś ŋă [0; ∞) ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ ~X = X ∪ {∞}, ĺňě¿źĺľ ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ~P (t) = (~p_{ij} (t))_{i,j∈ ~X} , t ¿ 0.

Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő śăňĺ şřăćŋěŋĺ£ (9.17) ĺ (9.24) ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ ńĺąő ć şğłőň śňżśńě: ćśě p^′_{ij} (t) ŋěŕřěřżćŋż ŕřĺ t ¿ 0 ĺ ĺğşůăěňżě şřăćŋěŋĺ£ śŕřăćěďńĺćż ŕřĺ ćśěţ t ¿ 0, ńĺąő ć ÿĺřőłőň śňżśńě: p_{ij} (t) ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋż ĺ řăśśňăšřĺćăěňżě şřăćŋěŋĺ£ ćěřŋż ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ (ŕő ňěřě Ńěąěčă) t ¿ 0.

Şŕř. 9.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śĺśšěň şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă őąě ďăŋŋżě ćżÿě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ (ć şğłőň ĺ ÿĺřőłőň śňżśńăţ) ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ďń£ ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ { ¡šő śńőęŋă£ ğăďăůă (śň. [?]).

Šěőřěňă Ď9.10. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (9.41). Šőčďă śşźěśšćşěš Q-ŕřőűěśś,

şďőćńěšćőř£¿źĺľ łăł őąřăšŋőľ, šăł ĺ ŕř£ňőľ śĺśšěňăň Łőńňőčőřőćă.

2 Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ łőŋěůŋő, š.ě. X = {0; : : : ; n}, šő śĺśšěňă

őąřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ (9.16), š.ě. śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě P (t) = e^{tQ}; t ¿ 0: (9.46) Ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋő (8.19) ĺ P (t) šăłęě şďőćńěšćőř£ěš ŕř£ňőľ śĺśšěňě (9.23).

Ďőłăęěň, ůšő (9.46) őŕřěďěń£ěš ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺě ňăšřĺűż. Őąőğŋăůĺň – = min_{i∈X} q_{ii}; C(t) = e^{−λt}P (t); t ¿ 0:

Šőčďă

C^′(t) = e^{−λt}P^′(t) − –e^{−λt}P (t) = e^{−λt}P (t)Q − –C(t) = C(t)Q − –C(t) = C(t)B; čďě B = Q − –I = (b_{ij})^n_{i,j=0}. Ŕőśłőńĳłş

C(t) = e^{tB} = ∞∑ k=0 t^k k! B^k; čďě b_{ij} = q_{ij} − –‹_{ij} ¿ 0; i; j = 0; : : : ; n;

šő (C(t))_{ij} ¿ 0 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, p_{ij} (t) ¿ 0 ďń£ ćśěţ i; j = 0; : : : ; n. Ĺğ (9.24) ĺňěěň ( ∑ j p_{ij}(t))^′ = ∑ j p^′_{ij} (t) = ∑ j ∑ k p_{ik}(t)q_{kj} = ∑ k p_{ik}(t) ∑ j q_{kj} 6 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ∑ j p_{ij} (t) 6 ∑ j p_{ij} (0) = 1.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śůěšŋőě X , š.ě. X = Z+. Őąřăšĺňś£ ł őąřăšŋżň "şśěůěŋŋżň şřăćŋěŋĺ£ň" Łőńňőčőřőćă P^′_n(t) = Q_nP_n(t); P_n(0) = I_n;

čďě P_n(t) = ((P_n(t))_{ij}), Q_n = (q_{ij}), I_n = (‹_{ij}), i; j = 0; : : : ; n, n ∈ Z_+. Ŕő ďőłăğăŋŋőňş ćżÿě P_n(t) = e^{tQn} ; t ¿ 0: (9.47) Ďăńěě łăęďş¿ łőŋěůŋş¿ ňăšřĺűş ćĺďă A_n = (a_{ij})^n_{i,j=0} ďőőŕřěďěńĺň (śőţřăŋĺć őąőğŋăůěŋĺ£) ďő ąěśłőŋěůŋőľ A_n = (a_{ij})^∞_{i,j=0}, ŕőńőęĺć a_{ij} = 0 ŕřĺ i > n ĺńĺ j > n.

Šěŕěřĳ ďőłăęěň, ůšő ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 ∃ lim_{n→∞} P_n(t) = P (t); (9.48) (š.ě. śşźěśšćşěš ŕřěďěń ş łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż P_n(t)) ĺ ¡šőš ŕřěďěń ďăěš ĺśłőňş¿ ňăšřĺůŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Ďń£ i; j ∈ X , n ¿ max{i; j} ĺ t ¿ 0 ĺňěěň

(P_{n+1}(t))^′_{ij} = n+1∑ k=0 (P_{n+1}(t))_{ik}q_{kj} = n∑ k=0 (P_{n+1}(t))_{ik}q_{kj} + (P_{n+1}(t))_{i,n+1}q_{n+1,j};

ĺńĺ ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě C^′(t) = C(t)Q_n + D(t);

čďě C(t) = ((P_{n+1}(t))_{ij})^n_{i,j=0}, D(t) = ((P_{n+1}(t))_{i,n+1}q_{n+1,j} )^n_{i,j=0}. Ňż ğŋăěň, ůšő P_n(t) = e^{tQn} £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ C^′(t) = C(t)Q_n. Ŕő¡šőňş, şůĺšżćă£, ůšő C(0) = I_n, ňěšőďőň ćăřĺăűĺĺ ŕőśšő£ŋŋőľ ŕőńşůăěň

C(t) = P_n(t) + ∫_t 0 P_n(t − s)D(s)ds; t ¿ 0: (9.49)

Ĺğ (9.49), ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő ňăšřĺűż P_n(u) ĺ D(s) ĺňě¿š ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ¡ńěňěŋšż ŕřĺ u; s ¿ 0, n ∈ N, ćżćőďĺň, ůšő

(P_{n+1}(t))_{ij} ¿ (P_n(t))_{ij} ŕřĺ ń¿ążţ i; j ∈ X ĺ n ¿ max{i; j}: (9.50)

Łřőňě šőčő, ć śĺńş ďőłăğăŋŋőľ ŕőńşśšőţăśšĺůŋőśšĺ ňăšřĺű P_n(t), t ¿ 0,

(P_n(t))_{ij} 6 ∑ j (P_n(t))_{ij} 6 1; i; j ∈ X ; n ∈ Z_+: (9.51)

Ŕőśłőńĳłş ŋěşążćă¿źă£ őčřăŋĺůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺňěěš (łőŋěůŋżľ) ŕřěďěń, ćĺďĺň, ůšő (9.48) ďőłăğăŋő.

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ¡ńěňěŋšăřŋă£ Ńěňňă Ď9.11. Ŕşśšĳ ak(n) ↗ ak < ∞ ŕřĺ n → ∞ ďń£ łăęďőčő k ∈ Z+ (š.ě.

a_k(n) 6 a_k(n + 1) ďń£ ćśěţ k; n ∈ Z_+ ĺ lim_{n→∞} a_k(n) = a_k ŕřĺ k ∈ Z_+). Šőčďă ∑ k a_k = lim_{n→∞} ∑ k a_k(n): (9.52)

Ĺğ ¡šőľ ńěňňż, ś şůěšőň (9.50) ĺ (9.51) śńěďşěš, ůšő P (t) { ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺě ňăšřĺűż ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0.

Łřőňě šőčő, ŕőśłőńĳłş ďń£ ćśěţ s; t ¿ 0 ĺ i; j; n ∈ Z_+

(P_n(s + t))_{ij} = ∑ k (P_n(s))_{ik}(P_n(t))_{kj};

šő, ŕőńăčă£ a_k(n) = (P_n(s))_{ik}(P_n(t))_{kj} (ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ s ¿ 0, i; j ∈ Z_+), ć śĺńş ńěňňż Ď9.10 ğăłń¿ůăěň, ůšő ňăšřĺűż P (t), t ¿ 0 őąřăğş¿š ŕőńşčřşŕŕş, š.ě. śŕřăćěďńĺćő (8.19).

Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő P (t), t ¿ 0 şďőćńěšćőř£ěš őąřăšŋőňş ĺ ŕř£ňőňş şřăćŋěŋĺ£ň Łőńňőčőřőćă, łőšőřżě ć ĺŋšěčřăńĳŋőľ ťőřňě ğăŕĺÿşšś£ śőőšćěšśšćěŋŋő łăł

P (t) = I + ∫_t 0 QP (s)ds; (9.53)

P (t) = I + ∫_t 0 P (s)Qds: (9.54)

Ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£ ńĺÿĳ ć śŕřăćěďńĺćőśšĺ (9.51), š.ł.

QP (s) = P (s)Q; s ¿ 0: (9.55)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ (ťĺłśĺřőćăŋŋżţ) i; j ∈ X ĺ s ¿ 0

(Q_nP_n(s))_{ij} = q_{ii}(P_n(s))_{ij} + ∞∑ k=0 a_k(n);

čďě a_k(n) = q_{ik}(P_n(s))_{kj}(1 − ‹_{ik}), k; n ∈ Z_+. Ŕőńĳğş£śĳ ńěňňőľ Ď9.10, ŕőńşůăěň lim_{n→∞} Q_nP_n(s) = QP (s). Ăŋăńőčĺůŋő şąěęďăěňś£, ůšő P_n(s)Q_n → P (s)Q ŕřĺ n → ∞. Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő

Q_nP_n(s) = ∞∑ k=0 s^kQ^{k+1}_n k! = P_n(s)Q_n; n ∈ Z_+; s ¿ 0:

Ďń£ "şśěůěŋŋżţ (őąřăšŋżţ) şřăćŋěŋĺľ" ĺňěěň

P_n(t) = I + ∫_t 0 Q_nP_n(s)ds;

š.ě. ďń£ i; j ∈ X , t ¿ 0

(P_n(t))_{ij} = ‹_{ij} + q_{ii} ∫_t 0 (P_n(s))_{ij}ds + ∫_t 0 ∞∑ k=0 q_{ik}(P_n(s))_{kj}(1 − ‹_{ik})ds:

Śőćěřÿĺć ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŕřĺ n → ∞ ć śĺńş šěőřěňż Ą. Ńěćĺ ŕřĺţőďĺň ł (9.53). 2

Šěőřěňă Ď9.12. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă Q, śőśšő£źă£ ĺğ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, şďő-

ćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (9.41). Šőčďă őąřăšŋőě şřăćŋěŋĺě Łőńňőčőřőćă (9.16) ĺňěěš ć łńăśśě ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺţ ňăšřĺű ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, £ćń£¿źěěś£ śőąśšćěŋŋżň Q-ŕřőűěśśőň, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă šő ęě śăňőě ćěřŋő ďń£ ŕř£ňőčő şřăćŋěŋĺ£ (9.23).

2 Śńşůăľ łőŋěůŋőčő X šřĺćĺăńěŋ, ŕő¡šőňş ŕşśšĳ ďăńěě X = Z+. Ŕřěęďě ćśěčő

ďőłăęěň, ůšő řěÿěŋĺě (P (t); t ¿ 0), ŕőśšřőěŋŋőě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ď9.10, őąńăďăěš śćőľśšćőň ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ, š.ě. ěśńĺ (^~P (t); t ¿ 0) { łăłőě-ńĺąő řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (9.16), š.ě. ~P^′(t) = Q ~P (t); t ¿ 0; ~P (0) = I; šő ( ~P (t))_{ij} ¿ (P (t))_{ij} ďń£ ćśěţ i; j ∈ X ĺ t ¿ 0: (9.56) Ťĺłśĺřşěň j ∈ X ĺ ŕőńőęĺň (x(t))_i = ( ~P (t))_{ij}, (x(0))_i = ‹_{ij}, i ∈ X . Šőčďă ďń£ i ∈ X ,

t ¿ 0

(x(t))^′_i = n∑ k=0 q_{ik}(x(t))_k + ∑ k>n q_{ik}(x(t))_k;

š.ě.

x^′_n(t) = Q_nx_n(t) + R_n(t);

čďě ćěłšőř-śšőńąěű x_n(t) = ((x(t))_0; : : : ; (x(t))_n) ĺ (R_n(t))_i = ∑ k>n q_{ik}(x(t))_k, i = 0; : : : ; n.

Ăŋăńőčĺůŋő (9.49) ĺňěěň

x_n(t) = P_n(t) + ∫_t 0 P_n(t − s)R_n(s)ds; n ∈ Z_+; t ¿ 0;

š.ě. ďń£ i 6 n, j 6 n

(x_n(t))_i = (P_n(t))_{ij} + ∫_t 0 n∑ k=0 (P_n(t − s))_{ik}(R_n(s))_kds:

Şůĺšżćă£, ůšő (P_n(u))_{ik} ¿ 0, (R_n(s))_k ¿ 0 ďń£ i; k = 0; : : : ; n ĺ s; u ¿ 0, ŕřĺţőďĺň ł (9.56).

Ŕşśšĳ řěÿěŋĺě őąřăšŋőľ śĺśšěňż Łőńňőčőřőćă £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ć łńăśśě ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺţ ňăšřĺű ĺ śőąśšćěŋŋżň. Šőčďă ŕő ďőłăğăŋŋőňş őŋő ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ňĺŋĺňăńĳŋőě řěÿěŋĺě (P (t); t ¿ 0) ŕř£ňżţ ĺ őąřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă. Ěśńĺ ( ~P (t); t ¿ 0) { łăłőě-ńĺąő řěÿěŋĺě ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ ć łńăśśě ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺţ ňăšřĺű, šő ∑ j ~p_{ij} (t) 6 1 ďń£ i ∈ X . Ĺğ (9.56) ĺ şśńőćĺ£ ∑ j p_{ij}(t) = 1, i ∈ X , ğăłń¿ůăěň, ůšő ~p_{ij} (t) = p_{ij} (t) ŕřĺ ćśěţ i; j ∈ X ,

t ¿ 0. Ăŋăńőčĺůŋżě řăśśşęďěŋĺ£ śŕřăćěďńĺćż, ěśńĺ ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ĺňěěšś£

ěďĺŋśšćěŋŋőě (ć łńăśśě ŕőńşśšőţăśšĺůěśłĺţ ňăšřĺű) řěÿěŋĺě ŕř£ňőľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă, £ćń£¿źěěś£ śőąśšćěŋŋżň. 2

Şŕř. 9.13. Ŕşśšĳ Q şďőćńěšćőř£ěš (9.41) ĺ łőŋśěřćăšĺćŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕřőűěśś (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ď9.11) (P (t); t ¿ 0) śőąśšćěŋŋżľ, šő őŋ £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň Q-ŕřőűěśśőň. Ěśńĺ (P (t); t ¿ 0) { ŋěśőąśšćěŋŋżľ, šő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő Q-ŕřőűěśśőć, śřěďĺ łőšőřżţ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő śőąśšćěŋŋżţ.

Şŕř. 9.14. (śřăćŋĺšě ś šěőřěňőľ Ď8.29). Ŕşśšĳ Q şďőćńěšćőř£ěš (9.41) ĺ łőŋśěřćăšĺćŋă. Šőčďă ń¿ąőě ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ şśńőćĺľ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ěďĺŋśšćěŋŋőčő Q-ŕřőűěśśă.

1. Ďń£ ŋěłőšőřőčő – > 0 ěďĺŋśšćěŋŋżň őčřăŋĺůěŋŋżň řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£

(Q − –I)x = 0 (9.57)

£ćń£ěšś£ x = 0, š.ě. x = (0; 0 : : : ), ă őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ őğŋăůăěš, ůšő sup_i |x_i| < ∞.

2. Ďń£ ŋěłőšőřőčő – > 0 ěďĺŋśšćěŋŋżň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň őčřăŋĺůěŋŋżň řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (9.57) £ćń£ěšś£ x = 0.

Şŕř. 9.15. (śň. şŕřăęŋěŋĺě 9.5). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ sup_i qi < ∞, šő őąě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă ĺňě¿š ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě.

Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ŕřőąńěňă śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă šěśŋő ść£ğăŋă śő śćőľśšćăňĺ šřăěłšőřĺľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ, łăł ŕőłăğżćăěš

Šěőřěňă Ď9.16 (śň. [?]). Ŕşśšĳ ćśě qi < ∞. Šőčďă ďń£ šőčő, ůšőąż ążńĺ śŕřă-

ćěďńĺćż ĺ śĺśšěňă ŕř£ňżţ ĺ śĺśšěňă őąřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŕőůšĺ ćśě šřăěłšőřĺĺ őąńăďăńĺ śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ X(s; !) → ∞ ŕřĺ s → t ś őďŋőľ śšőřőŋż, šő X(s; !) → ∞ ŕřĺ s → t ś őąěĺţ śšőřőŋ.

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ĺ ŋěěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă şďőąŋő řăśśňőšřěšĳ ŋă ŕřĺňěřăţ ŕřőűěśśőć řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ. Őďŋőřőďŋżľ ňăřłőćśłĺľ ŕřőűěśś (X(t); t ¿ 0) ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X = Z_+ ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ, ěśńĺ ěčő ĺŋťĺŋĺšěğĺňăńĳŋă£ ňăšřĺűă Q ĺňěěš ćĺď q_{i,i−1} = —_i; q_{ii} = −(–_i + —_i); q_{i,i+1} = –_i; q_{ij} = 0 ŕřĺ |i − j| > 1; (9.58) čďě —_0 = 0, —_i > 0, i ∈ N ĺ –_i > 0, i ∈ Z_+. Ěśńĺ —_i = 0 ďń£ ćśěţ i ∈ Z_+, šő čőćőř£š ő ŕřőűěśśě řőęďěŋĺ£, ă ěśńĺ –_i = 0, i ∈ Z_+, šő { ő ŕřőűěśśě čĺąěńĺ.

Şŕř. 9.17. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś řőęďěŋĺ£ šăłőć, ůšő^∑_i –^{−1}_i < ∞. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă śĺśšěňă ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ Łőńňőčőřőćă ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, ă śĺśšěňă őąřăšŋżţ { ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő.

Şŕř. 9.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕřőűěśś čĺąěńĺ šăłőć, ůšő^∑_i —^{−1}_i < ∞, šő śĺśšěňă őąřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, ă śĺśšěňă ŕř£ňżţ { ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő, śřěďĺ łőšőřżţ řőćŋő őďŋő śőąśšćěŋŋőě.

Ůšőąż śťőřňşńĺřőćăšĳ őąźĺľ řěğşńĳšăš ő ŕřőűěśśăţ řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ, ććěďěň ŋěłőšőřżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕőńőęĺň

ı_0 = 1; ı_n =

–_0–_1 : : : –_{n−1} —_1—_2 : : : —_n

; n ∈ N; (9.59)

R = ∞∑ n=1 1 –_nı_n n∑ i=1 ı_i; S = ∞∑ n=2 ı_n n−1∑ i=0 1 –_iı_i

; T = ∞∑ n=0 (ı_n + 1 –_nı_n ): Šěőřěňă Ď9.19 (Řőľšěř). Ŕşśšĳ Q { łőŋśěřćăšĺćŋă£ ňăšřĺűă, şďőćńěšćőř£-

¿źă£ şśńőćĺ¿ (9.43). Šőčďă

1. Ěśńĺ R = ∞, šő śşźěśšćşěš řőćŋő őďĺŋ Q-ŕřőűěśś, őŋ śőąśšćěŋŋżľ ĺ şďőćńěšćőř£ěš śĺśšěňě ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ.

2. Ěśńĺ R < ∞ ĺ S = ∞, šő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő Q-ŕřőűěśśőć. Šőńĳłő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ şďőćńěšćőř£ěš śĺśšěňě ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ, ŋő ¡šőš ŕřőűěśś ŋěśőąśšćěŋŋżľ.

3. Ěśńĺ R < ∞ ĺ S < ∞, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ T < ∞, šő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő Q-ŕřőűěśśőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śĺśšěňě ŕř£ňżţ şřăćŋěŋĺľ. Řőćŋő őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ŕřőűěśśőć £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň.

Őšňěšĺň, ůšő łřĺšěřĺľ R = ∞ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ Q-ŕřőűěśśă ążń ŕőńşůěŋ Ďőąřşÿĺŋżň [?].

Ďń£ ňăřłőćśłĺţ űěŕěľ ćăęŋżň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ćőŕřőś ő łńăśśĺťĺłăűĺĺ śőśšő£ŋĺľ (ćőğćřăšŋżě, ŕěřĺőďĺůěśłĺě śőśšő£ŋĺ£ ĺ š.ď.). Ďń£ űěŕěľ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň őą ¡šőň ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ, ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčăţ [?], [?], [?]. Ěśńĺ P (X(0) = i) ≠ 0, šő ďń£ t > 0 őŕřěďěńĺň

G_{ii}(t) := P (X(t_1) ≠ i; X(t_2) = i ďń£ ŋěłőšőřżţ 0 < t_1 < t_2 6 t| X(0) = i);

š.ě. ¡šő şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő, őłăğăćÿĺśĳ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ć śőśšő£- ŋĺĺ i, ŕřőűěśś (ŕőążćăć ć ďřşčőň śőśšő£ŋĺĺ) ćŋőćĳ őłăęěšś£ ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ ďő ňőňěŋšă t. Śőśšő£ŋĺě i ŋăğżćăěšś£ ćőğćřăšŋżň, ěśńĺ lim_{t→∞} G_{ii}(t) = 1, ĺ ŋěćőğćřăšŋżň ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Śőśšő£ŋĺě i ŋăğżćă¿š ¡řčőďĺůěśłĺň ĺńĺ ŋşńěćżň ćőğćřăšŋżň ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, ąşďěš ńĺ łőŋěůŋő ĺńĺ ąěśłőŋěůŋő śřěďŋěě ćřěň£ ćőğćřăźěŋĺ£ ∫_∞ 0 tdG_{ii}(t).

Şŕř. 9.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕřőűěśśă řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ śŕřăćěďńĺćż śńěďş- ¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

1. Ńĺąő ćśě śőśšő£ŋĺ£ ćőğćřăšŋż, ńĺąő ćśě ŋěćőğćřăšŋż.

2. Ŕřőűěśś ćőğćřăšěŋ (ćśě śőśšő£ŋĺ£ ćőğćřăšŋż) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∑ n (–_nı_n)^{−1} = ∞:

3. Ŕřőűěśś ŋěćőğćřăšěŋ (ćśě śőśšő£ŋĺ£ ŋěćőğćřăšŋż) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∑ n ı_n = ∞ ĺ ∑ n (–_nı_n)^{−1} < ∞:

ı_n őŕřěďěńěŋż ć (9.57).

Şŕř. 9.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőűěśś řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ £ćń£ěšś£ ¡řčőďĺůěśłĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∑ n ı_n < ∞ ĺ ∑ n (–_nı_n)^{−1} = ∞;

ă ŋşńěćżň ćőğćřăšŋżň { šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∑ n ı_n = ∞ ĺ ∑ n (–_nı_n)^{−1} = ∞:

Ńěłűĺ£ 10. Ĺŋšěčřăń ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě.

Ŕőŋ£šĺě ő łăŋőŋĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ţ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ. Őřšőčőŋăńĳŋżě śńşůăľŋżě ňěřż ĺ ĺţ σ-łőŋěůŋżě śšřşłšşřŋżě ňěřż. Ĺŋšěčřăń ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě, ěčő śćőľśšćă. Ŕőśšřőěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřż, őšćěůă¿źěľ ďăŋŋőľ śšřşłšşřŋőľ ňěřě. Šěőřěňă Łăřşŋěŋă ő ťăłšőřĺğăűĺĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŕřőűěśśă ć ćĺďě ĺŋšěčřăńă ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě.

Őąźă£ ĺďě£ ğăňěŋż ĺğşůěŋĺ£ śńőęŋżţ őąžěłšőć ĺţ ąőńěě ŕřőśšżňĺ (ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źĺňĺ) ňőďěń£ňĺ ŋăţőďĺš śćőě ćżřăęěŋĺě ć ŕőśšřőěŋĺĺ łăŋőŋĺůěśłĺţ řăğńőęěŋĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕő£śŋĺň ¡šő ŕřőśšżň ŕřĺňěřőň. Ďőŕşśšĺň łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ [a; b]}, ğăďăŋŋżľ ŋă (˙; F; P ), şďăńőśĳ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

X(t) = m(t) + n∑ k=1 ffi_k(t)z_k; (10.1)

čďě m(t) = EX(t), ťşŋłűĺĺ ffi_1(t); : : : ; ffi_n(t) ŋěśńşůăľŋż, ă z_1; : : : ; z_n { űěŋšřĺřőćăŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ĺğ L^2(˙; F; P ). Šőčďă ćňěśšő łőŋšĺŋşşňă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ X(t), t ∈ [a; b], ňż ĺňěńĺ ąż łőŋěůŋżě ŋăąőřż śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ĺ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕőďśůěš ňŋőčĺţ ţăřăłšěřĺśšĺł ĺśţőďŋőčő ŕřőűěśśă X ŕřĺ ¡šőň şŕřőźăěšś£. Šăł, łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£

r(s; t) = cov(X(t); X(s)) = n∑ k=1 –_kffi_k(s)ffi_k(t); s; t ∈ [a; b];

čďě –_k { ¡šő ďĺśŕěřśĺ£ ćěńĺůĺŋż z_k, k = 1; : : : ; n.

Ăŋăńőčĺůŋżě śőőąřăęěŋĺ£ ĺčřă¿š řőńĳ ĺ ŕřĺ ŕőńşůěŋĺĺ řăğńőęěŋĺľ šĺŕă (10.1), čďě ćňěśšő łőŋěůŋőľ śşňňż ćőğŋĺłăěš ř£ď, śţőď£źĺľś£ ć ďőńęŋőň śňżśńě. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕřĺňěř řăğńőęěŋĺ£ šăłőčő řőďă śőďěřęĺš šěőřěňă 3.6.

Ŕőŋ£šŋő, ůšő ěśńĺ L^2(˙; F; P ) { śěŕăřăąěńĳŋő, šő ňőęŋő ćğ£šĳ ŋě ąőńěě ůěň śůěšŋżľ ąăğĺś őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć z_1; z_2; : : : , ĺ ŕřěďśšăćĺšĳ X(t) ∈ L^2(˙; F; P ) ć ćĺďě śşňňż ř£ďă Ťşřĳě ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ffi_1(t); ffi_2(t); : : :. Őďŋăłő šőčďă, ćőőąźě čőćőř£, śćőľśšćă ¡šĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ąşďşš ŋě őůěŋĳ "ţőřőÿĺňĺ". Őłăğżćăěšś£ šěň ŋě ňěŋěě, ůšő ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ şďăěšś£ "ţőřőÿő" ćżąřăšĳ ŋě šőńĳłő z_1; z_2; : : : , ŋő ĺ ťşŋłűĺĺ ffi_1; ffi_2; : : : (ŋăŕřĺňěř, śő śćőľśšćőň őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ć L^2[a; b]). Ąőńěě šőčő, ŋěšřĺćĺăńĳŋżě őąőąźěŋĺ£ (10.1) ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě őš śşňň ł ĺŋšěčřăńăň. Ťşŋďăňěŋš šěőřĺĺ šăłĺţ łăŋőŋĺůěśłĺţ řăğńőęěŋĺľ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć ążń ğăńőęěŋ ć šřşďăţ Ł. Łăřşŋěŋă ĺ Ć. Ś. Ŕşčăůěćă.

Ďń£ łăŋőŋĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŋőćőě ŕőŋ£šĺě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě.

Ŕşśšĳ K | ŕőńşłőńĳűő ŕőďňŋőęěśšć ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă ~. Ŕşśšĳ ŋă K ğăďăŋă ff-łőŋěůŋă£ ňěřă —. Ňěřş — ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă ff-ăńčěąřş A = ff{K} (ś ěďĺŋĺűěľ ~), ŕřĺ ¡šőň śőćőłşŕŋőśšĳ ňŋőęěśšć M = {B ∈ A : —(B) < ∞} ěśšĳ ‹-łőńĳűő.

Ŕşśšĳ łăęďőňş B ∈ K śőŕőśšăćńěŋă łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ćěńĺůĺŋă Z(B) ∈ L^2(˙) = = L^2(˙; F; P ), š. ě. Z(B) = Z(B; !) ĺ E|Z(B)|^2 < ∞, ŕřĺůěň ŕşśšĳ

(Z(B); Z(C)) = —(B ∩ C) ∀ B; C ∈ K; (10.2) čďě (; “) = E —“ ďń£ ; “ ∈ L^2(˙). Šőčďă Z(·) ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřőľ śő śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ —.

Ĺğ (10.2) ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ B; C ∈ K ĺ B ∩ C = ?, šő Z(B) ⊥ Z(C), š. ě. (Z(B); Z(C)) = —(?) = 0.

Ĺšăł, śńőćő őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ ć ŋăğćăŋĺĺ Z őŕřăćďăŋő, ŕőłăęěň, ůšő Z őąńăďăěš ĺ śćőľśšćăňĺ ňěřż.

Šěőřěňă 10.1. Őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z £ćń£ěšś£ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋőľ

ć L^2(˙) ťşŋłűĺěľ ŋă K, š. ě. ěśńĺ B =^∞ ⋃ k=1 B_k, čďě B; B_1; : : : ∈ K, ŕřĺůěň B_n ∩B_m = ?

ďń£ n ≠ m, šő

Z(B) = ∞∑ k=1 Z(B_k); (10.3)

ğďěśĳ ř£ď śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůŋőň.

2 Ć śĺńş (10.2) ĺ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (šőůŋěě, "ŕőńşšőřăńĺ-

ŋěľŋőśšĺ", š.ł. (¸x; y) = ¸(x; y) ĺ (x; ¸y) = ¸(x; y) ďń£ x; y ∈ L^2(˙) ĺ ¸ ∈ C ) ĺňěěň

‖Z(B) − n∑ k=1 Z(B_k)‖^2 = (Z(B) − n∑ k=1 Z(B_k); Z(B) − n∑ k=1 Z(B_k)) =

= —(B) − n∑ k=1 —(B_k) → 0; n → ∞: 2

Ğăňěšĺň, ůšő Z(?) = 0 ŕ.ŋ., ŕő¡šőňş ĺğ (10.3) ćżšěłăěš, ůšő Z ěśšĳ ŕ.ŋ. łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă K. Ŕőďůěřłŋěň šăłęě, ůšő ňŋőęěśšćő šěţ ! ∈ ˙, ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő (10.3), ţőš£ ĺ ĺňěěš ćěřő£šŋőśšĳ 1, ŋő ğăćĺśĺš őš řăśśňăšřĺćăěňżţ B; B1; : : : ∈ K.

Ŕřĺňěř 10.2. Ŕşśšĳ ~ = [0; ∞), K = {[a; b); 0 6 a 6 b < ∞} ([a; a) = ?). Ŕőńőęĺň Z([a; b)) = W (b) − W (a), čďě W | ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś. Şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă, ćĺďĺň, ůšő Z | őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă K, ĺňě¿źă£ śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ — ňěřş Ńěąěčă.

Šěŕěřĳ ŋăÿĺ şśĺńĺ£ ąşďşš ŋăŕřăćńěŋż ŋă ŕřőďőńęěŋĺě Z ś K ŋă M. Ěśńĺ — | ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă K, šő śşźěśšćş¿š ~_n ∈ K, n ∈ N, šăłĺě, ůšő ~ =^∞ ⋃ n=1 ~_n, ŕřĺůěň ~_n ∩ ~_m = ? ďń£ n ≠ m ĺ —(~_n) < ∞, n ∈ N (ěśńĺ — { łőŋěůŋă£ ňěřă, šő ~ = ~_1). Őąőğŋăůĺň K_n = K ∩ ~_n, š. ě. K_n = {B ∈ K : B ⊂ ~_n}, ĺ řăśśňőšřĺň A_n = ff{K_n} | ff-ăńčěąřş ś ěďĺŋĺűěľ ~_n. Šőčďă A ∈ A = ff{K} ⇐⇒ A = ∞⋃ n=1 A_n; čďě A_n ∈ A_n; (10.4)

ŕřĺ ¡šőň

—(A) = ∞∑ n=1 —_n(A_n); (10.5)

čďě —_n | ńěąěčőćő ŕřőďőńęěŋĺě ňěřż —|_{Kn} ś ŕőńşłőńĳűă K_n ŋă A_n. Ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő A ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă řăğąĺěŋĺ£ ~ ŋă ~_n ∈ K, n ∈ N, ĺ ŕřĺ ¡šőň ŕřăćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (10.5) ąşďěš ďăćăšĳ őďŋő ĺ šő ęě ğŋăůěŋĺě ďń£ řăğŋżţ řăğąĺěŋĺľ.

Ąşďěň śůĺšăšĳ ćŋăůăńě, ůšő —(~) < ∞ (š. ě. řăśśňőšřĺň őšďěńĳŋş¿ ÀłńěšłşÁ řăğąĺěŋĺ£ ~ ŋă ~_n, n ∈ N).

Őąőğŋăůĺň A ăńčěąřş, śőśšő£źş¿ ĺğ łőŋěůŋżţ őąžěďĺŋěŋĺľ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć, ćţőď£źĺţ ć K (~ ∈ K). Ďń£ B =^m ⋃ i=1 B_i, čďě B_i ∈ K, i = 1; : : : ; m, B_i ∩ B_j = ? (i ≠ j), ŕőńőęĺň

Z(B) = m∑ i=1 Z(B_i): (10.6)

İšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ B =^r ⋃ j=1 D_j , D_j ∈ K, j =1; : : :; r, D_j ∩ D_l = ? (j ≠ l). Šőčďă ć śĺńş (10.3) ŕőńşůĺň^m ∑ i=1 Z(B_i) =^m ∑ i=1 r∑ j=1 Z(B_i ∩ D_j) ĺ^r ∑ j=1 Z(D_j ) =^r ∑ j=1 m∑ i=1 Z(D_j ∩ B_i), ćś¿ďş řăćěŋśšćő śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ěśšĳ řăćěŋśšćő ŕ.ŋ.

Ŋăğőćěň ťşŋłűĺ¿ f : ~ → C ŕřőśšőľ, ěśńĺ f = m∑ i=1 c_i1_{Bi} ; (10.7)

čďě c_i ∈ C , B_i ∈ A, i = 1; : : : ; m, ŕřĺůěň^m ⋃ i=1 B_i = ~ ĺ B_i ∩ B_j = ? ďń£ i ≠ j, š. ě.

ňŋőęěśšćă B_i őąřăğş¿š řăğąĺěŋĺě ~.

Őŕřěďěńĺň ďń£ ŕřőśšőľ ťşŋłűĺĺ (10.7) ĺŋšěčřăń ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě ťőřňşńőľ

Jf = m∑ i=1 c_iZ(B_i): (10.8)

Ńěňňă 10.3. Őŕřěďěńěŋĺě (10.8) łőřřěłšŋő.

2 Ŕşśšĳ ŋăř£ďş ś (10.7) ťşŋłűĺ¿ f ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě f =^{r∑}_{j=1} dj 1Dj ,

čďě d_j ∈ C , D_j ∈ A, j = 1; : : : ; r;^r ⋃ j=1 D_j = ~, D_i ∩ D_j = ? (i ≠ j). Ŋő šőčďă, ěśńĺ —(B_i ∩ D_j ) ≠ 0, šő c_i = d_j . Śńěďőćăšěńĳŋő, şůĺšżćă£, ůšő Z(?) = 0, ĺňěěň r∑ j=1 d_jZ(D_j ) = r∑ j=1 d_j m∑ i=1 Z(D_j ∩ B_i) = m∑ i=1 ∑ j : μ(B_i∩D_j)≠0 d_j Z(B_i ∩ D_j ) = = m∑ i=1 ∑ j : μ(B_i∩D_j)≠0 c_iZ(B_i ∩ D_j ) = m∑ i=1 r∑ j=1 c_iZ(B_i ∩ D_j) = m∑ i=1 c_iZ(B_i): 2 (10.9)

Ńěňňă 10.4. Ŕşśšĳ f ĺ g | ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ. Šőčďă (Jf; Jg) = ⟨f; g⟩ čďě ⟨·; ·⟩ | śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2(~) = L^2(~; A; —).

2 Ŕşśšĳ f ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (10.7), ă g =^{r∑}_{j=1} dj1Dj , čďě D1; : : : ; Dr őąřăğş¿š

řăğąĺěŋĺě ~. Šőčďă

(Jf; Jg) = (_m∑ i=1 c_iZ(B_i); r∑ j=1 d_jZ(D_j ) ) = m∑ i=1 r∑ j=1 c_i —d_j —(B_i ∩ D_j ) = = m∑ i=1 r∑ j=1 c_i —d_j ∫ ~ 1_{Bi∩Dj} (–)—(d–) = m∑ i=1 r∑ j=1 c_i —d_j ∫ ~ 1_{Bi} (–)1_{Dj} (–)—(d–) =

= ∫ ~ m∑ i=1 c_i1_{Bi} r∑ j=1 d_j1_{Dj} —(d–) = ∫ ~ f(–)g(–)—(d–) = ⟨f; g⟩: 2

Śńěďśšćĺě 10.5. J | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ńĺŋěľŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŕřőśšżţ

ťşŋłűĺľ ć L^2(˙).

2 Ěśńĺ f ĺ g | ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ, šő, őůěćĺďŋő, ¸f + ˛g, ¸; ˛ ∈ C , | šőęě

ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£. Ć śĺńş ąĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ńěňňż 10.4 (J(¸f + ˛g) − ¸J(f) − ˛J(g); J(¸f + ˛g) − ¸J(f) − ˛J(g)) = = ⟨¸f + ˛g; ¸f + ˛g⟩ − ¸⟨f; ¸f + ˛g⟩ − ˛⟨g; ¸f + ˛g⟩ − − —¸⟨¸f + ˛g; f⟩ + ¸—¸⟨f; f⟩ + ˛ —¸⟨g; f⟩ − —˛⟨¸f + ˛g; g⟩ + ¸ —˛⟨f; g⟩ + ˛ —˛⟨g; g⟩ = 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, J(¸f + ˛g) = ¸Jf + ˛Jg: 2 (10.10) Ńěňňă 10.6. Ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ ŕńőšŋż ć L^2(~).

2 Ŕşśšĳ f ∈ L^2(~). Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ćżąěřěň H = H(") > 0 šăł, ůšőąż ∫ ~ f^2(–)1_{{|f(λ)|}¿_{H}}—(d–) < ":

Šěŕěřĳ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś (7.3) ăŕŕřőłśĺňĺřşěň f(–)1_{{|f(λ)|<H}} ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ śšşŕěŋůăšżţ ťşŋłűĺľ h_n =^2 n−1∑ k=0 r_{n,k}1_{Dn,k} , čďě D_{n,k} = {–: r_{n,k} < f(–) 6 r_{n,k} + + H2^{−n+1}} ∈ A, k = 0; : : : ; 2^n − 1. Ŕřĺ ¡šőň sup_λ |f(–)1_{{|f(λ)|<H}} − h_n(–)| 6 H2^{−n+1}; n ∈ N;

ă śńěďőćăšěńĳŋő, f1_{{|f |<H}} − h_n 6 H2^{−n+1}(—(~))^{1/2};

čďě · | ŋőřňă ć L^2(~). Ŕő ńěňňě 4.2 (śŕřăćěďńĺćőľ ďń£ ń¿ążţ łőŋěůŋżţ ňěř) ŋăţőďĺň B_{n,k} ∈ A, k = 0; : : : ; 2^n − 1, n ∈ N, šăłĺě ůšő ďń£ ¡šĺţ k ĺ n —(D_{n,k} △ B_{n,k}) < "H^{−1}2^{−n−1}:

Šőčďă 2^n−1∑

k=0 r_{n,k}1_{Dn,k} − 2^n−1∑

k=0 r_{n,k}1_{Bn,k} 6 H 2^n−1∑

k=0 1_{Dn,k} − 1_{Bn,k} = H 2^n−1∑

k=0 —(D_{n,k} △ B_{n,k}) < ":

Őśšăńőśĳ ŕřěďśšăćĺšĳ^2 n−1∑ k=0 r_{n,k}1_{Bn,k} ć ćĺďě^{mn} ∑ i=1 c_i1_{Bi} , čďě B_1; : : : ; B_{mn} ∈ A ĺ őąřăğş¿š řăğąĺěŋĺě ~, ůšő šřĺćĺăńĳŋő. 2

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ řăśŕřőśšřăŋĺšĳ J ŋă L^2(~). Ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ L^2(~) ŕőńőęĺň Jf = lim_{n→∞} Jf_n (ŕřěďěń ć L^2(˙)), (10.11)

čďě {f_n} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ, šăłĺţ ůšő f_n^{L2(~)}−→ f ŕřĺ n → ∞.

Ńěňňă 10.7. Őŕřěďěńěŋĺě (10.11) łőřřěłšŋő.

2 Ŕő ńěňňě 10.6 śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ fn^{L2(~)}−→ f ŕřĺ

n → ∞. Ŕőńĳğş£śĳ śńěďśšćĺěň 10.5 ĺ ńěňňőľ 10.4, ĺňěěň ‖Jf_n − Jf_m‖ = ‖J(f_n − f_m)‖ = f_n − f_m → 0 ŕřĺ n; m → ∞, š. ł. śţőď£źă£ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {f_n} £ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ. Ŕőśłőńĳłş L^2(˙) ŕőńŋő, ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš ŕřěďěń Jf_n ć L^2(˙). Ŕőłăęěň, ůšő ¡šőš ŕřěďěń ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ g_n^{L2(~)}−→ f, čďě g_n ŕřőśšżě. Šőčďă g_n − f_n 6 g_n − f + f_n − f → 0 ŕřĺ n → ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, ‖Jf_n − Jg_n‖ = ‖J(f_n − g_n)‖ = f_n − g_n → 0; n → ∞:

Ŋő ěśńĺ Jf_n^{L2(~)}−→ ĺ Jg_n^{L2(~)}−→ “, šő Jf_n −Jg_n^{L2(~)}−→ −“. Šăłĺň őąřăğőň, ‖Jf_n −Jg_n‖→ → ‖ − “‖ = 0, š. ě. = “ ŕ.ŋ. 2

Śńěďśšćĺě 10.8. Ďń£ ń¿ążţ f; g ∈ L^2(~) (Jf; Jg) = ⟨f; g⟩ (10.12) ĺ J | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě L^2(~) ć L^2(˙). Ŕşśšĳ h_n ∈ L^2(~) (ŋěőą£ğăšěńĳŋő ŕřőśšżě) ĺ h_n^{L2(~)}−→ f. Šőčďă

Jh_n^{L2(˙)}−→ Jf; n → ∞: (10.13)

2 Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (10.12) ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ fn; gn, n ∈ N,

šăłĺě ůšő f_n^{L2(~)}−→ f, g_n^{L2(~)}−→ g (śň. ńěňňş 10.6), ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ńěňňőľ 10.4 ĺ şůěśšĳ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ńĺŋěľŋőśšĳ J şśšăŋăćńĺćăěšś£ šăł ęě, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śńěďśšćĺ£ 10.5. Ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ J ĺ (10.12), ĺňěěň ‖Jf − Jh_n‖ = ‖J(f − h_n)‖ = f − h_n → 0; n → ∞: 2

Őąřăšĺňś£ šěŕěřĳ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ Jf ďń£ f ∈ L^2(~; A; —), čďě — | ff-łő-ŋěůŋă£ ňěřă.

Řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě ~ ŋă ~_n ∈ K ś —(~_n) < ∞, n ∈ N. Šőčďă

f ∈ L^2(~; A; —) ⇐⇒ f_n := f|_{~n} ∈ L^2(~_n; A_n; —_n); n ∈ N; ĺ ∫ ~ f^2(–)—(d–) = ∞∑ n=1 ∫ ~n f^2_n(–)—_n(d–) < ∞; (10.14) čďě A_n = ff{K ∩ ~_n}, —_n | ńěąěčőćő ŕřőďőńęěŋĺě ňěřż —|_{Kn} ś K_n ŋă A_n. Ŕřĺ ¡šőň ğŋăůěŋĺě ĺŋšěčřăńă ć ńěćőľ ůăśšĺ (10.14) ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă řăğąĺěŋĺ£ ~ ŋă ~_n,

n ∈ N._{Ďń£ f ∈ L2(~) ŕőńőęĺň}

Jf = ∞∑ n=1 J_nf_n; (10.15)

čďě ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2(˙), ťşŋłűĺĺ f_n ťĺčşřĺřş¿š ć (10.14), őšőąřăęěŋĺ£ J_n őŕřěďěńěŋż ŋă L^2(~_n) őŕĺśăŋŋżň ćżÿě śŕőśőąőň.

Ńěňňă 10.9. Őŕřěďěńěŋĺě (10.15) łőřřěłšŋő.

2 Ěśńĺ f ∈ L^2(~), šő śőčńăśŋő (10.14) ĺňěěň fn ∈ L^2(~n) ďń£ ćśěţ n ∈ N. Šěŕěřĳ

ğăňěšĺň, ůšő J_nf_n ⊥ J_mf_m ŕřĺ n ≠ m. Ěśńĺ f_n ĺ f_m | ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ, šő ¡šő őůěćĺďŋő, š. ł. (Z(B); Z(D)) = 0 ďń£ B ∈ A_n ĺ D ∈ A_m (A_n | ăńčěąřă, ŕőřőęďěŋŋă£ K_n, n ∈ N). Ďń£ f_n ĺ f_m, ŋě £ćń£¿źĺţś£ ŕřőśšżňĺ, ŋăďő ćğ£šĳ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ ŕřőśšżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ‖ ‖ ‖ ‖ M∑ n=1 J_nf_n − N∑ n=1 J_nf_n ‖ ‖ ‖ ‖ 2 = M ∨N∑

n=M ∧N ‖J_nf_n‖^2 → 0 ŕřĺ N; M → ∞

ć śĺńş ĺğőňěšřĺůŋőśšĺ J_n ĺ śţőďĺňőśšĺ ř£ďă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (10.14).

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, ůšő ćěńĺůĺŋă Jf ŋě ğăćĺśĺš őš ćĺďă řăğąĺěŋĺ£ ~. Ŕşśšĳ ~ = =^∞ ⋃ n=1 `_n, `_n ∈ K, `_n ∩`_m = ? (n ≠ m), —(`_n) < ∞, n ∈ N. Őąőğŋăůĺň h_{n,m} = f|_{~n∩`m} ,

m; n ∈ N. Šőčďă f_n = f|_{~n} ≡^∞ ∑ m=1 f|_{~n∩`m} , n ∈ N. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő^N ∑ m=1 h_{n,m}^{L2(~n)}−→ f_n ŕřĺ N → ∞ ĺ, ğŋăůĺš, ć śĺńş (10.13)

J_nf_n = ∞∑ m=1 J_nh_{n,m};

čďě ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2(˙). Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ J_{n,m} ďń£ h ∈ L^2(~_n ∩ `_m) ⊂ L^2(~_n) ĺňěěň J_{n,m}h = J_nh, n; m ∈ N. Şůĺšżćă£, ůšő śůěšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőęěśšć ňěřż ŋşńĳ ĺňěěš ňěřş ŋşńĳ, ŕőńşůăěň ∞∑ n=1 J_nf_n = ∞∑ n=1 ∞∑ m=1 J_{n,m}h_{n,m}: Ăŋăńőčĺůŋő, őąőğŋăůĺć g_m = f|_{`m} ĺ ~J_m { őšőąřăęěŋĺě, łőšőřőě śšřőĺšś£ ŋă L^2(`_m) šăł ęě, łăł J_n ŋă L^2(~_n), m; n ∈ N, ŕőńşůĺň ∞∑ m=1 ~J_mg_m = ∞∑ m=1 ∞∑ n=1 J_{n,m}h_{n,m}: (10.16)

Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő J_{n,m}h_{n,m} ⊥ J_{k,l}h_{k,l}, ěśńĺ (n; m) ≠ (k; l), ĺ šő, ůšő ďăŋŋżě ř£ďż ĺğ őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěńĺůĺŋ ňőęŋő śşňňĺřőćăšĳ ć ń¿ąőň ŕőř£ďłě, ŕőśłőńĳłş ∞∑ n=1 ∞∑ m=1 ‖J_{n,m}h_{n,m}‖^2 = ∞∑ n=1 ∞∑ m=1 ‖h_{n,m}‖^2_L2_{(~n∩`m)} = ∫ ~ f^2(–)—(d–) < ∞: 2

Łăł ŕřăćĺńő, ďń£ ğăŕĺśĺ ďěľśšćĺ£ J ŋă L^2(~; A; —) ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě

Jf = ∫ ~ f(–)Z(d–): (10.17)

Šěőřěňă 10.10. Śšőţăśšĺůěśłĺľ ĺŋšěčřăń (10.17) £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň

őšőąřăęěŋĺěň L^2(~; A; —) (čďě — | ff-łőŋěůŋă£ ňěřă) ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L^2_Z ⊂ ⊂ L^2(˙; F; P ). Ŕřĺ ¡šőň Z ŕřőďőńęăěšś£ ďő őřšőčőŋăńĳŋőľ ňěřż ŋă ‹-łőńĳűě

M = {B ∈ A : —(B) < ∞} śő śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ — ŕő ťőřňşńě

Z(B) = J1_B: (10.18)

2 Šřěąşěšś£ řăśśňőšřěšĳ ńĺÿĳ śńşůăľ ąěśłőŋěůŋőľ ňěřż —. Ŕşśšĳ ~ =^{∞⋃}_{n=1} ~n,

čďě ~_1; ~_2; : : : | řăğąĺěŋĺě ~ ĺ —(~_n) < ∞, n ∈ N. Ćőğĳňěň f; g ∈ L^2(~). Šőčďă f ≡^∞ ∑ n=1 f_n, g ≡^∞ ∑ n=1 g_n, čďě f_n = f|_{~n} , g_n = g|_{~n} , ŕřĺůěň ř£ďż śţőď£šś£ ĺ ć L^2(~).

Šőčďă

(Jf; Jg) = ( ∑ n J_nf_n; ∑ m J_mg_m ) = lim_{N →∞} (_N∑ n=1 J_nf_n; N∑ m=1 J_mg_m ) = = lim_{N →∞} N∑ n=1 (J_nf_n; J_ng_n) = lim_{N →∞} N∑ n=1 ⟨f_n; g_n⟩ = lim_{N →∞} ⟨_N∑ n=1 f_n; N∑ m=1 g_m ⟩ = ⟨f; g⟩: (10.19)

Ňż şůńĺ, ůšő J_nf_n ⊥ J_mg_m ŕřĺ n ≠ m (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 10.9) ĺ šő, ůšő ⟨f_n; g_n⟩_L2_{(~n)} = ⟨f_n; g_n⟩_L2_{(~)}. Ĺšăł, J | ¡šő ĺğőňěšřĺ£. Őůěćĺďŋő, őąřăğ L^2(~) ŕřĺ ĺğőňěšřĺĺ J ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć L^2(˙), őąőğŋăůěŋŋőě L^2_Z. Ďń£ B ∈ K ĺňěěň —(B) =^∞ ∑ n=1 —(B_n) < ∞, čďě B_n = B ∩ ~_n, n ∈ N. Ďăńěě, 1_B ∈ L^2(~; A; —) ĺ

1_B ≡^∞ ∑ n=1 1_{Bn} , čďě ř£ď śţőďĺšś£ šăłęě ć L^2(~). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő (10.15)

J1_B = ∞∑ n=1 J_n1_{Bn} ;

ŋő ć śĺńş (10.8) ĺňěěň J_n1_{Bn} = Z(B_n), ă ŕő šěőřěňě 10.1^∞ ∑ n=1 Z(B_n) = Z(B) (ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2(˙)). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő B ∈ K ŕőńşůăěň J1_B = Z(B), š. ě. ťőřňşńă (10.18) őŕřěďěń£ěš ŕřőďőńęěŋĺě J ś K ŋă M. Łřőňě šőčő, ďń£ B; C ∈ M ŕő śćőľśšćş ĺğőňěšřĺůŋőśšĺ J ŕőńşůăěň

(Z(B); Z(C)) = (J1_B; J1_C ) = ⟨1_B ; 1_C ⟩ = —(B ∩ C): 2 Ğăňěůăŋĺě 10.11. Őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z ŋăğżćăěšś£ űěŋšřĺřőćăŋ-

ŋőľ, ěśńĺ EZ(B) = 0 ďń£ ćśěţ B ∈ M. Ŕőśšřőěŋĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ Z ś K ŋă M ŕőłăğżćăěš, ůšő ěśńĺ EZ(B) = 0 ŕřĺ ń¿ąőň B ∈ K, šő ¡šő ąşďěš ćěřŋő ĺ ďń£ B ∈ M.

Šěőřěňă 10.12. Ŕşśšĳ — | ff-łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă ŕőńşłőńĳűě K ŕőďňŋőęěśšć~ (ňőęŋő śřăğş ŕřőďőńęĺšĳ ěě ŋă A = ff{K}). Šőčďă śşźěśšćşěš ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; P ) ĺ űěŋšřĺřőćăŋŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z, ğăďăŋŋă£ ŋă ˙ ĺ ‹-łőńĳűě M = {B ∈ A : —(B) < ∞}, šăłă£ ůšő — ěśšĳ śšřşłšşřŋă£ ňěřă Z.

2 Ćŋăůăńě ŋě ąşďěň šřěąőćăšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋőśšĺ Z. Ŕşśšĳ ˙ = ~, F = A. Ěśńĺ

0 < —(~) < ∞ (śńşůăľ —(~) = 0 šřĺćĺăńěŋ), šő ćőğĳňěň P (B) =

—(B) —(~)

. Ŕőńőęĺň Z(B; !) =^√—(~)1B(!), B ∈ A. Őůěćĺďŋő, Z(B) ∈ L^2(˙). Ďăńěě, ďń£ ń¿ążţ B_1; B_2 ∈ A ĺňěěň

(Z(B_1); Z(B_2)) = ( √ —(~))^2 ∫ ˙ 1_{B1} 1_{B2} dP = —(~)P (B_1 ∩ B_2) = —(B_1 ∩ B_2):

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ —(~) = ∞ ĺ ~1; ~2; : : : | řăğąĺěŋĺě ~, ŕřĺůěň —(~n) < ∞, n ∈ N. Ďń£ A ∈ A ŕőńőęĺň

P (A) = ∞∑ n=1 —(A ∩ ~_n) —(~_n)2^n : Šőčďă P | ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă A (P (~) =^∞ ∑ n=1 2^{−n} = 1). Őŕřěďěńĺň ďń£ B ∈ M

Z(B; !) = ∞∑ n=1 √ 2^n—(~_n)1_{Bn} (!);

čďě B_n = B ∩ ~_n, n ∈ N, ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2(˙) (śşňňĺřş¿šś£ ćěńĺůĺŋż ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ, ŕřĺ ¡šőň ∞∑ n=1 E(^√2^n—(~n)1B_n )^2 =^{∞∑}_{n=1} 2^n—(~n)E1B_n =^{∞∑}_{n=1} 2^n—(~n)^{—(Bn)}_{—(~n)2n} = —(B) < ∞):

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£

(Z(B); Z(C)) = ∞∑ n=1 2^n—(~_n)(1_{Bn} ; 1_{Cn} )_L2_{(˙)} = = ∞∑ n=1 2^n—(~_n)P (B_n ∩ C_n) = ∞∑ n=1 —(B_n ∩ C_n) = —(B ∩ C);

čďě B_n = B ∩ ~_n, C_n = C ∩ ~_n, n ∈ N. Ŋăľďěň űěŋšřĺřőćăŋŋş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śńşůăľŋş¿ ňěřş, ĺňě¿źş¿ ğăďăŋŋş¿ śšřşłšşřŋş¿ ňěřş —. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ćğ£šĺě Z(B) − EZ(B), B ∈ M, ŋě ŕřĺćěďěš ł ęěńăěňőňş řěğşńĳšăšş (ŕřőćěřĳšě). Ŕő¡šőňş řăśśňőšřĺň ŋă ŋěłőšőřőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙^′; F^′; P^′) ďěľśšćĺšěńĳŋş¿ śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş ” šăłş¿, ůšő E^′” = 0, E^′(”^2) = 1, čďě E^′ őąőğŋăůăěš şśřěďŋěŋĺě ŕő ňěřě P^′. Ŕşśšĳ Z { ŕőśšřőěŋŋă£ ćżÿě ŋă (˙; F; P ) őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă —. Ćőğĳňěň ( ^̇; F; P) = (˙; F; P ) × (˙^′; F^′; P^′) ĺ őŕřěďěńĺň ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ~Z(B; ~!) := Z(B; !)”(!′) ďń£ B ∈ M, ~! = (!; !′) ∈ ˙ × ˙′. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ~Z (ćőńŋş ďăńěě őŕşśłăěň) ěśšĳ ĺśłőňă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă. 2

Šěŕěřĳ ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżě ś.ť. X(t; !), t ∈ T , ! ∈ ˙, š. ě. X(t; !) = X_1(t; !) + iX_2(t; !), čďě X_1(t; ·); X_2(t; ·) £ćń£¿šś£ F | B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ ďń£ łăęďőčő t ∈ T . Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ďń£ šăłĺţ X(t), ĺňě¿źĺţ E|X(t)|^2 < < ∞, t ∈ T , łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

r(s; t) = cov(X(s); X(t)) = E(X(s) − EX(s))(X(t) − EX(t)); s; t ∈ T: (10.20) Ąşďěš şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋżě ŕřőűěśśż, š. ě.

EX(t) = 0; t ∈ T

(ĺŋăůě ňż řăśśňőšřěńĺ ąż ~X(t) = X(t) − EX(t)).

Šěőřěňă 10.13 (Łăřşŋěŋ). Ŕşśšĳ łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ űěŋšřĺřőćăŋŋőčő

ŕřőűěśśă X(t; !), t ∈ T , ğăďăŋŋőčő ŋă (˙; F; P ), ďőŕşśłăěš ťăłšőřĺğăűĺ¿, š. ě. ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě

r(s; t) = ∫ ~ f(s; –)f(t; –)—(d–); s; t ∈ T; (10.21)

čďě f(t; ·) ∈ L^2(~) = L^2(~; A; —) ďń£ łăęďőčő t ∈ T , ă — | ŋěłőšőřă£ ff-łőŋěůŋă£ ňěřă. Šőčďă śşźěśšćşěš űěŋšřĺřőćăŋŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z, ğăďăŋŋă£ ŋă ‹-łőńĳűě M = {A ∈ A : —(A) < ∞} ĺ ŋă, ćőőąźě čőćőř£, řăśÿĺřěŋŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ( ^̇; F; P) = (˙; F; P ) × (˙^′; F^′; P^′), ĺňě¿źă£ śšřşłšşřŋş¿ ňěřş —, šăłă£, ůšő

X(t) = ∫ ~ f(t; –)Z(d–) ďń£ łăęďőčő t ∈ T: (10.22)

Ěśńĺ

@ ¯(·) ∈ L^2(~; A; —):^∫_~ f(t; –)¯(–)—(d–) = 0 ∀t ∈ T (10.23)

((10.23) őğŋăůăěš, ůšő @ ¯: ¯ ⊥ f(t; ·) ć L^2(~) ďń£ ćśěţ t ∈ T ), šő ŋě šřěąşěšś£ řăśÿĺř£šĳ ĺśţőďŋőě (˙; F; P ) ďń£ ğăďăŋĺ£ ňěřż Z.

Ğăňěůăŋĺě 10.14. Ěśńĺ X(t), t ∈ T , ďőŕşśłăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě (10.22), šő ć śĺńş šěőřěňż 10.10 śŕřăćěďńĺćő (10.21).

2 Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (10.23). Ďń£ t ∈ T řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě

G : f(t; ·)→X(t; ·) (10.24) ĺ ŕřőďőńęĺň ěčő ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ: G( n∑ k=1 c_kf(t_k; ·)) = n∑ k=1 c_kX(t_k; ·); (10.25)

čďě c_k ∈ C , t_k ∈ T , k = 1; : : : ; n. Ŕőłăęěň łőřřěłšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£, š. ě. ěśńĺ^n ∑ k=1 c_kf(t_k; ·) =^m ∑ l=1 d_lf(s_l; ·), čďě d_l ∈ C , s_l ∈ T , l = 1; : : : ; m, šő^n ∑ k=1 c_kX(t_k) =

=^m ∑ l=1 d_lX(s_l). Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ⟨_n∑ k=1 c_kf(t_k; ·); m∑ l=1 d_lf(s_l; ·) ⟩ = n∑ k=1 m∑ l=1 c_k —d_l ∫ ~ f(t_k; –)f(s_l; –)—(d–) = = n∑ k=1 m∑ l=1 c_k —d_lr(t_k; s_l) = n∑ k=1 m∑ l=1 c_k —d_lEX(t_k)X(s_l) = (_n∑ k=1 c_kX(t_k); m∑ l=1 d_lX(s_l) ) : (10.26) Ŕőńĳğş£śĳ (10.26), ŕőńşůĺň, ůšő n∑ k=1 c_kf(t_k; ·) − m∑ l=1 d_lf(s_l; ·) = ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 c_kX(t_k) − m∑ l=1 d_lX(s_l) ‖ ‖ ‖:

Ĺšăł, łőřřěłšŋőśšĳ şśšăŋőćńěŋă. Łăł ĺğőňěšřĺ£ G ŕřőďőńęăěšś£ ŋă L^2[f], š. ě.

ŋă ğăňżłăŋĺě ć L^2(~) ťşŋłűĺľ ćĺďă^n ∑ k=1 c_kf(t_k; ·). Ŕřĺ ¡šőň ć śĺńş (10.23) ĺňěěň

L^2[f] = L^2(~; A; —) ĺ G(L^2[f]) = L^2[X], čďě L^2[X] | ğăňżłăŋĺě ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ŕřőűěśśă X(t), š. ě. ć L^2(˙; F; P ) ąěřěšś£ ğăňżłăŋĺě ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćĺďă c_1X(t_1) + : : : + c_nX(t_n) (c_i ∈ C , t_i ∈ T , i = 1; : : : ; n).

Ďń£ B ∈ M, őůěćĺďŋő, 1_B ∈ L^2(~), ĺ ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ

Z(B) = G1_B : (10.27)

Šőčďă (Z(B); Z(C)) = (G1_B; G1_C ) = ⟨1_B ; 1_C ⟩ = —(B ∩ C):

Śńěďőćăšěńĳŋő, Z | őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă M śő śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ —. Ňěřă Z űěŋšřĺřőćăŋă, ŕőśłőńĳłş Z(B) ∈ L^2[X] ďń£ łăęďőčő B ∈ M, ă E“ = 0 ďń£ łăęďőčő “ ∈ L^2[X], š.ł. ŕřőűěśś X ĺňěěš ŋşńěćőě śřěďŋěě. Šěŕěřĳ ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ h ∈ L^2(~) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ

Jh = ∫ ~ h(–)Z(d–):

Ŕő šěőřěňě 10.10 J | ĺğőňěšřĺ£ L^2(~) ŋă L^2_Z .

Ĺšăł, ĺňě¿šś£ ďćě ĺğőňěšřĺĺ

G : L^2(~)→L^2[X] ⊂ L^2(˙) ĺ J : L^2(~)→L^2_Z ⊂ L^2(˙):

Ŕřĺ ¡šőň ć śĺńş (10.27) ĺ (10.18) śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă G1_B = J1_B ďń£ B ∈ M. Ŋő łőŋěůŋżě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ šăłĺţ ĺŋďĺłăšőřőć ŕńőšŋż ć L^2(~) (ńěčłő ŕőńşůăěšś£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ńěňňż 10.6). Śńěďőćăšěńĳŋő, G = J ŋă L^2(~) ĺ, łřőňě šőčő, L^2[X] = L^2_Z. Ĺğ (10.24) ćżšěłăěš, ůšő Jf(t; ·) = X(t), š. ě. ŕőńşůăěň (10.22) ąěğ řăśÿĺřěŋĺ£ ĺśţőďŋőčő ćěřő£šŋőśšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ şśńőćĺě (10.23) ŋě ćżŕőńŋěŋő. Šőčďă L^2[f] ⊈ L^2(~). Řăśśňőšřĺň L^2(~) ⊖ L^2[f], š. ě. őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł L^2[f], ĺ ćőğĳňěň ć ŋěň łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ĺğ ťşŋłűĺľ g(u; ·) ∈ L^2(~), u ∈ T^′, čďě T^′ ∩ T = ? (śň. [?]). Ććěďěň ťşŋłűĺ¿

ȷ(s; t) = ∫ ~ g(s; –)g(t; –)—(d–) = (g(s; ·); g(t; ·))_L2_{(~)}; s; t ∈ T^′:

Őůěćĺďŋő, ďń£ c_k ∈ C , t_k ∈ T^′, k = 1; : : : ; n, n ∈ N, n∑ k,l=1 c_k—c_lȷ(t_k; t_l) = ∫ ~ | | | | n∑ k=1 c_kg(t_k; –) | | | | 2 —(d–) ¿ 0:

Ć śĺńş šěőřěňż 3.3 śşźěśšćşěš łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś {Y (t); t ∈ T^′}, ğăďăŋŋżľ ŋă ŋěłőšőřőň (˙^′; F^′; P^′), šăłőľ ůšő

cov(Y (s); Y (t)) = ȷ(s; t); s; t ∈ T^′:

Ćőğĳňěň ( ^̇; F; P ) = (˙; F; P )×(˙^′; F^′; P^′). Šőčďă ďń£ łăęďżţ t ∈ T , s ∈ T^′ ćěńĺůĺŋż X(t) ĺ Y (s) ąşďşš ŋěğăćĺśĺňż ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě (ďń£ ~! = (!; !^′) ∈ ~˙ ĺňěěň X(t) = X(t; ~!) = X(t; !), Y (s) = Y (s; ~!) = Y (s; !^′)).

Ććěďěň ŋă (T ∪ T^′) × ~˙ ś.ť.

(t; ~!) = { X(t; !); t ∈ T ; Y (t; !^′); t ∈ T^′:

Šőčďă

cov((s); (t)) = r(s; t); s; t ∈ T ; ȷ(s; t); s; t ∈ T^′;

0; s ∈ T; t ∈ T^′ ĺńĺ s ∈ T^′; t ∈ T: Ĺŋăůě čőćőř£, cov((s); (t)) = ∫ ~ h(s; –)h(t; –)—(d–); čďě h(t; –) = { f(t; –); t ∈ T ; g(t; –); t ∈ T^′:

Ňż şůńĺ, ůšő f(t; ·) ⊥ g(s; ·) ć L^2(~) ďń£ t ∈ T ĺ s ∈ T^′. Łřőňě šőčő, L^2[h] = L^2(~), š. ł. @ ¯ ∈ L^2(~): ¯ ⊥ h(t; ·) ďń£ ćśěţ t ∈ T ∪ T^′. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ďőłăğăŋŋőňş śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z ŋă M ĺ ( ^̇; F; P ), šăłă£ ůšő L^2[] = L^2_Z ĺ (t) = ∫ ~ h(t; –)Z(d–); t ∈ T ∪ T^′:

Ŋő ŕřĺ t ∈ T ĺňěěň (t; ~!) ≡ X(t; ~!). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ t ∈ T

X(t; ~!) = X(t; !) = ∫ ~ h(t; –)Z(d–) = ∫ ~ f(t; –)Z(d–):

Űěŋšřĺřőćăŋŋőśšĳ Z ćż£śŋ£ěšś£ šěŕěřĳ šăł ęě, łăł ĺ ć śńşůăě, łőčďă ćżŕőńŋ£ńőśĳ şśńőćĺě (10.23). 2 Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 10.1. Ďőńęŋă ńĺ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z, ğăďăŋŋă£ ŋă ŕőńşłőńĳűě

K ňŋőęěśšć ~, ążšĳ ğăř£ďőň ďń£ ŕ.ć. ! ∈ ˙, š.ě. ążšĳ śůěšŋő ăďďĺšĺćŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋă K? Śşźěśšćşěš ńĺ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z ś şłăğăŋŋżň śćőľśšćőň?

Şŕř. 10.2. Ŕőłăęĺšě, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋżľ ŕőďţőď ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ĺŋšěčřăńă ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ćňěśšő őŕřěďěńěŋĺ£ (10.2) ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źěě. Ŕşśšĳ łăęďőňş B ĺğ ŕőńşłőńĳűă K ŕőďňŋőęěśšć ~ śőŕőśšăćńěŋă łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ćěńĺůĺŋă Z(B) ∈ L^2(˙; F; P ) šăłă£, ůšő (Z(B); Z(C)) = 0, ěśńĺ B; C ∈ K ĺ B ∩ C = ? (ŕő-ŕřěęŋěňş, (; ”) = E” ďń£ ; ” ∈ L^2(˙; F; P )). Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ Z őąńăďăěš šăłęě śćőľśšćőň (10.3). Šőčďă —(B) := E|Z(B)|^2 ěśšĳ ňěřă ŋă K ĺ ŕřĺ ¡šőň ĺňěěš ňěśšő (10.2).

Şŕř. 10.3. Ŕşśšĳ Zλ; – ∈ R { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ L^2-ŕřőűěśś (śň. ś. 28) šăłőľ, ůšő 1) E|Zλ − Zν |^2 → 0 ďń£ ń¿ąőčő – ∈ R ŕřĺ ↓ –,

2) ŕřĺřăźěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋż, š.ě. ďń£ ćśěţ –_1 < –_2 < –_3

E(Zλ_1 − Zλ_2 )(Zλ_3 − Zλ_2 ) = 0:

Ŋă ŕőńşłőńĳűě K = {(a; b]; −∞ < a 6 b < ∞}, čďě (a; a] = ?, ććěďěň Z((a; b]) := Z(b)−Z(a). Ďőłăęĺšě, ůšő Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă.

Ěśńĺ ňěřă ŕőřőęďăěšś£ şłăğăŋŋżň ćżÿě ŕřőűěśśőň Z_λ, – ∈ R, šő ćňěśšő (10.17) ĺśŕőńĳğş¿š ğăŕĺśĳ ∫ Rf(–)dZ^λ.

Şŕř. 10.4. Ŕşśšĳ Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă B(R), ŕřĺůěň E|Z(R)|^2 < ∞. Ŕőńőęĺň Z_λ = Z((−∞; –]), – ∈ R. Ďőłăęĺšě, ůšő Z_λ, – ∈ R { ŕřőűěśś śő śćőľśšćăňĺ 1), 2), şłăğăŋŋżňĺ ć ŕřěďżďşźěň şŕřăęŋěŋĺĺ.

Şŕř. 10.5. Ŕşśšĳ Zλ, – ∈ R { űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś ś őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň (ćż£śŋĺšě, őą£ğăŋ ńĺ šőčďă ŕřőűěśś ążšĳ ŋěŕřěřżćŋżň śńěćă ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň). Ŕşśšĳ ŕřĺ łăęďőň t ∈ T ťşŋłűĺ£ g(t; ·) : R → C şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ∫ R^| g(t; –)|^2—(d–) < ∞;

čďě — { śšřşłšşřŋă£ ňěřă, őšćěůă¿źă£ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě Z, ŕőřőęďěŋŋőľ ŕřőűěśśőň Z_λ, – ∈ R (śň. şŕřăęŋěŋĺě 10.3). Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă

Y = {Y (t) = ∫ R g(t; –)dZ_λ; t ∈ T }

ěśšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 10.6. Ŕşśšĳ Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă, ğăďăŋŋă£ ŋă ˙×B ∈ M ĺ ĺňě¿źă£ ff-łőŋěůŋş¿ śšřşłšşřŋş¿ ňěřş — ŋă ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (~; A) (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ‹-łőńĳűő B ∈ M= {A ∈ A : —(A) < ∞}). Ŕşśšĳ h : ~ → C , h ∈ L^2(~; A; —). Ććěďěň ‹-łőńĳűő N = {B ∈ A : ∫ B |h(–)|^2—(d–) < ∞}

ĺ ŕőńőęĺň

V (B) := ∫ ~ 1_B(–)h(–)Z(d–); B ∈ N : (10.28)

Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş V £ćń£ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřőľ (űěŋšřĺřőćăŋŋőľ, ěśńĺ űěŋšřĺřőćăŋă Z) ś ff-łőŋěůŋőľ śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ

(B) = ∫ B |h(–)|^2—(d–) < ∞; B ∈ N :

Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ g : ~ → C , g ∈ L^2(~; ff{N }; ), šő ∫ ~ g(–)V (d–) = ∫ ~ g(–)h(–)Z(d–): (10.29)

Ć ść£ğĺ ś šěőřěňőľ Łăřşŋěŋă ğďěśĳ ĺ ć ńěłűĺĺ 11 ňż ćŋőćĳ őąřăšĺňś£ ł őůěŋĳ ćăęŋőňş ćőŕřőśş ő łăŋőŋĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ţ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő L^2[a; b], śőśšő£źěě ĺğ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ, łćăďřăš ňőďşń£ łőšőřżţ ĺŋšěčřĺřşěň ŕő Ńěąěčş ŋă [a; b]. Śłăń£řŋőě ŕřőğćěďěŋĺě ć ¡šőň čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

(f; g) = ∫_b a f(t)g(t)dt; f; g ∈ L^2[a; b]: (10.30)

Śŋăůăńă řăśśňőšřĺň ŕřĺňěř, ĺńń¿śšřĺřş¿źĺľ šěőřěňş 10.13.

Ŕřĺňěř Ď10.7. Ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŋă őšřěğłě [0; 2ı] śŕřăćěďńĺćő ŕřěďśšăćńěŋĺě

W (t) = 1√ 2ı ∞∑ k=−∞ 1 − e^{ikt} ik z_k; (10.31)

čďě z_k { őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě űěŋšřĺřőćăŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż, ĺ ř£ď śţőďĺšś£ ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; 2ı] ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň (ŕřĺ k = 0 ŕőńăčăěň (1−e^{ikt})=ik = −t).

2 Ďń£ s; u ∈ [0; 2ı] ĺňěěň

1_{[0,s]}(u) = 1√ 2ı ∞∑ k=−∞ c_k(s)e^{iku}: (10.32)

Ťşŋłűĺĺ^1√_{2π} e^{iku}, k ∈ Z, őąřăğş¿š ŕőńŋş¿ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2[0; 2ı] ĺ ŕřĺ łăęďőň s ∈ [0; 2ı] ř£ď (10.32) śţőďĺšś£ ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě, ă łő¡ťťĺűĺěŋšż Ťşřĳě

c_k(s) = 1√ 2ı ∫_{2π} 0 1_{[0,s]}(u)e^{−iku}du = 1√ 2ı (1 − e^{−iks})=ik; k ∈ Z;

(c_0(s) = s= √ 2ı). Řăćěŋśšćő Ŕăřśěćăń£ ďăěš ŕřĺ s; t ∈ [0; 2ı]

min{s; t} = (1_{[0,s]}; 1_{[0,t]}) = 1 2ı ∞∑ k=−∞ (1 − e^{−iks})(1 − e^{ikt})

k^2 : Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş 10.13, ŕőńőęĺć ~ = Z, f(t; k) =^{1√}_{2π} ·^{1−e−ikt}_{ik} , čďě t ∈ [0; 2ı], k ∈ ~ ĺ ćżąřăć — śůĺšă¿źěľ ňěřőľ ŋă ~, š.ě. —({k}) = 1, k ∈ Z. 2 Şŕř. 10.8. Ďőłăęĺšě, ůšő (10.31) śŕřăćěďńĺćő ŕ.ŋ. ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ z_k ∼ N (0; 1), k ∈ Z. Šőůŋěě čőćőř£, ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ šăłőň ćżąőřě z_k, k ∈ Z, ŕřăćă£ ůăśšĳ (10.31) ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿, £ćń£¿źş¿ś£ űěŋšřĺřőćăŋŋżň čăşśśőćśłĺň ŕřőűěśśőň ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ min{s; t}, s; t ∈ [0; 2ı].

Ďăńěě ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě şšěřęďěŋĺ£, őšŋőś£źĺěś£ ł šěőřĺĺ őŕěřăšőřőć ć čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŕřěďńăčăěšś£ ćżŕőńŋĺšĳ ¡ńěňěŋšăřŋőě

Şŕř. 10.9. Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ [a; b]} { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ L^2-ŕřőűěśś, ŋěŕřěřżćŋżľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă őšřěğłě [a; b]. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŋă [a; b] ŋěŕřěřżćŋă ťşŋłűĺ£ m(t) = EX(t) ĺ ŋă [a; b] × [a; b] ŋěŕřěřżćŋă łőăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ r(s; t) = cov(X(s); X(t)).

Ś ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [a; b] × [a; b] łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r ść£ęěň őčřăŋĺůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř Ťřěďčőńĳňă, łőšőřżľ ďěľśšćşěš ć L^2[a; b] ĺ ććőďĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Af(s) = ∫_b a r(s; t)f(t)dt; f ∈ L^2[a; b]; (10.33)

r ŕřĺ ¡šőň ŋăğżćăěšś£ £ďřőň ĺŋšěčřăńĳŋőčő őŕěřăšőřă A.

Şŕř. 10.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ććěďěŋŋżľ ć (10.33) őŕěřăšőř A łőňŕăłšěŋ (őčřăŋĺůěŋŋőě ŕő ŋőřňě ňŋőęěśšćő ŕěřěćőďĺš ć ŕřěďłőňŕăłšŋőě).

Łřőňě šőčő A { őŕěřăšőř Čĺńĳąěřšă { Ÿňĺďšă (śň. [?]), ŕőśłőńĳłş ∫_b a ∫_b a |r(s; t)|^2dsdt < ∞: (10.34)

Ğăňěšĺň, ůšő A £ćń£ěšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżň őŕěřăšőřőň, š.ł. (śň. [?, ś. 531]) ěčő śőŕř£ęěŋŋżľ A^∗ ğăďăěšś£ ¡řňĺšőćő śőŕř£ęěŋŋżň £ďřőň r(t; s), ă ďń£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ r(s; t) = r(t; s) ŕřĺ ćśěţ s; t.

Ŋăŕőňŋĺň (śň. [?], čń. 4, §6) łńăśśĺůěśłĺľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă Ď10.11 (Čĺńĳąěřš { Ÿňĺďš). Ŕşśšĳ A { łőňŕăłšŋżľ śăňőśőŕř£-

ęěŋŋżľ őŕěřăšőř ć (łőňŕńěłśŋőň) čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě H. Šőčďă śşźěśšćşěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋă£ śĺśšěňă {ffi_n}_{n∈J} śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć A, őšćěůă¿- źĺţ ŋěŋşńěćżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, šăłĺţ, ůšő ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš h ∈ H ğăŕĺśżćăěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ć ćĺďě h = ∑ n∈J c_nffi_n + u; (10.35)

čďě c_n ∈ C , n ∈ J, ă u ∈ KerA, š.ě. Au = 0. Ňŋőęěśšćő J ćśěčďă łőŋěůŋő ĺńĺ śůěšŋő (ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ř£ď (10.35) śţőďĺšś£ ŕő ŋőřňě ‖ · ‖ = (·; ·)^{1/2}). Šőůŋěě čőćőř£, ć śĺńş łőňŕăłšŋőśšĺ A ůĺśńő śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ –_n ćő ćŋěÿŋőśšĺ ń¿- ąőčő łřşčă ś űěŋšřőň ć 0 łőŋěůŋő, ŕő¡šőňş ĺţ ňőęŋő ŕěřěŋşňěřőćăšĳ ć ŕőř£ďłě ŋěşążćăŋĺ£ ňőďşńěľ |–_1| ¿ |–_2| ¿ : : : . Ěśńĺ J śůěšŋő, šő lim_{n→∞} –_n = 0.

Őšňěšĺň, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő őŕěřăšőřă A ć H ďěľśšćĺšěńĳŋż, ă śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, őřšőčőŋăńĳŋż, šăł ůšő (ffi_n; u) = 0, n ∈ J.

Ďń£ őŕěřăšőřă A ĺğ (10.33) ć śĺńş śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ H = L^2[a; b] ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě KerA ňőęŋő ćżąřăšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {ffi_k}_{k∈M} , čďě M { łőŋěůŋő ĺńĺ śůěšŋő (śůĺšăěň ňŋőęěśšćă M ĺ J ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£, ěśńĺ KerA = 0, šő M = ?). Ďőŕőńŋĺć śĺśšěňş {ffi_n}_{n∈J} ďő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă {ffi}_{n∈J∪M} ć H, ŕěřěŕĺÿěň (10.35) ć ćĺďě řăğńőęěŋĺ£ ŕő śőąśšćěŋŋőňş ąăğĺśş A: h = ∑ k∈J∪M c_kffi_k; c_k = (h; ffi_k); k ∈ J ∪ M: (10.36)

Ěśńĺ śěňěľśšćő ĺŋďěłśőć J ∪ M śůěšŋő, ¡šőš ř£ď Ťşřĳě śţőďĺšś£ ŕő ŋőřňě L^2[a; b].

Ć śĺńş şŕřăęŋěŋĺľ 10.9 ĺ 10.10 ďń£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ r ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]} ĺňěěň śőčńăśŋő (10.36) ŕřĺ łăęďőň t ∈ [a; b]

r(t; ·) = ∑ k∈J∪M c_k(t)ffi_k(·); (10.37)

Ğďěśĳ

c_k(t) = ∫_b a r(t; s)ffi_k(s)ds = –_kffi_k(t) = –_kffi_k(t); (10.38)

ŕő¡šőňş

r(t; ·) = ∑ k∈J –_kffi_k(·)ffi_k(t): (10.39)

Ěśńĺ J { śůěšŋő, šő ř£ďż (10.36), (10.39) śţőď£šś£ ć L^2[a; b] ŕřĺ ń¿ąőň t ∈ [a; b]. Ňż şůńĺ, ůšő ćśě –_k ďěľśšćĺšěńĳŋż ĺ, ůšő –_k = 0, k ∈ M.

Şŕř. 10.12. Ďőłăęĺšě, ůšő –k > 0 ŕřĺ k ∈ J ć śĺńş ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ r.

Śŕřăćěďńĺćő şśĺńěŋĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ (10.39), łăł ŕőłăğżćăěš

Šěőřěňă Ď10.13 (Ňěřśěř). Ŕşśšĳ r { ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă [a; b] × [a; b] łőćăřĺăűĺ-

őŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ďń£ ćśěţ s; t ∈ [a; b]

r(s; t) = ∑ k∈J –_kffi_k(s)ffi_k(t); (10.40)

ŕřĺůěň, ěśńĺ J { śůěšŋő, šő ř£ď (10.40) śţőďĺšś£ ăąśőń¿šŋő ĺ řăćŋőňěřŋő ŋă [a; b] × [a; b]. Ğďěśĳ, ŕő-ŕřěęŋěňş –_k ĺ ffi_k őąőğŋăůă¿š ŕőńőęĺšěńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ őŕěřăšőřă (10.33).

Ć łăůěśšćě śńěďśšćĺ£ őšś¿ďă ćżšěłăěš

Šěőřěňă Ď10.14 (Łăřşŋěŋ { Ńő¡ć). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ [a; b]} { ŋěŕřě-

řżćŋżľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă [a; b] űěŋšřĺřőćăŋŋżľ L^2-ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r. Šőčďă ŕřĺ łăęďőň t ∈ [a; b]

X(t) = ∑ k∈J √ –_kffi_k(t)z_k ŕ.ŋ., (10.41)

čďě –_k, ffi_k { šě ęě, ůšő ĺ ć (10.40), ă {z_k; k ∈ J} { űěŋšřĺřőćăŋŋżě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż. Ďń£ śůěšŋőčő J ř£ď (10.41) śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň.

2 Ŕőńőęĺň T = [a; b], ~ = J ĺ f(t; k) =^√–kffik(t) ďń£ t ∈ T , k ∈ ~. Šőčďă (10.40)

ŕřěćřăźăěšś£ ć (10.21), čďě — { śůĺšă¿źă£ ňěřă ŋă ~, š.ě. —({k}) = 1 ďń£ k ∈ ~. Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ (10.13). 2

Şŕř. 10.15. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ďőłăęĺšě, őűěŋĺć

E|X(t) −^∑_{k6n}^√–kffik(t)zk|^2;

ůšő ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż Ď10.14, šő ć řăğńőęěŋĺĺ (10.41) ňőęŋő ćżąřăšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋżě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě ćěńĺůĺŋż

z_k = 1√ –_k ∫_b a X(t)ffi_k(t)dt; (10.42)

čďě ĺŋšěčřăń őŕřěďěń£ěšś£ (ĺ śşźěśšćşěš) łăł ŕřěďěń ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň Řĺňăŋă. Ďń£ ¡šőčő őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [a; b] × [a; b] łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ r śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ ffi_k ∈ C[a; b], k ∈ J. Łřőňě šőčő, ďőłăęĺšě, ůšő śřěďŋěłćăďřăšĺůěśłă£ śţőďĺňőśšĳ ć (10.41) ś ďăŋŋżňĺ z_k, k ∈ J, ąşďěš řăćŋőňěřŋă ŕő t ∈ [a; b].

Ŕřĺňěř Ď10.16. Ŋăľďěň řăğńőęěŋĺě Łăřşŋěŋă { Ńő¡ćă ďń£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă W (t), t ∈ [0; 1].

2 Őŕřěďěńĺň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ ĺŋšěčřăńĳŋőčő őŕě-

řăšőřă, őšćěůă¿źěčő ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [0; 1]×[0; 1] łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ r(s; t) = min{s; t}, s; t ∈ [0; 1]. Šăł łăł –_k > 0 ďń£ k ∈ J śőčńăśŋő şŕř. 10.12, ă ffi_k ∈ C[0; 1] śőčńăśŋő şŕř. 10.15, řěÿĺň őšŋőśĺšěńĳŋő – > 0 ĺ ffi ∈ C[0; 1] şřăćŋěŋĺě ∫_1 0 r(s; t)ffi(t)dt = –ffi(s); s ∈ [0; 1]; (10.43)

š.ě. ∫_s 0 tffi(t)dt + s

∫_1 s ffi(t)dt = –ffi(s): (10.44)

Ŕőśłőńĳłş ńěćă£ ůăśšĳ (10.44) ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć łăęďőľ šőůłě s ∈ [0; 1] (ć łőŋűăţ őšřěğłă őďŋőśšőřőŋŋĺě ŕřőĺğćőďŋżě), šő ffi ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, ĺ ∫_1 s ffi(t)dt = –ffi^′(s); s ∈ [0; 1]:

Śŋőćă ďĺťťěřěŋűĺřş£ ŕő s őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă, ĺňěěň

ffi^{′′}(s) = −(1=–)ffi(s): (10.45)

Őąźěě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (10.45) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

ffi(s) = A cos(s= √ –) + B sin(s= √ –); čďě A, B { łőŋśšăŋšż. Şůĺšżćă£, ůšő ffi(0) = 0, ffi^′(1) = 0, ŋăţőďĺň

A = 0; (B= √ –) cos(1= √ –) = 0;

őšłşďă

–_k = ((k + 1=2)ı)^{−2}; k ∈ Z_+ = {0; 1; : : : }: (10.46)

Şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ

∫_1 0 ffi^2_k(s)ds = 1 ďăěš

ffi_k(t) = √ 2 sin((k + 1=2)ıs); s ∈ [0; 1]; k ∈ Z_+: (10.47)

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćśě ŋăľďěŋŋżě –_k ĺ ffi_k, k ∈ Z_+, şďőćńěšćőř£¿š ĺśţőďŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (10.44). Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěň

W (t) = √ 2 ∞∑ k=0 sin((k + 1=2)ıt)

(k + 1=2)ıt z_k; (10.48)

čďě {z_k; k ∈ Z_+} {ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ĺ űěŋšřĺřőćăŋŋżţ ć śĺńş şŕřăęŋěŋĺ£ 10.15 śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ă ř£ď ć (10.48) śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň řăćŋőňěřŋő ŋă [0; 1]. 2

Şŕř. 10.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ X = {X(t); t ∈ T } { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś, šő L^2[X] ěśšĳ čăşśśőćśłă£ śĺśšěňă, š.ě. ďń£ ń¿ąőčő n ĺ ń¿ążţ Y_1; : : : ; Y_n ∈ L^2[X] ćěłšőř (Y_1; : : : ; Y_n) ĺňěěš čăşśśőćśłőě řăśŕřěďěńěŋĺě.

Ğăňěůăŋĺě Ď10.18. Ŕřěďżďşźěě şŕřăęŋěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő L^2[W (t); t ∈ [0; 1]] { čăşśśőćśłă£ śĺśšěňă. Śőčńăśŋő şŕřăęŋěŋĺ¿ 10.15 {z_k; k ∈ Z_+} { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ŕőśłőńĳłş ďń£ űěŋšřĺřőćăŋŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă ŋěğăćĺśĺňőśšĺ, ŕřĺňěŋĺć şŕřăęŋěŋěŋĺě 5.8, ŕőńşůăěň, ůšő ř£ď (10.48) ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; 1] śţőďĺšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă, čďě ŋěğăćĺśĺňżě z_k ∼ N (0; 1), k ∈ Z_+, őŕřěďěńěŋż ŋă šőň ęě (˙; F; P ), ůšő ĺ ďăŋŋżľ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 10.19. Ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő ěśńĺ ćğ£šĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ z_k ∼ N (0; 1), k ∈ Z_+, šő ŕřăćă£ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (10.48) őŕřěďěńĺš ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś ŋă [0; 1]?

Şŕř. 10.20. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş őŕěřăšőř Ťřěďčőńĳňă, řăśśňőšřěŋŋżľ ć ŕřĺňěřě Ď10.16, ĺňěěš KerA = 0. Ŕőśšřőľšě ŕřĺňěř ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]}, ďń£ łőšőřőčő őŕěřăšőř (10.33) ĺňěěš KerA ≠ 0.

Şŕř. 10.21. Ŋăľďĺšě řăğńőęěŋĺě Łăřşŋěŋă { Ńő¡ćă ďń£ ąřőşŋőćśłőčő ňőśšă

W_0(t) = W (t) − tW (1); t ∈ [0; 1]:

Ćżćěďĺšě őšś¿ďă ŕřěďśšăćńěŋĺě ďń£ W (t), t ∈ [0; 1], őšńĺůŋőě őš (10.48).

Şŕř. 10.22. Ŋăľďĺšě ŋă őšřěğłě [0; c] řăğńőęěŋĺě Łăřşŋěŋă { Ńő¡ćă ďń£ ŕřőűěśśă Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă, ĺňě¿źěčő łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r(s; t) = e^{−α|s−t|}, čďě ¸ > 0, s; t ∈ R.

Şŕř. 10.23. Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ R} { ŋěŕřěřżćŋżľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŕřőűěśś ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r(s; t) = R(s−t). Ŕşśšĳ X { ŕěřĺőďĺůěśłĺľ ŕřőűěśś ś ŕěřĺőďőň fi, š.ě. X(t + fi) = X(t) ŕ.ŋ. ďń£ łăęďőčő t ∈ R. Ŋăľďĺšě řăğńőęěŋĺě Łăřşŋěŋă { Ńő¡ćă ďń£ X.

Őšňěšĺň, ůšő ŕşăśśőŋőćśłĺě őřšőčőŋăńĳŋżě śńşůăľŋżě ňěřż ĺśŕőńĳğş- ¿šś£ ďń£ łăŋőŋĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ŕřőűěśśőć ś ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ (śň., ŋăŕř., [?], čń. VI, §4 ĺ [?], ů. 1, §15-18). Ŕřĺňěŋěŋĺ£ň řăğńĺůŋżţ łăŋőŋĺůěśłĺţ řăğńőęěŋĺľ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŕőść£źěŋż ňőŋőčřăťĺĺ [?], [?], [?]. Őśőąěŋŋő ćăęŋőě ğŋăůěŋĺě łăŋőŋĺůěśłĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ĺňě¿š ďń£ ŕřĺńőęěŋĺľ šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć ł řěÿěŋĺ¿ ğăďăů őąŋăřşęěŋĺ£ ĺ ćőśŕřőĺğćěďěŋĺ£ śĺčŋăńőć ć ŕřĺśşšśšćĺĺ ŕőňěţ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ąőńĳÿőľ ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš ćőŕřőś, łőčďă ć šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ğăďăůě ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ łőŋěůŋżň ůĺśńőň ůńěŋőć, şůăśšćş¿źĺţ ć łăŋőŋĺůěśłőň řăğńőęěŋĺĺ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ĺńń¿śšřĺřş¿źĺě ŕřĺňěřż šăłőčő řőďă ňőęŋő ŋăľšĺ ć §174 [?].

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőčő řăğďěńă řăśśňőšřĺň ěźě őďŋş ťőřňş łăŋőŋĺůěśłĺţ řăğńőęěŋĺľ, ŕřĺćőď£źş¿ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ł ĺğşůěŋĺ¿ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ śěňěľśšćőň ŋěśńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ.

Ŕşśšĳ H { čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ŋěłőšőřżţ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ ŋă T . Ťşŋłűĺ£ K : T × T → C ŋăğżćăěšś£ ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H, ěśńĺ

1^∘. K(t; ·) ∈ H ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T , 2^∘. ⟨f; K(t; ·)⟩ = f(t) ďń£ ń¿ąőčő f ∈ H, čďě ⟨·; ·⟩ { śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć H.

Šěőřěňă Ď10.24 (Ăřőŋÿăľŋ). Ďń£ šőčő, ůšőąż ťşŋłűĺ£ K ążńă ćőśŕřőĺğćő-

ď£źĺň £ďřőň ŋěłőšőřőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋă ążńă ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă.

2 Ŕşśšĳ K { ćőśŕřőĺğćőď£źěě £ďřő. Ďń£ ń¿ążţ n ∈ N, t1; : : : ; tn ∈ T ,

z_1; : : : ; z_n ∈ C ĺňěěň ∞∑ j,r=1 z_jz_r⟨K(t_j ; ·); K(t_r; ·)⟩ = ‖ n∑ j=1 z_jK(t_j; ·)‖^2;

ğďěśĳ ‖u‖^2 = ⟨u; u⟩, u ∈ H.

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ K { ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă T × T . Řăśśňőšřĺň Lin(K) { ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ťşŋłűĺľ K(·; t), t ∈ T . Ďń£ f; g ∈ Lin(K), š.ě. ďń£ ťşŋłűĺľ ćĺďă f = n∑ j=1 a_jK(t_j; ·); g = m∑ r=1 b_rK(s_r; ·); (10.49)

čďě a_j; b_r ∈ C , t_j; s_r ∈ T (j = 1; : : : ; n, r = 1; : : : ; m), ŕőńőęĺň

⟨f; g⟩ := n∑ j=1 m∑ r=1 a_jb_rK(t_j; s_r): (10.50)

Şŕř. 10.25. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕřěďěńěŋĺě (10.50) łőřřěłšŋő, š.ě. ŋě ğăćĺś£š őš šőčő, ś ŕőňőźĳ¿ łăłĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_j, b_r ĺ łăłĺţ šőůěł t_j, s_r ğăŕĺśăŋż ťşŋłűĺĺ f; g ∈ Lin(K).

Ĺğ (10.50) ćĺďĺň, ćżąřăć b_r = ‹_{ir}, i; r ∈ {1; : : : ; m}, ůšő

⟨f; K(s_i; ·)⟩ = n∑ j=1 a_jK(t_j; s_i) = f(s_i):

Ŕőśłőńĳłş s_i { ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă, ŕőńşůăěň śćőľśšćő 2^∘.

Ć śĺńş ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ K ťşŋłűĺ£ ⟨·; ·⟩, ććěďěŋŋă£ ć (10.50), őąńăďăěš ŋă Lin(K)×Lin(K) ćśěňĺ śćőľśšćăňĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (ŕő£śŋĺšě). Ďń£ f ∈ Lin(K) ŕőńőęĺň ‖f‖^2 = ⟨f; f⟩. Šěŕěřĳ ŕőŕőńŋĺň Lin(K) ŕő ‖ · ‖. Ěśńĺ f_n { ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ć Lin(K), šő ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T , ŕřĺňěŋ££ ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ { Ąşŋ£łőćśłőčő { Ÿćăřűă, ŕőńşůăěň

|f_N (t) − f_M (t)| = |⟨f_N − f_M ; K(t; ·)⟩| 6 ‖f_N − f_M ‖(K(t; t))^{1/2}: (10.51)

Ňż şůńĺ, ůšő ‖K(t; ·)‖^2 = ⟨K(t; ·); K(t; ·)⟩ = K(t; t). Šăłĺň őąřăğőň, {f_N } őŕřěďěń£ěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f ŋă T . Őąőğŋăůĺň H şłăğăŋŋőě ŕőŕőńŋěŋĺě Lin(K). Ďń£ f; g ∈ H ďőőŕřěďěńĺň ⟨·; ·⟩ ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ğăćěřÿăěš Şŕř. 10.26. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě H £ćń£ěšś£ čĺńĳąěřšőćżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ĺňě¿źĺň ťşŋłűĺ¿ K ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň. 2

Śőčńăśŋő šěőřěňě 3.3 łńăśś ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ ťşŋłűĺľ śőćŕăďăěš ś łńăśśőň łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕő¡šőňş ń¿ąş¿ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r(s; t), s; t ∈ T ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ćőśŕřőĺğćőď£źěě £ďřő ŋěłőšőřőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ⟨·; ·⟩ (ŕő šěőřěňě Ď10.24 ňż ğŋăěň, łăłőćő H). Śńěďőćăšěńĳŋő,

r(s; t) = ⟨r(s; ·); r(t; ·)⟩: (10.52)

Šěőřěňă Ď10.27 (Ŕăřğěŋ). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ T } ěśšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ L^2-ŕřőűěśś ŋă (˙; F; P ) ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r(s; t), s; t ∈ T . Ŕşśšĳ H { čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő ś ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň r ĺ śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ⟨·; ·⟩. Šőčďă ŋă (˙; F; P ) śşźěśšćşěš űěŋšřĺřőćăŋŋżľ L^2-ŕřőűěśś Y = {Y (h); h ∈ H} šăłőľ, ůšő

X(t) = Y (r(t; ·)) ŕ.ŋ. ďń£ łăęďőčő t ∈ T; (10.53)

(Y (h); Y (g)) = ⟨h; g⟩ ďń£ ń¿ążţ h; g ∈ H; (10.54)

ğďěśĳ (; ”) = E” ďń£ ; ” ∈ L^2(˙; F; P ). Ŕřĺ ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćă L^2[X] ĺ H ĺğőňěšřĺůŋż, ğďěśĳ L^2[X] { ¡šő ğăňżłăŋĺě ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň Lin(X) (š.ě. ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ X).

2 Ďń£ h =^{∑n}_{k=1} ckr(tk; ·) ∈ H, ck ∈ C , tk ∈ T , k = 1; : : : ; n, n ∈ N, ŕőńőęĺň

Y (h) := n∑ k=1 c_kX(t_k):

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő ĺ ğăďăěš ĺğőňěšřĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě, łőšőřőě ŕřőďőńęăěšś£ ŋă H ĺ őąńăďăěš ĺśłőňżňĺ śćőľśšćăňĺ. 2

Ňěęďş šěőřěňăňĺ Ď10.27 ĺ 10.13 ĺňěěšś£ šěśŋă£ ść£ğĳ, łăł ŕőłăğżćăěš Şŕř. 10.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ r ďőŕşśłăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě (10.21), šő čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H ś ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň r śőśšőĺš ĺğ ťşŋłűĺľ

h(t) = ∫ ~ g(–)f(t; –)—(d–); g ∈ L^2[f]; (10.55)

čďě L^2[f] { ğăňżłăŋĺě ć L^2(~; A; —) ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ťşŋłűĺľ f(t; ·), t ∈ T (ć ůăśšŋőśšĺ, g ňőęěš £ćŋő ğăćĺśěšĳ ĺ őš t, ŋăŕřĺňěř, śőćŕăďăšĳ ś f(t; ·)). Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć H ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

⟨h_1; h_2⟩ = ∫ ~ g_1(–)g_2(–)—(d–); (10.56)

čďě h_k ĺ g_k, k = 1; 2 ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň (10.55). Ŕşśšĳ Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă B ∈ M×(˙; F; P ), ĺňě¿źă£ śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ — (śň. šěőřěňş 10.10), ĺ ŕşśšĳ L^2[f] = L^2(~; A; —). Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ďń£ ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ T } ćĺďă (10.22), ŕřőűěśś Y , ťĺčşřĺřş¿źĺľ ć šěőřěňě Ď10.27, ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

Y (h) = ∫ ~ g(–)Z(d–); (10.57)

čďě h őŕřěďěń£ěšś£ ŕő g śőčńăśŋő (10.55).

Şŕř. 10.29. Ďőłăęĺšě, ůšő (ďěľśšćĺšěńĳŋőě) čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H ś ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň r(s; t) = min{s; t}, s; t ∈ R_+ (š.ě. r { łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă), śőśšőĺš ĺğ ťşŋłűĺľ

h(t) = ∫_t 0 g(–)d–; t ∈ R_+; ∫_∞ 0 g^2(–)d– < ∞; (10.58)

čďě d– { ňěřă Ńěąěčă. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş L^2[W ], š.ě. ğăňłŋşšă£ ć L^2(˙; F; P ) ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă W (t), t ∈ R_+, śőśšőĺš ĺğ ćěńĺůĺŋ ćĺďă (10.57), čďě Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă B ∈ M×(˙; F; P ), ŕőřőęďěŋŋă£ śăňĺň ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň (śň. ŕřĺňěř 10.2), ă ťşŋłűĺ£ g şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (10.58).

Ğăňěůăŋĺě Ď10.30. Ÿăř Ÿšřăśśěŋă (śň. šěőřěňş Ď4.11 ŕřĺ q = 1) { ¡šő ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě H ťşŋłűĺľ ŋă [0; 1] ś ćőśŕřőĺğćőď£źĺň £ďřőň r(s; t) = min{s; t}, s; t ∈ [0; 1]. Ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ ăŋăńőčĺůŋżľ ćżćőď ĺ ďń£ ćěłšőř-ťşŋłűĺľ ŕřĺ q > 1.

Ńěłűĺ£ 11. Śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć

Śšăűĺőŋăřŋżě ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśśż ĺ ĺţ łőćăřĺăűĺőŋŋżě ťşŋłűĺĺ. Šěőřěňă Čěřčńőšűă. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŕřőűěśśőć ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň. Šěőřěňă Ąőţŋěřă{Ţĺŋůĺŋă. Śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć ś ŋěŕřěřżćŋżň ĺ ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň. İřčőďĺůŋőśšĳ ć L^2(˙). Ŕřőűěśśż śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő. Śšăšĺśšĺůěśłőě őűěŋĺćăŋĺě łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĺ. Ŕěřĺőďőčřăňňă ĺ ěě şśřěďŋěŋĺě. Ğăďăůă ńĺŋěľŋőčő ŕřőčŋőğă. Řěčşń£řŋżě ĺ śĺŋčşń£řŋżě ŕřőűěśśż. Řăğńőęěŋĺě Ćőńĳďă. Řěčşń£řŋżě ŕřőűěśśż, łăł ťĺğĺůěśłĺ őśşźěśšćĺňżě ťĺńĳšřż. Łřĺšěřĺľ Łőńňőčőřőćă řěčşń£řŋőśšĺ ŕřőűěśśă.

İšă ńěłűĺ£ ŕőść£źěŋă, čńăćŋżň őąřăğőň, śŕěłšřăńĳŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ šăł ŋăğżćăěňżţ śšăűĺőŋăřŋżţ (ć ÿĺřőłőň śňżśńě) śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, łőšőřőě ąşďěš ŕőńşůěŋő, łăł śńěďśšćĺě ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż Łăřşŋěŋă. Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋőćżě ŕőŋ£šĺ£ ĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżě řěğşńĳšăšż.

Łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ g(t); t ∈ T , ğăďăŋŋă£ ŋă čřşŕŕě T (ćś¿ďş ďăńěě { ŕő śńőęěŋĺ¿), ŋăğżćăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ťşŋłűĺ£ R(s; t) = g(s − t), s; t ∈ T , š.ě. ćżŕőńŋěŋő (3.6). Łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ L^2 { ŕřőűěśś {X(t); t ∈ T } (š.ě. E|X(t)|^2 < ∞, t ∈ T ), čďě T { čřşŕŕă, ŋăğżćăěšś£ śšăűĺőŋăřŋżň ć ÿĺřőłőň śňżśńě, ěśńĺ

EX(t) = a ŕřĺ ćśěţ t ∈ T; (11.1)

r(s; t) = cov(X(s); X(t)) = r(s − t; 0) =: R(s − t) ŕřĺ ćśěţ s; t ∈ T; (11.2)

Ĺğ šěőřěňż 3.3 ćżšěłăěš, ůšő łńăśś ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ ťşŋłűĺľ {R(t); t ∈ T }, čďě T { čřşŕŕă, śőćŕăďăěš ś łńăśśőň łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋł-

űĺľ śšăűĺőŋăřŋżţ (čăşśśőćśłĺţ) ŕřőűěśśőć {X(t); t ∈ T }.

Ŕřőűěśś {X(t); t ∈ T }, čďě T { čřşŕŕă, ŋăğżćăěšś£ śšăűĺőŋăřŋżň ć şğłőň śňżśńě, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ćśěţ u; t_1; : : : ; t_n ∈ T

(X(t_1 + u); : : : ; X(t_n + u))^D= (X(t_1); : : : ; X(t_n));

š.ě. ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ śďćĺčăţ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő śšăűĺőŋăřŋżľ ć şğłőň śňżśńě L^2-ŕřőűěśś ąşďěš śšăűĺőŋăřěŋ ć ÿĺřőłőň śňżśńě. Ďń£ čăşśśőćśłĺţ ŕřőűěśśőć ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£ śőćŕăďă¿š.

Őŕĺśăŋĺě ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă Z ďăěš śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 11.1 (Čěřčńőšű). Ťşŋłűĺ£ R(n); n ∈ N, £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő

őŕřěďěńěŋŋőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

R(n) = π∫ −π e^{inλ}Q(d–); n ∈ Z; (11.3)

čďě Q { ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B([−ı; ı]). Ğďěśĳ ĺ ďăńěě ∫_π −π őąőğŋăůăěš ĺŋšěčřăń ŕő őšřěğłş [−ı; ı].

2 Őůěćĺďŋő, ťşŋłűĺ£ (11.3) £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ŕőśłőńĳłş

ďń£ ń¿ążţ n ∈ N, ćśěţ t_1; : : : ; t_n ∈ Zĺ z_1; : : : ; z_n ∈ C n∑ k,q=1 z_kz_qR(t_k − t_q) = π∫ −π | | | n∑ k=1 z_ke^{itkλ} | | |^2Q(d–) ¿ 0: (11.4)

Őąřăšŋő. Ďń£ N ¿ 1 ĺ – ∈ [−ı; ı] ććěďěň ŋěŕřěřżćŋżě ĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě (ć śĺńş ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ R(·)) ťşŋłűĺĺ

f_N (–) = 1 2ıN N∑ k=1 N∑ q=1 R(k − q)e^{−ikλ}e^{iqλ} = 1 2ı ∑ |m|<N (1 − |m|=N)R(m)e^{−imλ}: (11.5)

Ňż şůńĺ, ůšő ĺňěěšś£ N−|m| ŕăř (k; q), ďń£ łőšőřżţ k−q = m (ğďěśĳ k; q ∈ {1; : : : ; N}, |m| < N). Őŕřěďěńĺň ŋă B([−ı; ı]) ňěřş Q_N ś ŕńőšŋőśšĳ¿ f_N ŕő ňěřě Ńěąěčă, š.ě. ŕőńőęĺň Q_N (B) = ∫ B f_N (–)d–; B ∈ B([−ı; ı]):

Šőčďă, śőčńăśŋő ťőřňşńě (2.10), ďń£ N ¿ 1 ĺňěěň π∫ −π e^{inλ}Q_N (d–) = π∫ −π e^{inλ}f_N (–)d– = { (1 − |n|=N)R(n); |n| < N;

0; |n| ¿ N: (11.6)

Ŕő šěőřěňě Ŕřőţőřőćă (ďőłăğăŋŋőľ ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 4), ćğ£ć łőňŕăłš K = [−ı; ı] ĺ ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő Q_N ([−ı; ı]) = R(0) < ∞ ďń£ ćśěţ N (ŕőďśšăćń£ěň n = 0 ć (11.6)), ŋăţőďĺň ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {N_k} ⊂ N šăłş¿, ůšő Q_{Nk} ⇒ Q, čďě Q { ŋěłőšőřă£ łőŋěůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ňěřă ŋă [−ı; ı]. Šőčďă, şůĺšżćă£ (11.6), ŕőńşůĺň ďń£ łăęďőčő n ∈ Z π∫ −π e^{inλ}Q(d–) = lim_{k→∞} π∫ −π e^{inλ}Q_{Nk} (d–) = R(n): 2

Łăł śńěďśšćĺě ćżćőďĺň śńěďş¿źĺľ ćăęŋżľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă 11.2. Ŕşśšĳ {X(t); t ∈ Z} { űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřő-

łőň śňżśńě ŕřőűěśś, őŕřěďěńěŋŋżľ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ). Šőčďă ŋă šőň ęě ćěřő- £šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z(·), ğăďăŋŋă£ ŋă B([−ı; ı]), šăłă£, ůšő

X(t) = π∫ −π e^{itλ}Z(d–); t ∈ Z: (11.7)

2 Ŕő šěőřěňě Čěřčńőšűă ďń£ s; t ∈ Z

r(s; t) = cov(X(s); X(t)) = π∫ −π e^{i(s−t)λ}Q(d–) = π∫ −π e^{isλ}e^{itλ}Q(d–); (11.8)

čďě Q { łőŋěůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ňěřă ŋă B([−ı; ı]). Ğŋăůĺš, ŕřĺňěŋĺňă šěőřěňă Łăřşŋěŋă (šěőřěňă 10.13), čďě f(t; –) = e^{itλ}, – ∈ [−ı; ı], t ∈ Z. Ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (10.23). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺğ L^2 = L^2([−ı; ı]; B([−ı; ı]); Q) ňőęŋő ăŕŕřőłśĺňĺřőćăšĳ ć L^2 ŋěŕřěřżćŋőľ, ŕřĺŋĺňă¿źěľ őďĺŋăłőćżě ğŋăůěŋĺ£ ć šőůłăţ −ı ĺ ı, ă šăłă£ ťşŋłűĺ£ řăćŋőňěřŋő ŕřĺąńĺęăěšś£ śşňňăňĺ Ťěľěřă. 2 Ňěřş Q, ťĺčşřĺřş¿źş¿ ć (11.3), ňőęŋő ŕěřěőŕřěďěńĺšĳ (ŋě ňěŋ££ őąőğŋăůěŋĺľ), ŕěřěŋěś£ "ňăśśş" Q({−ı}) ĺğ šőůłĺ −ı ć ı, čďě ćőğŋĺłŋěš "ňăśśă" Q({−ı})+Q({ı}). Ŕřĺ ¡šőň ğŋăůěŋĺě ĺŋšěčřăńă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (11.3) ŋě ĺğňěŋĺšś£, ŕőśłőńĳłş e^{−inπ} = e^{inπ} ŕřĺ ćśěţ n ∈ Z. Şłăğăŋŋőě ŕěřěőŕřěďěńěŋĺě ďěńăěšś£ ńĺÿĳ ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřěďśšăćĺšĳ ĺŋšěčřăń ŕő ŕřőňěęşšłş (−ı; ı] łăł ĺŋšěčřăń ŕő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ. Ěśńĺ šăłőě ŕěřěŋěśěŋĺě ňăśśż ŕřőĺğćěďěŋő, šő Z({−ı}) = 0 ŕ.ŋ. ć śĺńş šěőřěňż 10.12, ŕő¡šőňş ĺ ć (11.7) ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ťăłšĺůěśłĺ ćěďěšś£ ŕő (−ı; ı]. Řăğşňěěšś£, ňőęŋő śćěśšĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ĺ ł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ ŕő ŕőńşĺŋšěřćăńş [−ı; ı).

Ć łăůěśšćě ŕřĺńőęěŋĺ£ śŕěłšřăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (11.7) řăśśňőšřĺň ćăřĺăŋš ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń.

Šěőřěňă 11.3. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 11.2. Šőčďă 1 N N −1∑

k=0 X_k^{L2(˙)}−→ Z({0}) ŕřĺ N → ∞: (11.9)

2 Ćőśŕőńĳğşěňś£ (11.7). Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ śšőţăśšĺůěśłőčő ĺŋšěčřăńă 1 N N −1∑

k=0 X_k = π∫ −π 1 N N −1∑

k=0 e^{ikλ}Z(d–) = π∫ −π ¯_N (–)Z(d–); čďě ¯_N (–) = 1 N (1 − e^{iNλ}) (1 − e^{iλ})

; – ≠ 0;

1; – = 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş šěőřěňż 10.10 ‖ ‖ ‖ 1 N N −1∑

k=0 X_k − Z{0} ‖ ‖ ‖_{L2(˙)} = π∫ −π |ffl_N (–)|^2G(d–); (11.10)

čďě ffl_N (–) = ¯_N (–) − 1_{{0}}(–), G(·) | śšřşłšşřŋă£ ňěřă, őšćěůă¿źă£ ňěřě Z(·). Şůĺ-

šżćă£, ůšő | | | 1 N N −1∑ k=0 e^{iλk} | | | 6 1, – ∈ R, ĺ šő, ůšő fflN (0) = 0 ĺ ďń£ – ≠ 0, – ∈ (−ı; ı]

|ffl_N (–)| 6 2 N|1 − e^{iλ}| → 0 ŕřĺ N → ∞;

ŕő šěőřěňě Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ ĺğ (11.10) ŕőńşůăěň (11.9). 2 Ğăňěůăŋĺě 11.4. Ěśńĺ {X(t); t ∈ Z} | śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś ĺ EX_t = a, t ∈ Z, šő

X_t − a = π∫ −π e^{itλ}Z(d–) ĺ 1 N N −1∑ k=0 (X_k − a) = 1 N N −1∑ k=0 X_k − a^{L2(˙)}−→ Z({0}). Śńěďőćăšěńĳŋő, 1 N N −1∑

k=0 X_k^{L2(˙)}−→ a ŕřĺ N → ∞ (11.11)

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă E|Z({0})|^2 = 0, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ G({0}) = 0, š. ě. ş śšřşłšşřŋőľ ňěřż (čőćőř£š šăłęě śŕěłšřăńĳŋőľ ňěřż) ŋěš ăšőňă ć ŋşńě. Śćőľśšćő (11.11) ŋăğżćăěšś£ ¡řčőďĺůŋőśšĳ¿ ć L^2(˙).

Řăśśňőšřĺň ŋă (˙; F; P ) łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ L^2-ŕřőűěśś {X_t; t ∈ R}. Ŕřőűěśś X(·) ŋěŕřěřżćěŋ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ć šőůłě t ∈ R, ěśńĺ

‖X(s) − X(t)‖ → 0 ŕřĺ s → t; (11.12)

čďě ‖‖ = (E||^2)^{1/2}, ∈ L^2(˙; F; P ). Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě őğŋăůăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ć łăęďőľ šőůłě ¡šőčő ňŋőęěśšćă.

Šěőřěňă 11.5. Śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś {X(t); t ∈ R} ŋěŕřě-

řżćěŋ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ R(·), őŕřěďěńěŋŋă£ ć (11.2), ŋěŕřěřżćŋă ć ŋşńě.

2 Ŕřőűěśśż X(t) ĺ X(t) − a, čďě a = const, őůěćĺďŋő, šőńĳłő őďŋőćřěňěŋŋő ŋě-

ŕřěřżćŋż (ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůŋőň) ć łăłőľ-ńĺąő šőůłě t ∈ R. Ŕő¡šőňş ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ ňőęěň śůĺšăšĳ ŕřőűěśś űěŋšřĺřőćăŋŋżň ĺ ĺňě¿źĺň łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r(s; t) = EX(s)X(t) = R(s − t) ďń£ s; t ∈ R. Ěśńĺ ŕřőűěśś {X(t); t ∈ R} ŋěŕřěřżćěŋ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă R, šő ďń£ s; t; u; v ∈ R

|r(u; v) − r(s; t)| 6 ‖X(u) − X(s)‖ ‖X(v)‖ + ‖X(s)‖ ‖X(v) − X(t)‖ → 0

ŕřĺ u → s ĺ v → t. Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň Łőÿĺ { Ąşŋ£łőćśłőčő { Ÿćăřűă ĺ šěň, ůšő ěśńĺ X(v)^{L2(˙)}−→ X(t), šő ĺ ‖X(v)‖ → ‖X(t)‖ ŕřĺ v → t. Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő R(t) − R(0) = r(t; 0) − r(0; 0).

Őąřăšŋő.

‖X(s) − X(t)‖^2 = −(R(t − s) − R(0)) − (R(s − t) − R(0)) → 0

ŕřĺ s → t, ěśńĺ R(·) ŋěŕřěřżćŋă ć 0. 2

Śńěďśšćĺě 11.6. Ťşŋłűĺ£ R(·), ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă£ ŋă R, ŋěŕřěřżćŋă

ŋă R šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă ŋěŕřěřżćŋă ć ŋşńě.

2 Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ R(·) ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ŋă R ĺ ŋěŕřěřżćŋă ć ŋşńě. Ŕő

šěőřěňě 3.3 śšřőĺň űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě (čăşśśőćśłĺľ) ŕřőűěśś {X(t); t ∈ R} ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r(s; t) = EX(s)X(t) = R(s − t), s; t ∈ R. Ć śĺńş šěőřěňż 11.5 ¡šőš ŕřőűěśś ŋěŕřěřżćěŋ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň

ŋă R. Šőčďă

|R(s) − R(t)| = |EX(t)X(0) − EX(s)X(0)| 6 ‖X(t) − X(s)‖‖X(0)‖ → 0

ŕřĺ s → t. Šăłĺň őąřăğőň, R(·) ŋěŕřěřżćŋă ŋă ćśěľ ŕř£ňőľ. 2

Őŕĺśăŋĺě łőćăřĺăűĺőŋŋżţ ťşŋłűĺľ śšăűĺőŋăřŋżţ (ć ÿĺřőłőň śňżśńě) ŕřőűěśśőć, ŋěŕřěřżćŋżţ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă R, śőďěřęĺš

Šěőřěňă 11.7 (Ąőţŋěř{Ţĺŋůĺŋ). Ŕşśšĳ R(t), t ∈ R, | ŋěŕřěřżćŋă£ ć ŋşńě

ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő t ∈ R

R(t) = ∞∫ −∞ e^{itλ}G(d–); (11.13)

čďě G | ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă B(R).

Őůěćĺďŋő, ťşŋłűĺ£ (11.13) £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă ćśěľ ŕř£ňőľ. Śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő (11.5) şąěęďăěňś£, ůšő őŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺ£ šěőřěňż 11.7 ŋě šőńĳłő ďőśšăšőůŋż, ŋő ĺ ŋěőąţőďĺňż. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ąőţŋěřă { Ţĺŋůĺŋă ĺ ěě őąőąźěŋĺ£ ďăŋż ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 4.

Ğăňěůăŋĺě 11.8. Ěśńĺ ňěřă G, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (11.13), ďń£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă X(t), t ∈ R, ĺňěěš ŕńőšŋőśšĳ f(–) ŕő ňěřě Ńěąěčă, š. ě. ďń£ ń¿ąőčő t ∈ R

R(t) = ∞∫ −∞ e^{itλ}f(–) d–;

šő ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĳ¿ ŕřőűěśśă. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 11.7, ŕřőćěďěŋŋőčő ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 4, ćżšěłăěš, ůšő ěśńĺ R(·) ∈ L^1(R), šő śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋă£ ĺ őčřăŋĺůěŋŋă£ ŋă ćśěľ ŕř£ňőľ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕńőšŋőśšĳ, ğăďăćăěňă£ ťőřňşńőľ (??).

Šěőřěňă 11.9 (Łőńňőčőřőć { Łřăňěř). Ŕşśšĳ ŋă ŋěłőšőřőň (˙; F; P ) ğăďăŋ

űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŋěŕřěřżćŋżľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś {X(t); t ∈ R} (ďőśšăšőůŋő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ šőńĳłő ć ŋşńě). Šőčďă ŋă šőň ęě ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z(·), ğăďăŋŋă£ ŋă B(R), šăłă£ ůšő

X(t) = ∞∫ −∞ e^{itλ}Z(d–); t ∈ R: (11.14)

2 Ć śĺńş šěőřěňż 11.5 ťşŋłűĺ£ R(t) = EX(t)X(0) ŋěŕřěřżćŋă (ŋă R) ĺ śőčńăśŋő

šěőřěňě 3.3 ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Ŕő šěőřěňě Ąőţŋěřă{Ţĺŋůĺŋă ĺňěěš ňěśšő ŕřěďśšăćńěŋĺě (11.13). Śńěďőćăšěńĳŋő,

r(s; t) = cov(X(s); X(t)) = R(s − t) = ∞∫ −∞ e^{i(s−t)λ}G(d–) = ∞∫ −∞ e^{isλ}e^{itλ}G(d–);

čďě G(·) | łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă ff-ăńčěąřě B(R). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺňěŋĺňă šěőřěňă Łăřşŋěŋă (šěőřěňă 10.13), čďě f(t; –) = e^{itλ} (t; – ∈ R) ĺ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (10.23). Ć śăňőň ďěńě, ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺğ L^2 = L^2(R; B(R); G) ăŕŕřőłśĺňĺřşěň śřěğłőľ f(–)1_{{|λ|}6_{a}}, łőšőřş¿ ŕřĺąńĺęăěň ć L^2 ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺěľ, ĺňě¿źěľ őďĺŋăłőćżě ğŋăůěŋĺ£ ć šőůłăţ a ĺ −a, ă ğăšěň ŕřĺąńĺęăěň ťşŋłűĺ£ňĺ e^{in π}a^λ, n = 0; ±1; : : : . 2 Šěŕěřĳ ňż őąřăšĺňś£ ł ĺğşůěŋĺ¿ śŕěłšřăńĳŋżţ ŕńőšŋőśšěľ śšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć. İšő őůěŋĳ ćăęŋżľ őąžěłš, łőšőřżľ ţăřăłšěřĺğşěš, ŋăŕřĺňěř, ć ťĺğĺůěśłĺţ śĺśšěňăţ, łăł ňőźŋőśšĳ śĺčŋăńă řăśŕřěďěń£ěšś£ ŕő řăğńĺůŋżň čăřňőŋĺłăň. Őčřăŋĺůĺňś£ řăśśňőšřěŋĺěň ŕřőűěśśőć ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň.

Űěŋšřĺřőćăŋŋżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ (ć L^2(˙)) ŕřőűěśś " = {"(n); n ∈ Z} ŋăğżćăěšś£ ąěńżň ÿşňőň. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ f(–) = 1=(2ı), – ∈ [−ı; ı]. Ĺŋăůě čőćőř£, ŕőďőąŋő "ąěńőňş śćěšş", ŕřőűěśś " ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ć ćĺďě śňěśĺ (ć śňżśńě śŕěłšřăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£) čăřňőŋĺůěśłĺţ łőńěąăŋĺľ őďĺŋăłőćőľ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ.

Šěőřěňă 11.10. Śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě űěŋšřĺřőćăŋŋżľ ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ Z} ĺňěěš śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋăľďşšś£ ůĺśńőćă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {c_k; k ∈ Z} ∈ l^2 (š. ě.^∞ ∑ k=−∞ |c_k|^2 < ∞) ĺ ąěńżľ ÿşň

" = {"(n); n ∈ Z}, ğăďăŋŋżľ ŋă L^2( ^̇; F; P ) (ćőğňőęŋő řăśÿĺřěŋĺě ĺśţőďŋőčő (˙; F; P )), šăłĺě, ůšő

X_t = ∞∑ k=−∞ c_k"_{t−k}; t ∈ Z: (11.15)

Ŕřőűěśś, ďőŕşśłă¿źĺľ ŕřěďśšăćńěŋĺě (11.15), čďě ř£ď śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň, ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő. Čőćőř£š šăłęě, ůšő ŕřőűěśś X ŕőńşůăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ťĺńĳšřă, ŋă ćţőď łőšőřőčő ŕőďăěšś£ ąěńżľ ÿşň ". Ťĺńĳšř ŋăğżćăěšś£ ťĺğĺůěśłĺ őśşźěśšćĺňżň, ěśńĺ c_k = 0 ďń£ k < 0. İšő śőőšćěšśšćşěš šőňş, ůšő ğŋăůěŋĺ£ ŕřőűěśśă X ć ňőňěŋš t őŕřěďěń£¿šś£ ćěńĺůĺŋăňĺ "_k ś k 6 t (š.ě. X(t) ŕřĺ łăęďőň t ŋě ğăďăěšś£ "ąşďşźĺňĺ" ğŋăůěŋĺ£ňĺ ćţőď£źěčő ŕřőűěśśă ").

2 Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (11.15), čďě {ck} ĺ {"k} őŕĺśăŋż ć şśńőćĺ£ţ šěőřěňż.

Ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2( ^̇; F; P ) (ěśńĺ "_k, k ∈ Z, ğăďăŋż ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě), š. ł. N∑ k=M c_{t−k}"_k−^n ∑ k=m c_{t−k}"_k^{L2(˙)}−→ 0 ŕřĺ N; n → ∞ ĺ M; m → −∞. Ğăňěšĺň, ůšő E^N ∑ k=M c_{t−k}"_k = 0,

N; M ∈ Z(M 6 N). Ďăńěě, ěśńĺ “_{M,N}^{L2(˙)}−→ “, E“_{M,N} = 0, šő |E“−E“_{M,N} | 6 E|“−“_{M,N} | 6

6 ‖“ − “M,N ‖ → 0 (N → ∞, M → −∞), śńěďőćăšěńĳŋő, E“ = 0. Ĺšăł, EXt = 0 ďń£ t ∈ Z. Ŕő řăćěŋśšćş Ŕăřśěćăń£

r(s; t) = ( ∑ k c_{s−k}"_k; ∑ l c_{t−l}"_l ) = ∑ k c_{s−k} —c_{t−k} = ∑ j c_j —c_{−j−(s−t)} = R(s − t); s; t ∈ Z;

(11.16) š. ě. {X(t); t ∈ Z} | śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś. Ććěďěň

˘(–) = 1√ 2ı ∞∑ k=−∞ c_{−k}e^{ikλ}: (11.17)

Ř£ď (11.17) śţőďĺšś£ ć L^2[−ı; ı] = L^2([−ı; ı]; B[−ı; ı]; mes), čďě mes { ňěřă Ńěąěčă, ŕőśłőńĳłş {c_k} ∈ l^2 ĺ π∫ −π e^{isλ}e^{itλ}d– = { 2ı ďń£ s = t;

0 ďń£ s ≠ t (s; t ∈ Z):

(11.18)

Šőčďă ć šőň ęě ŕřőśšřăŋśšćě L^2[−ı; ı]

˘(–)e^{isλ} = 1 √ 2ı ∞∑ k=−∞ c_{−k}e^{i(k+s)λ} = 1 √ 2ı ∞∑ j=−∞ c_{s−j} e^{ijλ}: (11.19)

Ŕő řăćěŋśšćş Ŕăřśěćăń£ ĺğ (11.19) ĺ (11.18) ĺňěěň ć śĺńş (11.16) π∫ −π e^{i(s−t)λ}|˘(–)|^2 d– = π∫ −π ˘(–)e^{isλ}˘(–)e^{itλ}d– = ∑ j c_{s−j} —c_{t−j} = r(s; t): (11.20)

Ŋő ˘(·) ∈ L^2[−ı; ı], š. ě. |˘(·)|^2 ∈ L^1[−ı; ı]. Ĺšăł, (11.20) ŕőłăğżćăěš, ůšő f(–) = |˘(–)|^2, – ∈ [−ı; ı], ěśšĳ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕńőšŋőśšĳ ŕřőűěśśă {X(t); t ∈ Z}.

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ f(·) | śŕěłšřăńĳŋă£ ŕńőšŋőśšĳ ŕřőűěśśă {X(t); t ∈ Z}. Šőčďă f(·) ∈ L^1[−ı; ı] ĺ f(–) ¿ 0 ŕ.ć. ŕő ňěřě Ńěąěčă (ďń£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ ňěřż G ĺňěěň G(B) = ∫ B f(–) d–). Őąőğŋăůĺň ˘(–) = √ f(–) (˘(–) = 0, ěśńĺ f(–) < 0). Šőčďă

˘(–) ∈ L^2[−ı; ı] ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, şůĺšżćă£, ůšő {(2ı)^{−1/2}e^{isλ}; – ∈ [−ı; ı]}, s ∈ Z}, £ćń£ěšś£ ŕőńŋőľ ĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőľ śĺśšěňőľ, ŕőńşůăěň

˘(–) = 1 √ 2ı ∞∑ k=−∞ c_{−k}e^{ikλ}; (11.21)

čďě {c_k} ∈ l^2 ĺ ř£ď (11.21) śţőďĺšś£ ć L^2[−ı; ı]. Šőčďă, śŋőćă ŕőńĳğş£śĳ řăćěŋśšćőň Ŕăřśěćăń£, ĺňěěň

r(s; t) = R(s − t) = π∫ −π e^{i(s−t)λ}f(–) d– = π∫ −π e^{isλ}˘(–)e^{itλ}˘(–)d– = ∑ k c_{s−k} —c_{t−k}: (11.22)

Ćőğĳňěň ~ = Z, ŕşśšĳ — | śůĺšă¿źă£ ňěřă ŋă ff-ăńčěąřě B ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć Z(š. ě. ff-łőŋěůŋă£ ňěřă, šăłă£ ůšő —({k}) = 1, k ∈ Z). Ŕşśšĳ f(t; ¸) = c_{t−α}, čďě t; ¸ ∈ Z, {c_k} ∈ L^2(~; B; —). Šőčďă ťőřňşńă (11.22) ňőęěš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋă ć ćĺďě (10.21), ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě 10.13 ŋă, ćőğňőęŋő řăśÿĺřěŋŋőň, ŕřőśšřăŋśšćě ( ^̇; F; P ) śşźěśšćşěš űěŋšřĺřőćăŋŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z(·), šăłă£ ůšő

X_t = ∫ ~ f(t; ¸)Z(d¸) = ∞∑ k=−∞ c_{t−k}"_k; (11.23)

čďě "_k = Z({k}), ă ř£ď ć (11.23) śţőďĺšś£ ć L^2(˙). Ŕřĺ ¡šőň űěŋšřĺřőćăŋŋżě ćěńĺůĺŋż _k, k ∈ Z, ąşďşš ŋě šőńĳłő őřšőčőŋăńĳŋż, ŋő ĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋż, š. ł.

E|"k|^2 = —({k}) = 1, k ∈ Z. 2

Ğăňěůăŋĺě 11.11. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 11.10 ćĺďŋő, ůšő şśšăŋőćńěŋő ŋě šőńĳłő śşźěśšćőćăŋĺě śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĺ, ŋő ĺ ŋăľďěŋ ěě £ćŋżľ ćĺď, őšćěůă¿- źĺľ ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ (11.15):

f(–) = | | | | 1√ 2ı ∞∑ k=−∞ c_{−k}e^{ikλ} | | | | 2 ; – ∈ [−ı; ı]:

Šěŕěřĳ ňż ğăšřőŋěň őůěŋĳ ćăęŋżľ ćőŕřőś ő śšăšĺśšĺůěśłőň őűěŋĺćăŋĺĺ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĺ.

Ŕşśšĳ {X(t); t ∈ Z} | űěŋšřĺřőćăŋŋżľ, śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ R(n) = EX_{n+k} X_k, k; n ∈ Z. Ťőřňşńă (11.6) ŕőłăğżćăěš, ůšő ťşŋłűĺ£ f_N (–), ććěďěŋŋă£ ć (11.5), ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ ć łăůěśšćě ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĺ f(–) (łőčďă ŕőśńěďŋ££ śşźěśšćşěš).

Ěśšěśšćěŋŋő ć ćżřăęěŋĺě (11.5) ďń£ fN ŕőďśšăćĺšĳ ćňěśšő R(m) śšăšĺśšĺůěśłş¿ őűěŋłş łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ, ŕőśšřőěŋŋş¿ ŕő ŋăąń¿ďěŋĺ£ň X_0; : : : ; X_{N −1}. Ćőğĳňěň

^R_N (m) = 1 N − m N −m−1 ∑ k=0 X_{m+k}X_k; 0 6 m 6 N − 1;

^R(m) ďń£ − (N − 1) 6 m < 0;

0 ďń£ őśšăńĳŋżţ m ∈ Z

(11.24)

ĺ őŕřěďěńĺň ^f_N (–) = 1 2ı ∑ |m|<N ^R_N (m)e^{−iλm} ( 1 − |m| N ) : Ŕşšěň ŕřőśšżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕőńşůăěň

^f_N (–) = 1 2ıN | | | N −1∑

k=0 X_ke^{−iλk} | | | 2 : (11.25)

İšő ćżřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕěřĺőďőčřăňňőľ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

E^^fN (–) = fN (–); (11.26)

ŕőśłőńĳłş E ^R_N (m) = R(m) ďń£ m, |m| 6 N − 1. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő f_N ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

f_N (–) = 1 2ıN N −1∑

k=0

N −1∑

l=0 R(k − l)e^{−iλ(k−l)} = 1 2ıN N −1∑

k=0

N −1∑

l=0 π∫ −π e^{iν(k−l)}f() de^{−iλ(k−l)} =

= π∫ −π 1 2ıN N −1∑

k=0

N −1∑

l=0 e^{i(ν−λ)k}e^{−i(ν−λ)l}f() d =

= π∫ −π 1 2ıN | | | N −1∑

k=0 e^{i(ν−λ)k} | | | 2 f() d = π∫ −π ˘_N ( − –)f() d; (11.27)

čďě £ďřő Ťěľěřă

˘_N (–) = 1 2ıN | | | N −1∑

k=0 e^{iλk} | | | 2 = 1 2ıN ( sin(N–=2) sin(–=2)

)_2 : Şůĺšżćă£, ůšő f(·) ∈ L^1[−ı; ı], ĺňěěň ďń£ ŕ.ć. (ŕő ňěřě Ńěąěčă) – π∫ π ˘_N ( − –)f() d → f(–); N → ∞: (11.28)

Ĺğ (11.26) ĺ (11.28) ŕőńşůăěň, ůšő ŕěřĺőďőčřăňňă £ćń£ěšś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŋěśňěźěŋŋőľ őűěŋłőľ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕńőšŋőśšĺ. Őďŋăłő śřěďŋěłćăďřăšĺůěśłă£ őÿĺąłă, š. ě. ćěńĺůĺŋă E| ^f_N (–) − f(–)|^2, ś řőśšőň N, łăł ŕřăćĺńő, ŋě śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿. Ŕő¡šőňş ŋă ŕřăłšĺłě ĺśŕőńĳğş¿šś£ śčńăęěŋŋżě őűěŋłĺ ^f^W_N , š. ě. őűěŋłĺ ćĺďă

^f^W_N (–) = π∫ −π W_N (– − ) ^f_N () d;

čďě śŕěłšřăńĳŋżě őłŋă W_N (·), n ∈ N, śšřő£šś£ šăł, ůšőąż

a) ťşŋłűĺ£ W_N (–) ĺňěńă řěğłĺľ ňăłśĺňşň ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ 0;

b)^π ∫ −π W_N (–) d– = 1;

c) E|^^f^W_N (–) − f(–)|^2 → 0 ŕřĺ N → ∞ ďń£ – ∈ (−ı; ı].

Ŋăŕřĺňěř, őűěŋłĺ Ąăřšńěšă śšřő£šś£ ś ŕőňőźĳ¿ őłőŋ W_N (–) = a_N B(a_N–), čďě

B_N (–) = 1 2ı | | | | sin^λ_2 λ 2 | | | | 2 ; B_N (0) = 1 2ı ; ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_N ↗ ∞, a_N =N → 0 (N → ∞).

Ğăłń¿ůĺšěńĳŋă£ ůăśšĳ ¡šőľ ńěłűĺĺ ąşďěš ŕőść£źěŋă łńăśśĺůěśłőľ ğăďăůě ŕřőčŋőğă. Ŕşśšĳ ďăŋ L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T ⊂ R}. Šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŋăĺńşůÿěě ŕřĺąńĺęěŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż X(t) ŕő ŋőřňě ‖ · ‖ ŕřőśšřăŋśšćă L^2(˙), őśŋőćżćă- £śĳ ŋă ŕřěďżśšőřĺĺ ŕřőűěśśă X ďő ňőňěŋšă s < t. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő ňż řăśŕőńăčăěň ćśěňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ, ĺğňěřĺňżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ff-ăńčěąřż F_s = ff{X(u); u 6 s; u ∈ T }, šő ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő

inf{‖X(t) − y‖ : y ∈ L^2(˙; F_s; P )} = ‖X(t) − E(X(t)|F_s)‖:

Őďŋăłő, ŋăţőęďěŋĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ff-ăńčěąřż F_s £ćń£ěšś£, łăł ŕřăćĺńő, ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ ğăďăůěľ. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő ŕřőčŋőğ

ňőęěš őśŋőćżćăšĳś£ šőńĳłő ŋă ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺ£ţ ćěńĺůĺŋ Xu ś u 6 s, u ∈ T (ĺ ŕřěďěńăţ šăłĺţ ćěńĺůĺŋ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2(˙)), šő ğăďăůă şŕřőźăěšś£ ĺ čőćőř£š ő ńĺŋěľŋőň ŕřőčŋőğě. Ŕřĺ ¡šőň ¡ńěňěŋšăřŋżě ťăłšż šěőřĺĺ čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšć ŕőğćőń£¿š ŋě šőńĳłő řěÿĺšĳ ŕőśšăćńěŋŋş¿ ğăďăůş, ŋő ĺ ŕőłăğăšĳ ěě řőńĳ ć ŕřő£śŋěŋĺĺ śšřşłšşřż śšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć.

Ććěďěň ŕřőśšřăŋśšćő H_s(X) ďń£ s ∈ T , łăł ğăňżłăŋĺě ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěńĺůĺŋ X(u), u 6 s, u ∈ T , ĺ ŕőńőęĺň

H_{−∞}(X) := ∩_{s∈T} H_s(X); H(X) = L^2[X];

čďě L^2[X] { ğăňżłăŋĺě ć L^2(˙) ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćśěţ ćěńĺůĺŋ X_u, u ∈ T . Őůěćĺďŋő, H(X) { ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L^2(˙), śőďěřęăźěě ćśě H_s(X), s ∈ T . Ĺšăł, ğăďăůă ńĺŋěľŋőčő ŕřőčŋőğă X(t) ŕő ŕřőÿńőňş ďő ňőňěŋšă s śšăćĺšś£, łăł ğăďăůă ŋăĺńşůÿěčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ X(t) (ŕő ŋőřňě ŕřőśšřăŋśšćă L^2(˙)) ¡ńěňěŋšăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă Hs(X). Őÿĺąłőľ ńĺŋěľŋőčő ŕřőčŋőğă ŋăğżćăěšś£

´(s; t) := inf{‖X(t) − g‖ : g ∈ H_s(X)}: (11.29)

Ŋăŕőňŋĺň (ńěčłő ďőłăğăšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő), ůšő ěśńĺ L { ŕőďŕřőśšřăŋśšćő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H (ś ŋőřňőľ ‖ · ‖, ŕőřőęďěŋŋőľ śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň) ĺ x ∈ H, šő inf{‖x − g‖ : g ∈ L} ďőśšĺčěšś£ ŋă ěďĺŋśšćěŋŋőň ¡ńěňěŋšě h = P_Lx, čďě P_L { őřšőŕřőěłšőř ć H ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L.

Šăłĺň őąřăğőň, řěÿěŋĺěň ŕőśšăćńěŋŋőľ ćżÿě ğăďăůĺ ńĺŋěľŋőčő ŕřőčŋőğă £ćń£- ěšś£ ćěńĺůĺŋă P_sX(t), čďě P_s { őřšőŕřőěłšőř ć H(X) ŋă H_s(X).

Ŕřőűěśś X ŋăğżćăěšś£ śĺŋčşń£řŋżň ĺńĺ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ H_{−∞}(X) = H(X), š.ě. H_s(X) = H_t(X) ŕřĺ ćśěţ s; t ∈ T . Ŕřőűěśś X ŋăğżćăěšś£ řěčşń£řŋżň ĺńĺ ůĺśšő ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ H_{−∞}(X) = 0. Ŕőłăęěň, łăł ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£

ść£ğăŋż ś šőůŋőśšĳ¿ ńĺŋěľŋőčő ŕřőčŋőğă śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă, ğăďăŋŋőčő ŋă ňŋőęěśšćě T = R ĺńĺ T = Z. Ćś¿ďş ďăńěě ąşďěň śůĺšăšĳ ŕřőűěśś X űěŋšřĺřőćăŋŋżň. Šőčďă EY = 0 ďń£ ń¿ąőčő Y ∈ H(X), ŕőśłőńĳłş Y śłőńĳ şčőďŋő šőůŋő ăŕŕřőłśĺňĺřşěšś£ ć L^2(˙) ¡ńěňěŋšăňĺ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ X, ĺňě¿źĺňĺ ŋşńěćőě śřěďŋěě.

Ŕőłăęěň, ůšő

´(s; t) = ´(s + u; t + u) ďń£ ćśěţ s; t; u ∈ T: (11.30)

Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ďń£ y = c_1X(s_1)+: : :+c_nX(s_n) ∈ H_s(X), čďě c_k ∈ C , s_k ∈ T , s_k 6 s ĺ z = c_1X(s_1+u)+: : :+c_nX(s_n+u) ∈ H_{s+u}(X) ĺňěěň ‖X(t)−y‖^2 = ‖X(t+u)−z‖^2 (ğăŕĺÿĺšě őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ůěřěğ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿). Ťőřňşńă (11.30) ŕőğćőń£ěš ŕőńőęĺšĳ ‹(t) := ´(s; s + t); t ∈ T:

Őąřăźă£śĳ ł őŕřěďěńěŋĺ¿ (11.29), ćĺďĺň, ůšő ‹(t) = 0 ŕřĺ t 6 0 (t ∈ T ) ĺ

‹(v) 6 ‹(u) ďń£ v 6 u (v; u ∈ T ): (11.31)

Ŋěřăćěŋśšćő (11.31) őůěćĺďŋő, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő ńěćă£ ůăśšĳ śőčńăśŋő (11.29) ŕőńşůăěšś£, łăł ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ŕő ąőńĳÿěňş ňŋőęěśšćş.

Šěőřěňă 11.12. Śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś X £ćń£ěšś£

1) śĺŋčşń£řŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ‹(t_0) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő t_0 > 0, t_0 ∈ T (šőčďă ‹(t) = 0 ŕřĺ ćśěţ t ∈ T ),

2) řěčşń£řŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

‹(t) → R(0) ŕřĺ t → ∞; (11.32)

čďě R { łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ X.

2 1) Ěśńĺ ŕřőűěśś X śĺŋčşń£řěŋ, šő X(t) ∈ Ht(X) = Hs(X) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő,

´(s; t) = 0 ŕřĺ ń¿ążţ s; t ∈ T .

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ ‹(t0) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő t0 > 0 (t0 ∈ T ). Šőčďă X(s+t0) ∈ Hs(X) ďń£ ń¿ąőčő s ∈ T . Ć śĺńş (11.31) ĺňěěň X(t) ∈ H_s(X) ďń£ t 6 s+t_0. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő H_t(X) = H_s(X) ŕřĺ t 6 s + t_0. Ććĺďş ŕřőĺğćőńĳŋőśšĺ s ćĺďĺň, ůšő ŕřőűěśś X śĺŋčşń£řěŋ.

2) Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (11.32). Ďń£ s; t ∈ T

R(0) = ‖X(t)‖^2 = ‖P_sX(t)‖^2 + ‖X(t) − P_sX(t)‖^2 = ‖P_sX(t)‖^2 + ‹(t − s): (11.33)

Ŕő¡šőňş ‖P_sX(t)‖ → 0 ŕřĺ s → −∞ ďń£ łăęďőčő t ∈ T . Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ L_1; L_2 { ŕőďŕřőśšřăŋśšćă čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ĺ L_1 ⊂ L_2, šő P_{L1} x 6 P_{L2} x ďń£ ń¿ąőčő x ∈ H. Šăłĺň őąřăğőň, ‖P_{−∞} X(t)‖ 6 ‖P_sX(t)‖ ďń£ łăęďżţ s; t ∈ T . Śńěďőćăšěńĳŋő, P_{−∞}X(t) = 0, š.ě. X(t)⊥H_{−∞}(X) ďń£ t ∈ T , őšłşďă H(X)⊥H_{−∞} (X). Ŕőśłőńĳłş H_{−∞}(X) ⊂ H(X), ŕőńşůăěň, ůšő H_{−∞} = 0.

Őąřăšŋő. Ŕşśšĳ H−∞ = 0. Şůĺšżćă£ (11.33), ćĺďĺň, ůšő šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě őąěśŕěůĺćăěš

Ńěňňă 11.13. Ŕşśšĳ Ht, t ∈ T { şążćă¿źěě śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć čĺńĳ-

ąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H, š.ě. H_s ⊂ H_t ŕřĺ s 6 t, s; t ∈ T . Ěśńĺ ∩_{s∈T} H_s = 0, šő P_sx → 0 ŕřĺ s → −∞ ďń£ łăęďőčő x ∈ H, čďě P_s { őřšőŕřőěłšőř ć H ŋă H_s.

2 Ŕőśłőńĳłş ‖Psx‖ 6 ‖Ptx‖ ďń£ łăęďőčő x ∈ H ŕřĺ s 6 t, šő ďőśšăšőůŋő ŕő-

łăğăšĳ, ůšő ‖P_{tk} x‖ → 0 ŕřĺ k → ∞, čďě t_{k+1} < t_k, k ∈ Z_+ ĺ lim_{k→−∞} t_k = −∞. Őąőğŋăůĺň L_k := H_{tk} ⊖ H_{tk+1} , š.ě. H_{tk+1} ⊕ L_k = H_{tk} , k ∈ N. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő x ∈ H ĺ m > k ĺňěěň

P_{tk} x = P_{tm} x + m−1∑ j=k Q_jx

(Q_j { őřšőŕřőěłšőř ć H ŋă L_j). Őšś¿ďă

‖P_{tk} x‖^2 = ‖P_{tm} x‖^2 + m−1∑ j=k ‖Q_jx‖^2:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ∑_∞ j=0 ‖Q_jx‖^2 6 ‖P_{t0} x‖^2 6 ‖x‖^2. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ m > k ćĺďĺň, ůšő ‖P_{tk} x − P_{tm} x‖^2 = m−1∑ j=k ‖Q_jx‖^2 → 0; ěśńĺ k; m → ∞

(őůěćĺďŋő, ňőęŋő ąřăšĳ ĺ k ¿ m). Ć śĺńş ŕőńŋőšż H śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš y = lim_{k→∞} P_{tk} x. Ŕőśłőńĳłş P_{tk} x ∈ H_{tm} ŕřĺ k ¿ m, šő y ∈ H_{tm} ďń£ ń¿ąőčő m ∈ N. Ŕőńşůăěň, ůšő y ∈ ∩^∞_{m=0}H_{tm} , ŋő ∩^∞_{m=0}H_{tm} = ∩_{t∈T} H_t ć śĺńş ňőŋőšőŋŋőśšĺ śěňěľśšćă H_t. Ŕő¡šőňş y = 0. 2

Šěň śăňżň, šěőřěňă 11.12 šăłęě ďőłăğăŋă. 2 Šěőřěňă 11.14 (Ćőńĳď). Űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ (ć ÿĺřőłőň śňżśńě)

ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T }, čďě T = R ĺńĺ T = Zďőŕşśłăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ćĺďă

X(t) = M(t) + N(t); t ∈ T; (11.34)

čďě M = {M(t); t ∈ T } { śĺŋčşń£řŋżľ, ă N = {N(t); t ∈ T } { řěčşń£řŋżľ ŕřőűěśśż, ŕřĺůěň M⊥N, š.ě. M(s)⊥N(t) ďń£ s; t ∈ T . Łřőňě šőčő, ŕřőűěśśż M ĺ N śšăűĺőŋăřŋż ĺ űěŋšřĺřőćăŋż. Şłăğăŋŋőě řăğńőęěŋĺě ŕřőűěśśă X ěďĺŋśšćěŋŋő, ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ şśńőćĺě ŕőďůĺŋěŋŋőśšĺ M(t) ∈ H_t(X) (šőčďă ĺ N(t) ∈ H_t(X)) ŕřĺ łăęďőň t ∈ T .

2 Ŕőńőęĺň M(t) = P−∞ X(t), ĺ ŕşśšĳ N(t) = X(t)−M(t), t ∈ T , ůšő őąěśŕěůĺćăěš

(11.34). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ M ĺ N ĺňěěň M(t) ∈ H_{−∞}(X) ĺ N(t)⊥H_{−∞}(X) ďń£ t ∈ T . Śńěďőćăšěńĳŋő, M⊥N. Ĺğ (11.34) ćżšěłăěš, ůšő X(t) ∈ H_t(M) ⊕ H_t(N). Ŕő¡šőňş H_t(X) ⊂ H_t(M) ⊕ H_t(N). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, M(t) ∈ H_{−∞}(X) ⊂ H_t(X). Őšś¿ďă H_t(M) ⊂ H_t(X) ĺ šőčďă ć śĺńş (11.34) ĺňěěň H_t(N) ⊂ H_t(X) ŕřĺ t ∈ T . Šăłĺň őąřăğőň, H_t(M) ⊕ H_t(N) ⊂ H_t(X) ĺ ŕőńşůăěň

H_t(X) = H_t(M) ⊕ H_t(N); t ∈ T: (11.35)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő H_t(N)⊥H_{−∞}(X) ŕřĺ t ∈ T , őšłşďă H_{−∞}(N)⊥H_{−∞}(X). Ć šő ęě ćřěň£ H_t(N) ⊂ H_t(X), ŕő¡šőňş H_{−∞}(N) ⊂ H_{−∞}(X). Ĺšăł, H_{−∞}(N) = 0, š.ě. N { řěčşń£řŋżľ ŕřőűěśś. Ňż ğŋăěň, ůšő H_t(M) ⊂ H_{−∞}(X), t ∈ T . Ĺğ (11.35) śńěďşěš, ůšő H_{−∞} (X) ⊂ H_t(M) ⊕ H_t(N). Şůĺšżćă£, ůšő H_t(N)⊥H_{−∞}(X), ŕőńşůăěň H_{−∞}(X) ⊂ H_t(M), t ∈ T . Śńěďőćăšěńĳŋő, H_t(M) = H_{−∞} (X), t ∈ T , ĺ M { śĺŋčşń£řŋżľ ŕřőűěśś.

Ďőłăęěň, ůšő M; N { śšăűĺőŋăřŋżě ŕřőűěśśż. Ďń£ ¡šőčő ććěďěň ć H(X)

őŕěřăšőřż śďćĺčă S_u, u ∈ T , ŕőńőęĺć

S_u(c_1X(t_1) + : : : + c_nX(t_n)) = c_1X(t_1 + u) + : : : + c_nX(t_n + u);

čďě c_k ∈ C , t_k ∈ T , k = 1; : : : ; n, n ∈ N. İšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ∑_n k=1 c_kX(t_k) = ∑_m j=1 d_j X(s_j), čďě d_j ∈ C , s_j ∈ T , j = 1; : : : ; m, m ∈ N, šő ć śĺńş śšăűĺőŋăřŋőśšĺ X ĺňěěň ďń£ u ∈ T

0 = ‖ n∑ k=1 c_kX(t_k) − m∑ j=1 d_j X(s_j )‖^2 = ‖ n∑ k=1 c_kX(t_k + u) − m∑ j=1 d_jX(s_j + u)‖^2:

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő ŕřĺ łăęďőň u ∈ T

(S_ux; S_uy) = (x; y); x; y ∈ Lin(X_t; t ∈ T );

š.ě. S_u { ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ŋă ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěńĺůĺŋ X_t; t ∈ T , ŕřĺůěň ‖S_ux‖ = ‖x‖ ďń£ x ∈ Lin(X(t); t ∈ T ), u ∈ T . Śńěďőćăšěńĳŋő, S_u őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ďő ĺğőňěšřĺůěśłőčő őŕěřăšőřă ŋă H(X), łőšőřżľ šăłęě őąőğŋăůăěšś£ S_u.

Ńěčłő ćĺďěšĳ (śŕěřćă ŕřőćěř£ěšś£ ŋă Lin(X(t); t ∈ T )), ůšő (S_u)_{u∈T} { čřşŕŕă őŕěřăšőřőć ć H(X), š.ě. S_{u+v} = S_uS_v ďń£ u; v ∈ T;

čďě S_0 = I { šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě. Ĺšăł, ĺňěěň čřşŕŕş ĺğőňěšřĺůěśłĺţ (ğŋăůĺš ńĺŋěľŋżţ) őŕěřăšőřőć (S_u)_{u∈T} ŋă H(X).

Ńěňňă 11.15. Ďń£ ń¿ążţ u; v ∈ T

S_uH_v(X) = H_{u+v} (X); S_uH_{−∞}(X) = H_{−∞}(X); (11.36)

P_{u+v} S_u = S_uP_v; P_{−∞}S_u = S_uP_{−∞}; (11.37)

čďě P_t { őřšőŕřőěłšőř ć H(X) ŋă H_t(X), t ∈ T ∪ {−∞}.

2 Ďń£ u; v ∈ T , őůěćĺďŋő, Su(Lin(X(t); t 6 v; t ∈ T )) ∈ Hu+v (X), ŕő¡šőňş

S_uH_v(X) ⊂ H_{u+v} (X). Şůĺšżćă£, ůšő S_uS_{−u} = I, ĺňěěň H_{u+v} (X) = S_uS_{−u}H_{u+v} (X) ⊂ S_uH_v(X). Ŕěřćőě řăćěŋśšćő ć (11.36) ďőłăğăŋő. Ěśńĺ x ∈ H_{−∞}(X), šő x ∈ H_t(X) ďń£ ćśěţ t ∈ T . Ŕő ďőłăğăŋŋőňş S_ux ∈ H_{t+u}(X) ďń£ ń¿ąőčő t ∈ T . Śńěďőćăšěńĳŋő, S_ux ∈ H_{−∞} (X), š.ě. S_uH_{−∞}(X) ⊂ H_{−∞}(X). Ŕő¡šőňş H_{−∞}(X) = S_uS_{−u}H_{−∞} (X) ⊂ S_uH_{−∞} (X), ůšő ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő ćšőřőčő ŋěřăćěŋśšćă ć (11.36).

Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ őŕěřăšőřőć S_u, P_v, u; v ∈ T , ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ śőćŕăďěŋĺě řěğşńĳšăšőć ďěľśšćĺ£ ŋă X(t), t ∈ T , őŕěřăšőřőć, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć řăćěŋśšćăţ (11.37). Ďń£ u; v; t ∈ T ĺňěěň P_{u+v} S_uX(t) = P_{u+v} X(t + u). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺňěěň X(t) = y_v(t) + z_v(t), čďě y_v(t) = P_vX(t) ∈ H_v(X) ĺ z_v(t)⊥H_v(X). Ďăńěě, X(t + u) = S_uX(t) = S_uy_v(t) + S_uz_v(t), čďě S_uy_v(t) ∈ H_{u+v} (X) ĺ ďń£ ń¿ąőčő h ∈ H_{u+v}(X) ć śĺńş ŕěřćőčő řăćěŋśšćă (11.36) ĺňěěň h = S_ug, čďě g ∈ H_v(X). Ŕő¡šő- ňş (h; S_uz_v(t)) = (g; z_v(t)) = 0:

Ěśńĺ čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H = L ⊕ L^⊥ (L^⊥ { őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕřőśšřăŋśšćş L), šő ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš x ∈ H ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě x = y + z, čďě y ∈ L, z ∈ L^⊥ (šőčďă y = P_Lx, čďě P_L { őřšőŕřőěłšőř ć H ŋă L). Ŕő¡šőňş, S_uP_vX(t) = S_uy_v(t) = P_{u+v} X(t + u). Ŕěřćőě řăćěŋśšćő ć (11.37) ďőłăğăŋő. Ăŋăńőčĺůŋő, P_{−∞} S_uX(t) = P_{−∞} X(t + u), ă X(t) = y_{−∞}(t) + z_{−∞}(t), čďě y_{−∞} ∈ H_{−∞}(X) ĺ z_{−∞}(t)⊥H_{−∞}(X). Šőčďă X(t + u) = S_uX(t) = S_uy_{−∞}(t) + S_uz_{−∞}(t). Ŕőśłőńĳłş S_uy_{−∞}(t) ∈ H_{−∞}(X) ĺ S_uz_{−∞}(t)⊥H_{−∞}(X) (şůńĺ ćšőřőě řăćěŋśšćő (11.36)) ŕőńşůăěň S_uP_∞X(t) = S_uy_{−∞}(t) = P_{−∞} X(t + u). 2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 11.14. Ŕőśłőńĳłş M(t) ∈ H−∞ (X) ⊂ H(X), šő EM(t) = 0, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, EN(t) = 0, t ∈ T . Šăłĺň őąřăğőň, M ĺ N { űěŋšřĺřőćăŋŋżě ŕřőűěśśż. Ďń£ t; u; v ∈ T , ŕőńĳğş£śĳ ńěňňőľ 11.15 ĺ ĺğőňěšřĺůŋőśšĳ¿ őŕěřăšőřă S_u, ĺňěěň

(M(v + u); M(t + u)) = (P_{−∞}X(v + u); P_{−∞}X(t + u)) = (P_{−∞}S_uX(v); P_{−∞}S_uX(t)) = = (S_uP_{−∞}X(v); S_uP_{−∞}X(t)) = (P_{−∞}X(v); P_{−∞}X(t)) = (M(v); M(t)):

Ăŋăńőčĺůŋő,

(N(v + u); N(t + u)) = (X(v + u) − M(v + u); X(t + u) − M(t + u)) =

= (X(v); X(t)) − (P_{−∞}S_uX(v); S_uX(t)) − (S_uX(v); P_{−∞}S_uX(t)) + (M(v); M(t)) =

= (X(v); X(t)) − (M(v); X(t)) − (X(v); M(t)) + (M(v); M(t)) =

= (X(v) − M(v); X(t) − M(t)) = (N(v); N(t)):

Ďőłăęěň ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ (11.34). Ă ĺňěŋŋő, ďőŕşśšĺň X(t) = U(t)+V (t), čďě U = {U(t); t ∈ T }, V = {V (t); t ∈ T } { śőőšćěšśšćěŋŋő śĺŋčşń£řŋżľ ĺ řěčşń£řŋżľ ŕřőűěśśż, ŕřĺůěň U⊥V ĺ U(t); V (t) ∈ H_t(X), t ∈ T . Šőčďă ŕőńşůăěň

H_t(X) = H_t(U) + H_t(V ) = H(U) ⊕ H_t(V ); t ∈ T:

Śńěďőćăšěńĳŋő,

H_{−∞}(X) = ∩_{t∈T} (H(U) ⊕ H_t(V )) = H(U) ⊕ ∩_{t∈T} H_t(V ) = H(U) + 0 = H(U):

Šăłĺň őąřăğőň,

M(t) = P_{H−∞(X)}X(t) = P_{H(U)}X(t) = P_{H(U)}U(t)+P_{H(U)}V (t) = P_{H(U)}U(t)+0 = U(t); t ∈ T:

Šěőřěňă ďőłăğăŋă. 2

Ğăňěůăŋĺě 11.16. Řăğńőęěŋĺě (11.34) ążńő ćŕěřćżě ŕőńşůěŋő Ćőńĳďőň ďń£ śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň. Łřăňěřőň ążńő ďőłăğăŋő, ůšő ń¿ąőľ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ L^2-ŕřőűěśś (ŋěőą£ğăšěńĳŋő śšăűĺőŋăřŋżľ) X, ğăďăŋŋżľ ŋă ňŋőęěśšćě T ⊂ R, ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺě ŋă őřšőčőŋăńĳŋżě łőňŕőŋěŋšż, őďŋă ĺğ łőšőřżţ śĺŋčşń£řŋă, ă ďřşčă£ { řěčşń£řŋă. Şśńőćĺě ŕőďůĺŋěŋŋőśšĺ (śň. šěőřěňş 11.14) őąěśŕěůĺćăěš ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ şŕőň£ŋşšőčő řăğńőęěŋĺ£. İšőš řěğşńĳšăš Łřăňěřă ążń şśšăŋőćńěŋ ŋăňĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 11.14.

Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ńěňňă 11.15 ŕőğćőń£ěš ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůĺšĳ śőőšŋőÿěŋĺě (11.30):

´(s + u; t + u) = ‖X(t + u) − P_{s+u}X(t + u)‖ = ‖S_uX(t) − P_{s+u}S_uX(t)‖ = = ‖S_uX(t) − S_uP_sX(t)‖ == ‖X(t) − P_sX(t)‖ = ´(s; t):

Ąěńżľ ÿşň " = {"_n; n ∈ Z} ŋăğżćăěšś£ őąŋőćń£¿źĺň ŕřőűěśśőň ďń£ űěŋšřĺřőćăŋŋőčő L^2-ŕřőűěśśă X = {X_n; n ∈ Z}, ěśńĺ H_n(X) = H_n(") ŕřĺ ćśěţ n ∈ Z.

Őŕĺśăŋĺě ćśěţ řěčşń£řŋżţ ŕřőűěśśőć ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ďăěš

Šěőřěňă 11.17. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋěćżřőęďěŋŋżľ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăř-

ŋżľ ŕřőűěśś X = {X_n; n ∈ Z} ążń řěčşń£řŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŋăÿńĺśĳ őąŋőćń£¿źĺľ ŕřőűěśś " = {"_n; n ∈ Z} ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń {c_n}^∞_{n=0} ∈ l^2, šăłĺě, ůšő ŕ.ŋ.

X_n = ∞∑ k=0 c_k"_{n−k}; n ∈ Z; (11.38)

čďě ř£ď śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň.

2 Ŕşśšĳ X { řěčşń£řŋżľ ŕřőűěśś. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ďń£ łăęďőčő m ∈ Z

ŕřőśšřăŋšśšćő H_m(X) śőśšőĺš ĺğ ğăňżłăŋĺ£ ć L^2(˙) ¡ńěňěŋšőć ćĺďă h_{m−1} + cX(m), čďě h_m ∈ H_{m−1}(X), c ∈ C . Ŕőśłőńĳłş X(m) = g_{m−1} + z_m, čďě g_{m−1} ∈ H_{m−1}(X) ĺ z_m⊥H_{m−1}(X), šő H_{m−1} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ğăňżłăŋĺě ć L^2(˙) ğńěňěŋšőć ćĺďă h_{m−1} +cz_{m−1}, ă ğŋăůĺš, ć šőůŋőśšĺ śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ ¡ńěňěŋšőć, čďě h_{m−1} ∈ H_{m−1}(X),

c ∈ C (řăśśňőšřĺšě, łăłőľ ćĺď ąşďěš ĺňěšĳ ŕřěďěń ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĺ). Ğăňěšĺň, ůšő z_m ≠ 0 (0 { łńăśś ťşŋłűĺľ ć L^2(˙), řăćŋżţ 0 ŕ.ŋ.). Ĺŋăůě H_{m−1}(X) = H_m(X) ĺ ć śĺńş (11.36) ŕőńşůĺńĺ ąż H_{n−1}(X) = H_n(X) ďń£ ń¿ąőčő

n ∈ Z, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺńő ąż řěčşń£řŋőśšĺ. Ćżąěřěň n = zn=‖zn‖ ĺ ćőśŕőńĳğşěň-

ś£ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ, ŕřőćěďěŋŋżňĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 11.13. Ă ĺňěŋŋő, ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő n ∈ Zćőğĳňěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ t_k = n − k, k ∈ Z_+. Ŕřĺ ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L_k := H_{tk} ⊖ H_{tk+1} ŕőřőęďăěšś£ ćěłšőřőň _{n−k} (k ∈ Z_+). Ŕőśłőńĳłş ‖P_{tk} X(n)‖ → 0, k → ∞, ŕřĺţőďĺň ł řăćěŋśšćş šĺŕă (11.38), ć łőšőřőň ∞∑ k=0 |c_k|^2 6 ‖X_n‖^2 < ∞:

Šőůŋěě čőćőř£, (11.38) ďőłăğăŋő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő n ∈ Z, ŕő¡šőňş łő¡ťťĺűĺěŋšż c_k, k ∈ Z, ćőőąźě čőćőř£, ğăćĺś£š őš n. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŕőłă ńĺÿĳ ďőłăğăŋő, ůšő

X_n = ∞∑ k=0 c^{(n)}_k _{n−k};

čďě ř£ď śţőďĺšś£ ć L^2(˙) ĺ c^{(n)}_k = (X_n; _{n−k} ), n; k ∈ Z. Ŕřőźě ćśěčő ŕěřěľšĺ ł ďřşčőňş ąăğĺśş ć H(X). Ă ĺňěŋŋő, ŕőńőęĺň "_k = S_k_0, k ∈ Z(ŕő-ŕřěęŋěňş, S_k { őŕěřăšőř śďćĺčă ć H(X)). Şůĺšżćă£ (11.36), ćĺďĺň, ůšő "_k ∈ H_k(X) ĺ "_k⊥H_{k−1}(X). Łřőňě šőčő, ‖varepsilon_k‖ = ‖xi_0‖ = 1, k ∈ Z. Ŕőśłőńĳłş őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H_k(X) ⊖ H_{k−1}(X) ŕőřőęďăěšś£ ćěłšőřőň _k, šő, śńěďőćăšěńĳŋő, "_k = ¸_k_k, ¸_k ∈ C ,

k ∈ Zĺ {"k} { őąŋőćń£¿źĺľ ŕřőűěśś ďń£ ŕřőűěśśă X. Ć ĺšőčě

X_0 = ∞∑ k=0 c^{(0)}_k ¸_{0−k}"_{0−k} = ∞∑ k=0 c_k"_{−k}:

Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺ ńĺŋěľŋőśšĺ őŕěřăšőřőć S_n (n ∈ Z), őąřăğş¿źĺţ čřşŕŕş, ŕőńşůăěň

X_n = S_nX_0 = ∞∑ k=0 c_kS_n"_{−k} = ∞∑ k=0 c_kS_nS_{−k}_0 = ∞∑ k=0 c_kS_{n−k}_0 = ∞∑ k=0 c_k"_{n−k}:

Őąřăšŋő. Ďăęě ěśńĺ " = {"n; n ∈ Z} { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąěńżľ ÿşň (š.ě. ŋěőą£ğăšěńĳŋő őąŋőćń£¿źĺľ ŕřőűěśś ďń£ X), šő (11.38) ŕőłăğżćăěš, ůšő X { űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś, ŕřĺůěň H_n(X) ⊂ H_n("), n ∈ Z. Őšś¿ďă H_{−∞} (X) ⊂ H_n" ďń£ ń¿ąőčő n ∈ Z. Ŋő "_{n+1}⊥H_n("), n ∈ Z, ŕő¡šőňş z_n⊥H_{−∞}(") ďń£ ćśěţ n ∈ Z. Ć šő ęě ćřěň£ "_n { ąăğĺś ć H(X). Śńěďőćăšěńĳŋő, H_{−∞} = 0. 2

Šăłĺň őąřăğőň, ťőřňşńă (11.38) ŕőłăğżćăěš, ůšő řěčşń£řŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ğăďăěšś£ ťĺğĺůěśłĺ őśşźěśšćĺňżň ťĺńĳšřőň ŋă ćţőď łőšőřőčő ŕőďăěšś£ ąěńżľ ÿşň. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő űěŋšřĺřőćăŋŋőčő śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă X = {X_n; n ∈ N} řăğńőęěŋĺě Ćőńĳďă ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

X_n = M_n + N_n = M_n + ∞∑ k=0 c_k"_{n−k}; n ∈ Z; (11.39)

čďě M_n { śĺŋčşń£řŋă£ śőśšăćń£¿źă£, {"_n; n ∈ N} { őąŋőćń£¿źĺľ ŕřőűěśś ďń£ řěčşń£řŋőľ łőňŕőŋěŋšż N_n, (n ∈ Z), ă {c_k}^∞_{k=1} ∈ l^2. Şůĺšżćă£, ůšő P_{Hm(X)}M_{n+m} = M_{n+m} ĺ H_m(X) = H_m(") ďń£ m; n ∈ Z, ŕőńşůăěň

‹^2_n = E|X_{n+m} − P_{Hm(X)}X_{n+m}|^2 = E|N_{n+m} − P_{Hm(X)}N_{n+m}|^2 =

= E|Nn+m − PH_m(ε)Nn+m|^2 == E|^{n−1∑}_{k=0} ck"n+m−k|^2 =^{n−1∑}_{k=0} |ck|^2: (11.40)

Ťőřňşńă (11.40) ěźě řăğ ŕőłăğżćăěš (śň. (11.32)), ůšő ďń£ řěčşń£řŋőčő űěŋšřĺřőćăŋŋőčő śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă X = {X_n; n ∈ N}, š.ě. śőćŕăďă¿źěčő ś łőňŕőŋěŋšőľ {N_n; n ∈ N}, ĺňěěň ŕřĺ n → ∞

‹^2_n → ∞∑ k=0 |c_k|^2 = E|N_0|^2 = E|X_0|^2 = R(0);

čďě R { łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ X.

Ĺğ šěőřěňż 11.17 ĺ ğăňěůăŋĺ£ 11.15 ćżšěłăěš, ůšő řěčşń£řŋżľ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś, š.ě. ŕřőűěśś ćĺďă (11.38), ĺňěěš śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ

f(–) = 1 √ 2ı | | | | ∞∑ k=0 c_ke^{−ikλ} | | | | 2 ; – ∈ [−ı; ı]:

Ĺśůěřŕżćă¿źěě őŕĺśăŋĺě šăłĺţ ŕńőšŋőśšěľ śőďěřęĺš

Šěőřěňă 11.18 (Łőńňőčőřőć). Śšăűĺőŋăřŋżľ űěŋšřĺřőćăŋŋżľ ŕřőűěśś

X = {X_n; n ∈ Z}

£ćń£ěšś£ řěčşń£řŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕńőšŋőśšĳ f(–) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ∫_π −π log f(–)d– > −∞:

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă őśŋőćăŋő ŋă őŕĺśăŋĺĺ čřăŋĺůŋżţ śćőľśšć ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ć ěďĺŋĺůŋőň łřşčě ťşŋłűĺľ łńăśśă Ţăřďĺ H_2 (śň. [?, ś. ]).

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Śšăűĺőŋăřŋżňĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďăńěě ŕřőűěśśż, śšăűĺőŋăřŋżě ć ÿĺřőłőň śňżśńě. Ŋăůŋěň ś ŕ£šĺ ŕřĺňěřőć śšăűĺőŋăřŋżţ ĺ ŋěśšăűĺőŋăřŋżţ ŕřőűěśśőć.

Şŕř. 11.1. Ŕşśšĳ X = {X(t) = e^{i(ηt+ν)}; t ∈ R}, čďě ďěľśšćĺšěńĳŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ; ”; šăłőćż, ůšő řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋă ŋă [0; 2ı] ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš (; ”), ă E^2 < ∞. Şąěďĺšěśĳ, ůšő X ďăěš ŕřĺňěř űěŋšřĺřőćăŋŋőčő śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ ćĺďă (11.13), čďě ňěřă G = E^2F , ă F { řăśŕřěďěńěŋĺě ”.

Şŕř. 11.2. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ ŕőńőęĺň

Y = {Y (t) = cos(”t + ); t ∈ R}:

Ŕřőćěřĳšě, ůšő Y { śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś. Ěśńĺ X = {X(t); t ∈ R} { śšăűĺőŋăřŋżľ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżľ ŕřőűěśś, šő ňőęŋő ńĺ şšćěřęďăšĳ, ůšő {Re X(t); t ∈ R} ĺ {ImX(t); t ∈ R} { śšăűĺőŋăřŋżě ŕřőűěśśż?

Şŕř. 11.3. [šěńěčřăťŋă£ ćőńŋă] Ŕşśšĳ {Nt; t ¿ 0} { ŕşăśśőŋőćśłĺľ ŕřőűěśś, ĺňě- ¿źĺľ ŕőśšő£ŋŋş¿ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ – > 0. Ŕşśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă “ ŋě ğăćĺśĺš őš {N_t; t ¿ 0} ĺ P (“ = −1) = P (“ = 1) = 1=2. Ććěďěň ŕřőűěśś, ŋăğżćăěňżľ šěńěčřăťŋőľ ćőńŋőľ, ŕőńőęĺć

X(t; !) = “(!)(−1)^{Nt(ω)}; t ¿ 0; ! ∈ ˙: (11.41)

Ŋăřĺśşľšě čřăťĺł šřăěłšőřĺľ ¡šőčő ŕřőűěśśă. Ŋăľďĺšě EX(t) ĺ cov(X(s); X(t)), s; t ¿ 0 (śőŕőśšăćĳšě őšćěš ś şŕřăęŋěŋĺěň 3.19).

Şŕř. 11.4. (őąőąźěŋĺě şŕřăęŋěŋĺ£ 11.3). Ŕşśšĳ “0; “1; : : : { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŋěğăćĺś£źă£ őš ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă {N_t; t ¿ 0}, ĺňě¿źěčő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ěďĺŋĺůŋżě śłăůłĺ ć ňőňěŋšż fi_1 < fi_2 < : : : (śň. šěőřěňş 8.5). Ŕőńőęĺň X(t; !) = “_k(!) ŕřĺ fi_k(!) 6 t < fi_{k+1}(!), čďě k = 0; 1; : : : (fi_0 = 0). Ěśńĺ ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {fi_k(!)}^∞_{k=0} ŋăľďşšś£ śőćŕăďă¿źĺě šőůłĺ (ůšő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 0), šő ŕşśšĳ X(t; !) = 0 ďń£ t ¿ 0. Śůĺšă£ E“^2_0 < ∞, ŋăľďĺšě łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕřőűěśśă {X(t); t ¿ 0}.

Şŕř. 11.5. [ďřőąőćőľ ÿşň] Ĺśŕőńĳğş£ őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ şŕřăęŋěŋĺ£ 11.4, ďń£ łşśőůŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ťĺŋĺšŋőľ ťşŋłűĺĺ ffi : R → R őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś ďřőąőćőčő ÿşňă

X(t) = ∞∑ k=0 “_kffi(t − fi_k); t ∈ R; (11.42)

čďě ř£ď śţőďĺšś£ ŕ.ŋ. (ďőłăęĺšě). Ŋăľďĺšě łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r ¡šőčő ŕřőűěśśă ĺ, ćżůĺśńĺć lim_{s→∞} r(s; s + t), şąěďĺšěśĳ, ůšő ćőğŋĺłăěš "ăśĺňŕšőšĺůěśłă£" śšăűĺőŋăřŋőśšĳ ć šőň śňżśńě, ůšő ¡šőš ŕřěďěń ŋě ğăćĺśĺš őš s. Ŋă łăłőľ ąőńěě ÿĺřőłĺľ łńăśś ťşŋłűĺľ ffi őąőąźăěšś£ (11.42)?

Ŕřőűěśś (11.42) ďń£ t ¿ 1 ŕřĺ “_k ¿ 0, k ∈ Z_+ ĺ şążćă¿źěľ ŋă [0; ∞) ťşŋłűĺĺ ffi(·) ¿ 0, ffi(0) = 1, ďőŕşśłăěš śńěďş¿źş¿ ĺŋšěřěŕřěšăűĺ¿. Ć řăďĺőńăňŕě ć ňőňěŋšż fi_k, k ∈ N őš łăšőďă ł ăŋőďş ŕőśšşŕă¿š ¡ńěłšřőŋż. Ŕřĺ ¡šőň ŋăŕř£ęěŋĺě ăŋőďă ć ňőňěŋš fi_k ćőğřăśšăěš śłăůłőň ŋă ćěńĺůĺŋş “_k, ă ğăšěň ŋăůĺŋăěš şążćăšĳ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ťşŋłűĺěľ ffi. Śłăůőł ŋăŕř£ęěŋĺ£ őš ŕřĺţőďă őůěřěďŋőčő ¡ńěłšřőŋă śşňňĺřşěšś£ ś őśšăšőůŋżň ŋăŕř£ęěŋĺěň. Šőčďă X(t) { ŋăŕř£ęěŋĺě ŋă ăŋőďě ć ňőňěŋš t. Őąőąźěŋĺ£ ŕřőűěśśă (11.42), ć šőň ůĺśńě ĺ ŕőń£ ďřőąőćőčő ÿşňă, ĺčřă¿š ćăęŋş¿ řőńĳ ć ŕőśšřőěŋĺĺ řăğńĺůŋżţ ňőďěńěľ řěăńĳŋżţ ŕřőűěśśőć (śň., ŋăŕř., [?], [?]).

Şŕř. 11.6. Ŋăľďĺšě śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ ŕřőűěśśă Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă (śň. şŕř. 3.19).

Şŕř. 11.7. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř (ć ść£ğĺ ś šěőřěňőľ 11.8) ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ R(t), t ∈ R, ŋěŕřěřżćŋőľ ćś¿ďş, łřőňě šőůłĺ t = 0.

Şŕř. 11.8. Ŕşśšĳ h1(t); : : : ; hn(t) { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ŋă ňŋőęěśšćě T . Ďőłăęĺšě, ůšő r(s; t) = ∑_n j=1 h_j(s)h_j(t), s; t ∈ T , £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ ťşŋłűĺěľ. Şłăęĺšě ŕřőűěśś, ĺňě¿źĺľ ¡šş łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿. Ĺśŕőńĳğşľšě ¡šőš ŕřĺňěř ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ şŕř. 10.20.

Şŕř. 11.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ Pn(z1; : : : ; zm) { ňŋőčőůńěŋ n-śšěŕěŋĺ (őš m ŕěřěňěŋŋżţ) ś ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ r_k(s; t), k = 1; : : : ; m, s; t ∈ T { łőćăřĺăűĺőŋŋżě ťşŋłűĺĺ, šő P_n(r_1(s; t); : : : ; r_m(s; t)) šăłęě £ćń£ěšś£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ. Ďăľšě £ćŋżľ ŕřĺňěř ŕřőűěśśă {X(t); t ∈ T } ś ¡šőľ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ.

Şŕř. 11.10. Ŕşśšĳ {Xn; n ∈ Z} { śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś śő śřěďŋĺň a ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ R(n), n ∈ Z. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ N → ∞ 1 N N −1∑

k=0 X_k^{L2(˙)}−→ a ⇔ 1 N N −1∑

k=0 R(k) → 0: (11.43)

Şŕř. 11.11. Ŕşśšĳ ŕřĺ şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő şŕřăęŋěŋĺ£ 1 N^2 N∑ k=1 N∑ m=1 R(k − j) ≡ 1 N ∑ |k|6N −1 R(k)(1 − |k|=N) 6 cN^{−γ} (11.44)

ďń£ ŋěłőšőřżţ c; ‚ > 0 ĺ ćśěţ N ∈ N. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă 1 N N −1∑

k=0 X_k → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ N → ∞: (11.45)

Ŕőłăęĺšě, ůšő şśńőćĺě (11.44) ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ R(n) = O(n^{−γ} ) ŕřĺ n → ∞.

Šěőřěňă Ď11.12 (Čăŕőÿłĺŋ). Ŕşśšĳ {X(n); n ∈ Z} { śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś

śő śřěďŋĺň a = 0 ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ R(n), n ∈ N (ŕşśšĳ R(0) = 1). Šőčďă (11.45) ĺňěěš ňěśšő ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă G({0}) = 0 ĺ lim_{n→∞} ∫ 0<|λ|62^{−n} Z(d–) = 0 ŕ.ŋ.,

čďě Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć śŕěłšřăńĳŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (11.12), ă G { ěě śšřşłšşřŋă£ ňěřă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă őśŋőćăŋő ć [?] ŋă ŕřěďśšăćńěŋĺĺ śşňň k^{−1} ∑_k j=1 X_j ďń£ 2^n 6 k < 2^{n+1}, n = 0; 1; : : : ) ć ćĺďě ∫ |λ|62^{−n} Z(d–) + ^k, čďě lim^{k→∞} ^k = 0 ŕ.ŋ. ĺ ć L^2(˙).

Şŕř. 11.13. Ŕşśšĳ {Xn; n ∈ N} { űěŋšřĺřőćăŋŋă£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ čăşśśőćśłă£ śšăűĺőŋăřŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ R(n), n ∈ Z. Ďőłăęĺšě, ůšő şśńőćĺě 1 N N −1∑

k=0 R^2(k) → 0; N → ∞; (11.46)

ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ďń£ šőčő, ůšőąż őűěŋłă ^R_N (m), ććěďěŋŋă£ ć (11.24) ążńă śőśšő£šěńĳŋőľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň, š.ě. ďń£ m ∈ Z

E|^^RN (m) − R(m)|^2 → 0 ŕřĺ N → ∞:

Şŕř. 11.14. Ŕşśšĳ {Xn; n ∈ Z} { ŕřőűěśś śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő ćĺďă (11.15). Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕőšřěąşěň, ůšőąż ∑_∞ k=−∞ |ck| < ∞ ĺ "k, k ∈ Z, ążńĺ ŋ.ő.ř. ćě-

ńĺůĺŋăňĺ, ĺňě¿źĺňĺ E"^4_0 < ∞. Ŕşśšĳ ^f_N (–) { ŕěřĺőďőčřăňňă (11.25). Ŋăľďĺšě lim_{N →∞} cov( ^f_N (–); ^f_N ()) ďń£ ůăśšőš –; ∈ [−ı; ı].

Şŕř. 11.15. Ŕşśšĳ Z { őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă, őšćěůă¿źă£ ŕřőűěśśş Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă ś ŕăřăňěšřăňĺ ¸; ˛ > 0 (śň. şŕřăęŋěŋĺě 3.19). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőűěśś

W (t) = ∫_∞ −∞ e^{itλ} − 1 i– · i– +˛ ¸ Z(d–); t ¿ 0; (11.47)

(ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕőńăčăěň (e^{itλ} − 1)=i– = t ŕřĺ – = 0) £ććń£ěšś£ ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň (ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ňőďĺťĺłăűĺĺ ŕřőűěśśă {W (t); t ¿ 0} ńěčłő ŕőńşůăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Łőńňőčőřőćă Ď2.22).

Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő (11.47) ďăěš ćőğňőęŋőśšĳ ŕőśšřőěŋĺ£ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă, őšŕřăćń££śĳ őš ŕřőűěśśă Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă, ă şŕřăęŋěŋĺě 3.19 ŕőłăğżćăěš, łăł ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă { Şńěŋąěłă ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ć ńěłűĺĺ 13 ňż řăśśňőšřĺň šăłęě śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě Ńăŋęěćěŋă, ść£ğżćă¿źěě (ŕřĺ őŕřěďěńěŋŋżţ şśńőćĺ£ţ) ¡šĺ ďćă ğăňěůăšěńĳŋżţ ŕřőűěśśă.

Ŕőńĳğş£śĳ şŕřăęŋěŋĺěň 10.6, ňőęěň ŕěřěŕĺśăšĳ (11.47) ć ćĺďě (śřăćŋĺšě ś ŕřĺňěřőň Ď10.7)

W (t) = ∫_∞ −∞ e^{itλ} − 1 i– V (d–); t ¿ 0; (11.48)

čďě őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă V ŋă ŕőńşłőńĳűě K, ťĺčşřĺřş¿źěň ć şŕřăęŋěŋĺĺ 10.6, ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (10.28) ś ťşŋłűĺěľ h(–) = (i– + ˛)=¸, – ∈ R.

Ğăňěůăŋĺě Ď11.16. Śőčńăśŋő šěőřěňě 4.1 šřăěłšőřĺĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ŕ.ŋ. ŋěďĺťťěřěŋűĺřşěňż ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě t ∈ R_+. Ńěčłő ćĺďěšĳ (ďőłăęĺšě), ůšő ć łăęďőľ šőůłě t ∈ R_+ ŋě śşźěśšćşěš ŕřőĺğćőďŋőľ W (t) ďăęě ć śňżśńě śţőďĺňőśšĺ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ. Šěň ŋě ňěŋěě, ěśńĺ ťőřňăńĳŋő ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ ŕő t řăćěŋśšćő (11.48), ŕőńşůĺň šăł ŋăğżćăěňżľ "ąěńżľ ÿşň"

_W (t) = ∫_∞ −∞ e^{itλ}V (d–): (11.49)

İšő ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ťőřňăńĳŋő ŕőńşůěŋă śňěśĳ čăřňőŋĺůěśłĺţ łőńěąăŋĺľ e^{itλ}; łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ćţőďĺš ć (11.49) ś őďĺŋăłőćőľ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ¿, ŕőśłőńĳłş śšřşłšşřŋă£ ďń£ V ňěřă ěśšĳ ňěřă Ńěąěčă. Šőůŋżľ śňżśń ¡šőňş "ąěńőňş ÿşňş" şďăěšś£ ŕřĺďăšĳ ąńăčőďăř£ šěőřĺĺ őąőąźěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, śň. [?], ććěďěŋĺě ć ¡šş őąńăśšĳ śőďěřęĺš [?].

Řěğşńĳšăšż, ĺğńőęěŋŋżě ć ńěłűĺĺ 11, řăśŕřőśšřăŋ£¿šś£ ŋă ŕřőűěśśż ś ćěłšőřŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ, ă šăłęě ŋă śńşůăľŋżě ŕőń£.

Ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ C(s; t) = (C_{jk}(s; t))^m_{j,k=1}, s; t ∈ T ś łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ŋăğżćăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő (ĺńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋő) őŕřěďěńěŋŋőľ ěśńĺ ďń£ ćśěţ n ∈ N ĺ ń¿ążţ z_1; : : : ; z_n ∈ C^m , t_1; : : : ; t_n ∈ T n∑ j,k=1 z^∗_j C(t_j; t_k)z_k ¿ 0; (11.50)

∗ őąőğŋăůăěš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě ĺ łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě ćśěţ ¡ńěňěŋšőć.

Ćěłšőřŋżľ ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T } śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^n ŋăğżćăěšś£ L^2-ŕřőűěśśőň, ěśńĺ E‖X(t)‖^2 < ∞ ďń£ ćśěţ t ∈ T . Ğďěśĳ ĺ ďăńěě ŋőřňă ć łőňŕńěłśŋőň (ć ůăśšŋőśšĺ, ďěľśšćĺšěńĳŋőň) ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě

‖z‖ = (z; z)^{1/2}; čďě (z; w) = m∑ k=1 z_kw_k ďń£ z; w ∈ C^m : (11.51)

Őŕřěďěńĺň ćěłšőřŋş¿ ťşŋłűĺ¿ śřěďŋěčő ĺ ňăšřĺůŋş¿ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ (łőřřěń£űĺőŋŋş¿) ťşŋłűĺ¿ L^2-ŕřőűěśśă X, ŕőńőęĺć

a(t) = EX(t) ∈ C^m ; r(s; t) = E(X(s) − a(s))(X(t) − a(t))^∗: (11.52)

Şŕř. 11.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ R(s; t), s; t ∈ T (ś łőňŕńěłśŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ) £ćń£ěšś£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő L^2-ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ T } šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă.

Ŕşśšĳ T { ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T } śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ

ć C^m ŋăğżćăěšś£ śšăűĺőŋăřŋżň ć ÿĺřőłőň śňżśńě ĺńĺ őďŋőřőďŋżň, ěśńĺ

a(t) = a ∈ C^m ; r(s; t) = R(s − t); s; t ∈ T: (11.53)

Ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺ£ C(t), t ∈ T , ŋăğżćăěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ťşŋłűĺ£ r(s; t) := C(s − t), s; t ∈ T .

Ćś¿ďş ďăńěě ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ űěŋšřĺřőćăŋŋżě ŕřőűěśśż (ĺ ŕőń£). Čőćőř£š, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěłšőřőć "(n), n ∈ Z, śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^m £ćń£ěšś£ ąěńżň ÿşňőň (ďń£ ŕřőűěśśőć ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň ¡šőš šěřňĺŋ, łăł őšňěůăńőśĳ ćżÿě, ĺňěěš ąőńěě śńőęŋżľ śňżśń), ěśńĺ ć (11.53)

a = 0; R(0) = I; R(n) = 0 ŕřĺ n ≠ 0; (11.54)

ğďěśĳ I { ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă m-čő ŕőř£ďłă.

(Ćěłšőřŋżľ) ŕřőűěśś śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő ććőďĺšś£ ťőřňşńőľ

X(n) = ∞∑ k=−∞ A_k"(n − k); n ∈ Z; (11.55)

čďě {"(n); n ∈ Z} { ąěńżľ ÿşň, A_k, k ∈ Z{ ňăšřĺűż (őŕěřăšőřż), őšőąřăęă¿źĺě

C^m ć C^m . Ř£ď ć (11.55) ŕőŋĺňăěšś£, łăł śţőď£źĺľś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň.

Şŕř. 11.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śţőďĺňőśšĺ ć L^2(˙; F; P ) ř£ďă (11.55) ďőśšă-

šőůŋő, ůšőąż ∑_∞ k=−∞ |Ak| 2 < ∞, čďě |A| := (TrAA^∗)^{1/2} = ( ∑_m j,q=1 |ajq| 2 )_{1/2} ďń£ A = (a_{jq})^m_{j,q=1}. Ŋăľďĺšě łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ćěłšőřŋőčő ŕřőűěśśă śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő.

Ěśńĺ T { ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ňěšřĺłőľ ȷ, šő L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T } śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^m ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ć šőůłě t ∈ T , łőčďă

E‖X(s) − X(t)‖^2 → 0 ŕřĺ ȷ(s; t) → 0: (11.56)

Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă T őğŋăůăěš ćżŕőńŋěŋĺě (11.56) ć łăęďőľ šőůłě t ∈ T .

Ďőłăęĺšě śăňőśšő£šěńĳŋő, ůšő śŕřăćěďńĺćă

Šěőřěňă Ď11.19. Ťşŋłűĺ£ R(t), t ∈ R^d, £ćń£ěšś£ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ őď-

ŋőřőďŋőčő, ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőčő śńşůăľŋőčő ŕőń£ X = {X(t); t ∈ R^d} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

R(t) = ∫ R^d e^{i(t,λ)}G(d–); t ∈ R^d; (11.57)

čďě G { ŋěłőšőřă£ łőŋěůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ňěřă ŋă B(R^d). Ŕřĺ ¡šőň ňěřă G őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő.

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęěš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋă šěőřěňă 11.1.

Śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕőń£ X, ťĺčşřĺřş¿źěčő ć šěőřěňě Ď11.19, ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě Z śő śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ G ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě şśĺńěŋŋőčő ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń (ŞĞĄŮ) ďń£ őďŋőřőďŋżţ śńşůăľŋżţ ŕőńěľ. İšőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ŕőść£źěŋż ĺśśńěďőćăŋĺ£ Ć.Ť. Čăŕőÿłĺŋă.

Šěőřěňă Ď11.20 (Čăŕőÿłĺŋ). Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ R^n} { űěŋšřĺřőćăŋŋőě

ŋěŕřěřżćŋőě ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůŋőň śńşůăľŋőě ŕőńě ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ R(t), t ∈ R^n (ŋőřňĺřőćăŋŋőě šăł, ůšő R(0) = 1). Ěśńĺ ∫ 0<|λ|61 ( n∏ k=1 log log(3 + |–_k|^{−1}))^2G(d–) < ∞;

čďě G { śŕěłšřăńĳŋă£ ňěřă, šő ŕřĺ T_1 → ∞; : : : ; T_n → ∞

(T_1 · : : : · T_n)^{−1} ∫_{T1} 0 · · · ∫_{Tn} 0 X(t_1; : : : ; t_n)dt_1 · · · dt_n → ”(!) ŕ.ŋ. (11.58)

İšőš ŕřěďěń řăćěŋ ŋşń¿ ŕ.ŋ. šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă G({0}) = 0.

Şśńőćĺ£ šěőřěňż Ď11.20 ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě šőůŋż, łăł ŕőłăğăŋő ć [?]. Őą ŞĞĄŮ ďń£ śńşůăľŋżţ ŕőńěľ śň. šăłęě [?], [?].

Łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőě ŕőńě X = {X(t); t ∈ R^d} ŋăğżćăěšś£ ĺğőšřőŕŋżň, ěśńĺ ěčő łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ r(s; t) ğăćĺśĺš šőńĳłő őš t ĺ ‖s − t‖. Ěśńĺ ŕőńě ěźě ĺ őďŋőřőďŋő, šő r(s; t) = R(‖s−t‖) ďń£ s; t ∈ R^d. Šőčďă ťőřňşńě (11.57) ňőęŋő ŕřĺďăšĳ śńěďş¿źĺľ ćĺď, łăł ŕőłăğżćăěš

Šěőřěňă Ď11.21 (śň. [?], š. 1, ś. 262). Ďń£ šőčő, ůšőąż ťşŋłűĺ£ R(u), u ∈ R+,

ążńă łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ őďŋőřőďŋőčő ĺ ĺğőšřőŕŋőčő, ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőčő ŕőń£ X = {X(t); t ∈ R^d}, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż

R(u) = 2^{(m−2)2}` ( m 2 ) ∫_∞ 0 I_{(m−2)/2}(–u) (–u)^{(m−2)/2}

Q(d–); u ∈ R_+; (11.59)

čďě I_ν(x) { ąěśśěńěćă ťşŋłűĺ£ ŕěřćőčő řőďă, Q {ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă

B(R+), ŕřĺůěň Q(R+) = G(R^m) = R(0).

Şŕőň£ŋěň šăłęě ŕőŋ£šĺě őďŋőřőďŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ X, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋă R^d × ˙ ĺ ŕřĺŋĺňă¿źěčő ğŋăůěŋĺ£ ć R^d. Ŕőňĺňő şśńőćĺ£ (11.53) ğďěśĳ šřěąşěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő čřşŕŕż ćřăźěŋĺľ, š.ě.

(S^{−1}X(St_1); : : : ; S^{−1}X(St_n))^D= (X(t_1); : : : ; X(t_n)) ďń£ ń¿ąőčő ćřăźěŋĺ£ S ć R^d ĺ ń¿ążţ šőůěł t_1; : : : ; t_n ∈ R^d (n ∈ N). Šăłĺě ŕőń£, őąńăďă¿źĺě ł šőňş ęě śšăűĺőŋăřŋőśšĳ¿ ŕřĺřăźěŋĺľ, š.ě.

(X(t_1+h)−X(t_0+h); : : : ; X(t_n+h)−X(t_{n−1}+h))^D= (X(t_1)−X(t_0); : : : ; X(t_n)−X(t_{n−1}))

ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ćśěţ t_0; : : : ; t_n; h ∈ R^d, ĺčřă¿š ćăęŋş¿ řőńĳ ć šěőřĺĺ šşřąşńěŋšŋőśšĺ (śň., ŋăŕř., [?]).

Ňăšřĺůŋş¿ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ňŋőęěśšćă G(B) = (Gjk(B))^m_{j,k=1}, B ∈ K (K { ŕőńşłőńĳűő ňŋőęěśšć ~) ŋăğżćă¿š ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, ěśńĺ ňăšřĺűă G(B) ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ŕřĺ łăęďőň B ∈ K.

Ďń£ ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň śńşůăľŋőčő ŕőń£ X = {X(t); t ∈ R^d} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^m ĺ ćěłšőřă fi ∈ C^m ććěďěň śłăń£řŋőě ŕőńě Y = {Y (t) = (X(t); fi); t ∈ R^d}. Őŋő šăłęě £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ĺ ŋěŕřěřżćŋżň ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň (ŕřőćěřĳšě). Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň, ďőłăęĺšě, ůšő ćěřŋă

Šěőřěňă Ď11.22. Ďń£ šőčő, ůšőąż ťşŋłűĺ£ R(t), t ∈ R^d ążńă ňăšřĺůŋőľ łő-

ćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ ŋěŕřěřżćŋőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň őďŋőřőďŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ X = {X(t); t ∈ R^d} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^m , ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ćżŕőńŋěŋĺě (11.57), čďě R ŕőŋĺňăěšś£, łăł m × m ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺ£, ă G { łăł m × m ňăšřĺůŋă£ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă B(R^d).

Őąőąźěŋĺě šěőřěňż Ąőţŋěřă { Ţĺŋůĺŋă ŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋżě ťşŋłűĺĺ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋő ć ŕřĺńőęěŋĺĺ 4.

Ćěłšőřŋőľ (śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć C^m ) őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřőľ Z ŋă ŋěłőšőřőň ŕőńşłőńĳűě K ňŋőęěśšć ~ ŋăğżćăěšś£ L^2-ŕřőűěśś {Z(B); B ∈ K}, šăłőľ, ůšő

EZ(B)Z(C)^∗ = G(B ∩ C); (11.60)

čďě G { ňăšřĺůŋőğŋăůŋă£ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋă£ ňěřă ŋă K, ŋăğżćăěňă£ śšřşłšşřŋőľ (ňăšřĺůŋőľ) ňěřőľ. Łőŋśšřşłűĺ£ ĺŋšěčřăńă ŕő śłăń£řŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě ńěčłő őąőąźăěšś£ ŋă ćěłšőřŋżľ śńşůăľ.

Ĺğ šěőřěň 10.13 ĺ Ď11.22 ćżćőďĺšś£

Šěőřěňă Ď11.23. Ŕőńě X, ťĺčşřĺřş¿źěě ć šěőřěňě Ď11.22, ďőŕşśłăěš ŕřěď-

śšăćńěŋĺě ćĺďă

X(t) = ∫ R^d e^{i(t,λ)}Z(d–); t ∈ R^d; (11.61)

čďě Z { ćěłšőřŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă ŋă B(R^d) śő śšřşłšşřŋőľ ňěřőľ G, őšćěůă¿źěľ śŕěłšřăńĳŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőń£. Ŕřĺ ¡šőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň L^2[X], š.ě. ğăňłŋşšőľ ć L^2(˙; F; P ) ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ćěńĺůĺŋ X_t, t ∈ R^d, ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň L^2() = L^2(R; B(R); ), čďě = TrG, şśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłőě śőőšćěšśšćĺě, ŕřĺ łőšőřőň

1) X(t) ↔ e^{i(t,λ)}, 2) ěśńĺ Y_k ↔ g_k(–), čďě Y_k ∈ L^2[X], g_k ∈ L^2(), k = 1; 2, šő

Y_k = ∫ R^d g_k(–)Z(d–); (11.62)

EY1Y^∗_2 =^∫ R^d g_1(–)g_2(–)^∗G(d–): (11.63)

Ŕőńşůĺšě őšś¿ďă, ůšő śŕřăćěďńĺćă

Šěőřěňă Ď11.24 (Łőšěńĳŋĺłőć { Ÿěŋŋőŋ). Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋőě, ŋěŕřěřżćŋőě

ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŕőńě X = {X(t); t ∈ R^d} ĺňěěš őčřăŋĺůěŋŋżľ śŕěłšř, š.ě. śšřşłšşřŋă£ ňěřă śőśřěďőšőůěŋă ŋă ŋěłőšőřőň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďě

[−u_1; u_1] × : : : × [−u_d; u_d]

ś ŋěŋşńěćżňĺ ďńĺŋăňĺ řěąěř. Šőčďă

X(t) = ∑ n=(n_1,... ,n_d)∈Z^d d∏ k=1 sin(u_kt_k − ın_k) u_kt_k − ın_k X ( ın_1 u_1

; : : : ;

ın_d u_d ) ; (11.64)

čďě ŕřĺ łăęďőň t = (t_1; : : : ; t_d) ∈ R^d ř£ď śţőďĺšś£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň. Ĺŋăůě čőćőř£, řěůĳ ĺďěš ő ćőśśšăŋőćńěŋĺĺ (ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň) ğŋăůěŋĺľ ŕőń£ ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłě t ∈ R^d ŕő ěčő ğŋăůěŋĺ£ň ć şğńăţ řěÿěšłĺ.

Ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ćěłšőřŋżţ ŕřőűěśśőć ĺ ŕőńěľ ŕőść£źěŋż ňőŋőčřăťĺĺ [?], [?], [?]. Őůěŋĳ ćăęŋżň ďń£ ŕřĺńőęěŋĺľ őłăğżćăěšś£ ćőŕřőś ő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ŕřőűěśśőć. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěłőšőřőě şśšřőľśšćő ("śĺśšěňă"), ŋă ćţőď łőšőřőľ ŕőďăěšś£ ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T } ĺ ŋă ćżţőďě ŕőńşůăěšś£ ŕřőűěśś Y = {Y (t); t ∈ S}. Ťőřňăńĳŋő ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ, Y = AX, őďŋăłő őąřăšĺň ćŋĺňăŋĺě ŋă śńěďş¿źěě őąśšő£šěńĳśšćő. Ěśńĺ śůĺšăšĳ, ůšő A { őšőąřăęěŋĺě őďŋőčő ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć ďřşčőě, šő šřěąşěšś£ ŕőğăąőšĺšĳś£ ő šőň, ůšőąż (ŕőůšĺ ćśě) šřăěłšőřĺĺ X ńěęăńĺ ć őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ A, ĺ ůšőąż ďěľśšćĺě A ŋă ¡šĺ šřăěłšőřĺĺ ŕřĺćőďĺńő ł śńşůăľŋőňş ŕřőűěśśş (ć śňżśńě ďőńęŋżţ šřěąőćăŋĺľ ĺğňěřĺňőśšĺ). Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ďěľśšćĺě A ŋă ŕřőűěśś X ŕřĺćőďĺš ć łăęďżľ ňőňěŋš t ∈ S ł ŕő£ćńěŋĺ¿ őŕřěďěńěŋŋőľ ŕ.ŋ. śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż Y (t). Şďőąśšćő śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć śšőřőŋě őśšăěšś£ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ćőŕřőś ő śćőľśšćăţ šřăěłšőřĺľ (ŕőšőň ňőęŋő ćżąřăšĳ ňőďĺťĺłăűĺ¿ šőčő, ůšő ŕő£ćĺńőśĳ ŋă ćżţőďě śĺśšěňż). Ĺňěŋŋő šăł ććěďěň őŕěřăűĺ¿ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň. Ŕřőĺğćőďŋş¿ X^′(t) (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőčő) L^2-ŕřőűěśśă X, ğăďăŋŋőčő ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ

t ∈ R, őŕřěďěńĺň, łăł ŕřőĺğćőďŋş¿ ťşŋłűĺĺ X(t) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ąăŋăţőćőň (čĺńĳ-

ąěřšőćőň) ŕřőśšřăŋśšćě B = L^2(˙; F; P ) (śň. ś. ??), š.ě.

E|X^′(t) − (X(t + h) − X(t))=h|^2 → 0 ŕřĺ h → 0: (11.65)

Šăłőľ ŕőďţőď ŕőğćőń£ěš śőğďăšĳ śőďěřęăšěńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě (ś łńăśśĺůěśłĺň ăŋăńőčőň ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă { Ńěľąŋĺűă (8.53)). Ěśńĺ ąż ňż őšŕřăćń£ńĺśĳ őš ŕőŋ£šĺ£ śţőďĺňőśšĺ (X(t + h) − X(t))=h ł ŕřěďěńĳŋőľ ćěńĺůĺŋě ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ŕřĺ h → 0, šő ďăęě şŕőň£ŋşšă£ ťőřňşńă ŋě ĺňěńă ąż ňěśšă, łăł ŕőłăğżćăěš śńěďş¿źěě şŕřăęŋěŋĺě.

Şŕř. 11.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕşăśśőŋőćśłőčő ŕřőűěśśă {Nt; t ¿ 0} ŕőśšő£ŋŋőľ ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ – > 0 ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ć łăęďőľ šőůłě t ∈ R_+ řăćŋă ŋşń¿ ŕ.ŋ.

Ĺšăł, ďăńěě ďń£ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőĺğćőďŋżě ć śřěďŋěłćăďřăšĺůěśłőň, ŋě őčőćăřĺćă£ ¡šőčő śŕěűĺăńĳŋő. Łăł őążůŋő, ŕřőĺğćőďŋă£ k-čő ŕőř£ďłă ć šőůłě t őŕřěďěń£ěšś£ (ěśńĺ őŋă śşźěśšćşěš) ŕő ğŋăůěŋĺ- £ň ŕřőűěśśă X^{(k−1)}(t) ć őłřěśšŋőśšĺ ¡šőľ šőůłĺ.

Şŕř. 11.26. Ŕşśšĳ X = {X(t); t ∈ [a; b]} { ¡šő L^2-ŕřőűěśś ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r(s; t). Ďőłăęĺšě, ůšő X^′(t) śşźěśšćşěš ć šőůłě t ∈ (a; b) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš őąőąźěŋŋă£ ćšőřă£ ŕřőĺğćőďŋă£

~@2r(s; t) @s@t ć šőůłě (t; t) (ś šěőřĺěľ őąőąźěŋŋżţ ťşŋłűĺľ ¡šő ŋĺłăł ŋě ść£ğăŋő), ğďěśĳ

~@2r(s; t) @s@t

:= lim_{h,u→0}(r(s + h; t + u) − r(s + h; t) − r(s; t + u) + r(s; t))=hu: (11.66)

Ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ŕřőĺğćőďŋőľ ć łőŋűěćżţ šőůłăţ, ěśńĺ ĺňěšĳ ć ćĺďş őďŋőśšőřőŋŋĺě ŕřőĺğćőďŋżě.

Ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šőčő ĺ ŕőďőąŋżţ şŕřăęŋěŋĺľ łń¿ůěćş¿ řőńĳ ĺčřăěš śńěďş¿źă£ ¡ńěňěŋšăřŋă£ ńěňňă.

Ńěňňă Ď11.27. Ş ťşŋłűĺĺ f(t), t ∈ [a; b], ŕřĺŋĺňă¿źěľ ğŋăůěŋĺ£ ć čĺńĳąěřšő-

ćőň ŕřőśšřăŋśšćě H śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (·; ·) śşźěśšćşěš ŕřěďěń ć šőůłě t_0 ∈ [a; b] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš lim_{s,t→t0} (f(s); f(t)).

Şŕř. 11.28. Ŕşśšĳ śşźěśšćşěš X^′(t). Šőčďă śşźěśšćşěš dEX(t)=dt ĺ EX^′(t) = dEX(t)=dt:

Łřőňě šőčő,

EX^′(s)X(t) =^{@r(s; t)}_{@s} ; EX^′(s)X^′(t) =^{~@2r(s; t)}_{@s@t} ; (11.67)

ğďěśĳ ńěćżě ĺ ŕřăćżě ůăśšĺ śşźěśšćş¿š ĺńĺ ŋě śşźěśšćş¿š őďŋőćřěňěŋŋő, ĺ ěśńĺ śşźěśšćş¿š, šő řăćŋż.

Şŕř. 11.29. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćőćăŋĺě ć šőůłě (s; t) ŕřőĺğćőďŋőľ @^2r(s; t)@s@t

ćńěůěš śşźěśšćőćăŋĺě ć ¡šőľ šőůłě

~@2r(s; t) @s@t ĺ ĺţ řăćěŋśšćő, őďŋăłő őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ŋěćěřŋő. Ŕőśšřőľšě ŕřĺňěř L^2-ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ R}, ĺňě¿źěčő ŕřőĺğćőďŋş¿ ć šőůłě u ∈ R, ŋő ŋě ĺňě¿źěčő ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőůłě v ∈ R. Ňőęěš ńĺ ążšĳ šăłőě ďń£ śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă X?

Şŕř. 11.30. Ďőłăęĺšě, ůšő ş śšăűĺőŋăřŋőčő ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ R} ŕřőĺğćőďŋă£ X^{(k)}(t) śşźěśšćşěš ć łăęďőľ šőůłě t šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∫_∞ −∞ –^{2k}G(d–) < ∞; (11.68)

čďě G { śŕěłšřăńĳŋă£ ňěřă X. Ąşďěš ńĺ ŕřőűěśś X^{(k)} śšăűĺőŋăřěŋ? Ěśńĺ ąşďěš, šő łăłőćő ěčő śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě?

Ŋăř£ďş ś ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň ćăęŋżľ ŕřĺňěř ńĺŋěľŋőľ őŕěřăűĺĺ (š.ě. A(¸X + ˛V ) = ¸AX + ˛AV ďń£ ¸; ˛ ∈ C ĺ X; V ∈ DomA) ďăěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć. Ďń£ L^2-ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]} śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ∫_b a X(t)dt ŕőŋĺňăěšś£ (ěśńĺ śşźěśšćşěš), łăł ĺŋšěčřăń Řĺňăŋă ŕő őšřěğłş [a; b] őš ťşŋłűĺĺ X śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ąăŋăţőćőň (čĺńĳąěřšőćőň) ŕřőśšřăŋśšćě

L^2(˙) = L^2(˙; F; P ), śň. ś. ??. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ďń£ řăğąĺěŋĺľ a = x^{(n)}_0 < : : : < x^{(n)}_{kn} = b ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕřőňěęşšőůŋżţ šőůěł s_i ∈ [x^{(n)}_{i−1}; x^{(n)}_i ], i = 1; : : : ; k_n (n; k_n ∈ N) E | | | | ∫_b a X(t)dt − kn∑ i=1 X(s^{(n)}_i )´x^{(n)}_i | | | | 2 → 0 ŕřĺ ´_n → 0; (11.69)

čďě ´x^{(n)}_i = x^{(n)}_i − x^{(n)}_{i−1}, i = 1; : : : ; k_n ĺ ´_n = max_16_i6_{kn} ´x^{(n)}_i .

Şŕř. 11.31. Ďń£ ććěďěŋŋżţ ćżÿě řăğąĺěŋĺľ őšřěğłă [a; b] šőůłăňĺ

x^{(n)}_i ; i = 0; : : : ; k_n

ś ŕřőňěęşšőůŋżňĺ šőůłăňĺ t^{(n)}_i , i = 1; : : : ; k_n ŕşśšĳ ´_n → 0 ŕřĺ n → ∞. Ďőłăęĺšě, ůšő űěŋšřĺřőćăŋŋżľ L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ [a; b]}, ĺňě¿źĺľ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r, ĺŋšěčřĺřşěň ŋă [a; b], š.ě. ćżŕőńŋěŋő (11.69), šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

∃ lim n→∞,m→∞ kn∑ i=1 km∑ j=1 r(s^{(n)}_i ; s^{(m)}_j )´x^{(n)}_i ´x^{(m)}_j : (11.70)

Őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ L^2-ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]}, ĺňě¿źěčő łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ r, şśńőćĺě (11.70) ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ śşźěśšćşěš ďćőľŋőľ ĺŋšěčřăń Řĺňăŋă, š.ě. ∃ ∫_b a ∫_b a r(s; t)dsdt: (11.71)

Ğăňěšĺň, ůšő Ćăŋč [?] ŕőśšřőĺń ŕřĺňěř ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]}, ĺŋšěčřĺřşěňőčő ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă [a; b], ďń£ łőšőřőčő ŋě ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (11.71), śň. [?, ś. 200].

Ćżÿě şęě őšňěůăńőśĳ, ůšő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ťşŋłűĺľ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě B (łőčďă śşźěśšćş- ¿š ŕřěďěńż ŕő ŋőřňě ďń£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ăŕŕřőłśĺňăűĺľ). Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ X = {X(t); t ∈ [a; b]} ěśšĳ L^p-ŕřőűěśś ďń£ ŋěłőšőřőčő p ¿ 1, š.ě. E|X_t|^p < ∞ ŕřĺ t ∈ [a; b], šő ĺśŕőńĳğş¿š őąőğŋăůěŋĺě (L^p) ∫_b a X(t)dt, łőčďă ŕřěďěń ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň Řĺňăŋă ąěřěšś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^p(˙).

Ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś ő ść£ğĺ (L^p) ∫_b a X(t)dt ś ĺŋšěčřăńăňĺ Řĺňăŋă ĺ Ńěąěčă, ąěřşźĺňĺś£ őš šřăěłšőřĺľ ŕřőűěśśă (łőčďă ¡šő ćőğňőęŋő). Ďăŋŋżľ ćőŕřőś ŕőďřőąŋő řăśśňőšřěŋ ć [?], čń. 2, §2.1, čďě, ć ůăśšŋőśšĺ, ŋă ś. 47 ďăěšś£, ă ŋă ś. 348 ĺ 349 řăğąĺřăěšś£

Şŕř. 11.32. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś {X(t); t ∈ [a; b]} ĺğňěřĺň ĺ ŋěŕřěřżćěŋ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^p(˙) ďń£ ŋěłőšőřőčő p ¿ 1. Šőčďă ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě

(L^p) ∫_b a X(t)dt)(!) = ∫_b a X(t; !)dt; (11.72)

čďě śŕřăćă śšőĺš ĺŋšěčřăń Ńěąěčă, őŕřěďěńěŋŋżľ ďń£ łăęďőľ šřăěłšőřĺĺ. Ş ćěńĺůĺŋ X(t) ć ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (11.72) ăřčşňěŋš ! őŕşźěŋ, ůšőąż ŕőďůěřłŋşšĳ ŋěšřăěłšőřŋżľ śňżśń ĺŋšěčřăńă. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ŕő šěőřěňě Ď2.15 ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŕřőűěśśă ŋă [a; b] ŕő ŋőřňě L^p(˙) őąěśŕěůĺćăěš ŋăńĺůĺě ş ŋěčő ĺğňěřĺňőľ ňőďĺťĺłăűĺĺ.

Ŕřěďńăčăěšś£ ćżŕőńŋĺšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő Şŕř. 11.33. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T } ŋěŕřěřżćěŋ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă T = [a; b] ∪ [c; d]. Šőčďă

E^{∫ b}_a X(t)dt =^{∫ b}_a EX(t)dt; (11.73)

cov( ∫_b a X(s)ds; X(t)) = ∫_b a r(s; t)ds; s ∈ T; (11.74)

cov( ∫_b a X(s)ds; ∫_d c X(t)dt) = ∫_b a ∫_d c r(s; t)dsdt; (11.75)

čďě r {łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕřőűěśśă.

Ŋěśőąśšćěŋŋżě ĺŋšěčřăńż ŕő ćśěľ ŕř£ňőľ ććőď£šś£ śšăŋďăřšŋżň őąřăğőň, łăł ŕřěďěńż (ěśńĺ šăłőćżě śşźěśšćş¿š) ć śőőšćěšśšćş¿źěň śňżśńě ĺŋšěčřăńőć ŕő őšřěğłăň [a; b], łőčďă a → −∞ ĺ b → ∞.

Ĺšăł, ďń£ L^2-ŕřőűěśśă X = {X(t); t ∈ [a; b]} ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ r, ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă T ĺ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ h, ğăďăŋŋőľ ŋă T × R, őŕřěďěńĺň ŕřőűěśś

Y (t) = ∫_∞ −∞ h(t; s)X(s)ds; t ∈ T: (11.76)

§śŋő, ůšő Y (t) ć (11.76) śşźěśšćşěš, ěśńĺ łőŋěůěŋ ŋěśőąśšćěŋŋżľ ĺŋšěčřăń Řĺňăŋă ∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ h(t; s)r(s; u)h(t; u)dsdu: (11.77)

Ťşŋłűĺ£ h, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć (11.76), ŋăğżćăěšś£ ĺňŕşńĳśŋőľ ŕěřěţőďŋőľ ťşŋłűĺěľ śĺśšěňż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ťőřňăńĳŋő ŕőďśšăćĺšĳ ć ĺŋšěčřăń (11.76) ćňěśšő h ťşŋłűĺ¿ Ďĺřăłă ‹_s, šő ŕőńşůĺň Y (t) = h(t; s). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, h(s; t) ěśšĳ őšłńĺł śĺśšěňż ć ňőňěŋš t ŋă ‹-ĺňŕşńĳś, ŕőďăćăěňżľ ŋă ćţőď ć ňőňěŋš s.

Ć śńşůăě T = R śőőąřăęěŋĺ£, ŕő łőšőřżň ęěńăšěńĳŋő ĺňěšĳ őďŋőřőďŋżě ŕő ćřěňěŋĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ŕřĺćőď£š ł ĺğşůěŋĺ¿ ŕřőűěśśőć ćĺďă

Y (t) = ∫_∞ −∞ h(t − s)X(s)ds; t ∈ R; (11.78)

š.ě. ł śćěřšłăň ĺńĺ ťĺńĳšřăň. Şďőąŋőě őŕĺśăŋĺě šăłĺţ śĺśšěň ďăěš ůăśšőšŋă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ĺńĺ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕěřěďăůĺ

H(i–) = ∫_∞ −∞ h(s)e^{−iλs}ds; – ∈ R: (11.79)

Ěśńĺ h ∈ L^1(R), š.ě. ĺŋšěčřĺřşěňă ŕő Ńěąěčş, šő H, őůěćĺďŋő, śşźěśšćşěš. Ůăśšőšŋă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ŋăčń£ďŋżľ śňżśń. Ěśńĺ h ∈ L^1(R), šő ďń£ łăęďőčő – ∈ R ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ X(s) = e^{iλs}, s ∈ R ąşďěš śőąśšćěŋŋőľ ťşŋłűĺěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (11.78), őšćěůă¿źěčő śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ H(i–). İšő ďěńăěš ŕőŋ£šŋżň śňżśń śńěďş¿źěčő şŕřăęŋěŋĺ£.

Şŕř. 11.34. Ŕşśšĳ ŋă ćţőď ťĺńĳšřă (11.78) ŕőďăěšś£ śšăűĺőŋăřŋżľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ R}, ĺňě¿źĺľ śŕěłšřăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě (11.9) ś őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřőľ Z, śšřşłšşřŋă£ ňěřă łőšőřőľ ěśšĳ G. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ůăśšőšŋă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ťĺńĳšřă H(i–) ∈ L^2(R; B(R); G), šő łőćăřĺăűĺőŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕřőűěśśă Y = {Y (t); t ∈ R} ĺňěěš ćĺď

R(t) = ∫_∞ −∞ e^{iλt}|H(i–)|^2G(d–); t ∈ R; (11.80)

ă śăň ŕřőűěśś

Y (t) = ∫_∞ −∞ e^{iλt}H(i–)Z(d–); t ∈ R: (11.81)

Ćśŕőňĺŋă£ ¡ŋěřčěšĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ śŕěłšřăńĳŋőľ ňěřż, ćĺďĺň, ůšő |H(i–)|^2 ŕőłăğżćăěš ćő śłőńĳłő řăğ şćěńĺůĺšś£ ¡ŋěřčĺ£ ŕřőśšżţ čăřňőŋĺůěśłĺţ śőśšăćń£¿źĺţ ŕřőűěśśă X ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ ůěřěğ ťĺńĳšř.

Şŕř. 11.35. Łăłă£ ĺňŕşńĳśŋă£ ŕěřěţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ őšćěůăěš ŕőńőśőćőňş ťĺńĳ-

šřş, š.ě. ťĺńĳšřş, ŕřőŕşśłă¿źěňş ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£ čăřňőŋĺůěśłĺě śőśšăćń£¿źĺě ŕřőűěśśőć ś ůăśšőšăňĺ ć ŕőńőśě [a; b] (¡šő ğŋăůĺš, ůšő H(i–) = 1_{[a,b]}(–))?

Ĺŋšěřěśŋő řăśśňőšřěšĳ ŕřĺňěŋěŋĺě śŕěłšřăńĳŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ŕřőűěśśőć ł řěÿěŋĺ¿ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă

P_n ( d dt ) Y = X; (11.82)

čďě X { ğăďăŋŋżľ śšăűĺőŋăřŋżľ ŕřőűěśś, P_n(z) = a_0z^n +a_1z^{n−1} +: : :+a_n { ňŋőčőůńěŋ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ă ŋěĺğćěśšŋżľ ŕřőűěśś Y = {Y (t); t ∈ R} ŕřěďŕőńăčăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżň ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň n řăğ ć łăęďőľ šőůłě t ∈ R. Řăćěŋśšćő (11.82) śůĺšăěšś£ ćżŕőńŋěŋŋżň ŕ.ŋ. ŕřĺ łăęďőň t ∈ R.

Ćőśŕőńĳğşěňś£ śŕěłšřăńĳŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň (11.9) ŕřőűěśśă X. Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě Y ć ćĺďě ćżţőďă ťĺńĳšřă, ŋă ćţőď łőšőřőčő ŕőďăěšś£ ŕřőűěśś X (ďń£ ¡šőčő ŋěĺğćěśšŋżľ ŕřőűěśś ążń őąőğŋăůěŋ Y , ă ŋě X). Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ şŕřăęŋěŋĺ£ňĺ 11.34 ĺ 11.30, ŕřĺţőďĺň ł şřăćŋěŋĺ¿ ∫_∞ −∞ e^{iλt}P_n(i–)H(i–)Z(d–) = ∫_∞ −∞ e^{iλt}Z(d–); t ∈ R;

őšłşďă ŕőńşůăěň (ŕő£śŋĺšě), ůšő P_n(i–)H(i–) = 1 ďń£ ŕ.ć. – ŕő śŕěłšřăńĳŋőľ ňěřě G ŕřőűěśśă X. Ąőńěě šőčő, şŕőň£ŋşšżľ ŕőďţőď ťőřňăńĳŋő ŕřĺňěŋĺň ĺ ć šőň śńşůăě, łőčďă X ěśšĳ ąěńżľ ÿşň _W ćĺďă (11.49). Łřőňě šőčő, ěśńĺ ćňěśšő X ć ŕřăćőľ ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ (11.82) ťĺčşřĺřşěš Q_m(d=dt)X, čďě Q_m(z) = b_0z^m + b_1z^{m−1} + : : : + b_m { ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ m ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő ŕřĺţőďĺň ł şřăćŋěŋĺ¿

P_n(i–)H(i–) = Q_n(i–); (11.83)

łőšőřőě ĺňěěš řěÿěŋĺě H(i–) = Q_n(i–)=P_n(i–), ďń£ ćśěţ – ∈ R, ěśńĺ ş ňŋőčőůńěŋă P_n(z) ŋěš ůĺśšő ňŋĺňżţ łőřŋěľ. Ć ¡šőň śńşůăě, ćżďěń££ űěńş¿ ůăśšĳ Q_m(z)=P_n(z) ĺ řăğńăčă£ őśšăšőł ŋă ŕřőśšżě ďřőąĺ, ňőęŋő (śň. [?, ś. 282{284]) ğăŕĺśăšĳ £ćŋżľ őšćěš, łăł ćżřăęăěšś£ Y ůěřěğ X.

Ăŋăńőč şřăćŋěŋĺ£ P_n(d=dt)Y = Q_m(d=dt)X, řăśśňőšřěŋŋőčő ćżÿě ďń£ ŕřőűěśśőć ś ŋěŕřěřżćŋżň ćřěňěŋěň, ŕřĺćőďĺš ć śńşůăě ŕřőűěśśőć ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň

(t ∈ T ⊂ Z) ł ĺğşůěŋĺ¿ šăł ŋăğżćăěňżţ ŕřőűěśśőć ăćšőřěčřěśśĺĺ { śłőńĳğ£źěčő śřěďŋěčő. Őą ĺśśńěďőćăŋĺĺ ¡šĺţ ŕřőűěśśőć śň. [?]. Ć ść£ğĺ ś łăŋőŋĺůěśłĺňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć şŕőň£ŋěň ěźě őďŋő ŋăŕřăćńěŋĺě ĺśśńěďőćăŋĺľ, őšŋőś£źěěś£ ł őąŋőćń£¿źĺň ŕřőűěśśăň. Řăśśňőšřĺň L^2-ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ T ⊂ R} ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă H_t(X), t ∈ T , śőśšő£źĺě ĺğ ğăňżłăŋĺ£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěńĺůĺŋ X(s), s 6 t (s; t ∈ T ). Śŕřăÿĺćăěšś£, ňőęŋő ńĺ ŋăľšĺ őąŋőćń£¿źĺľ ŕřőűěśś Y = {Y (t); t ∈ T }, š.ě. šăłőľ ŕřőűěśś ś őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ŕřĺřăźěŋĺ£ňĺ, ůšő

H_t(X) = H_t(Y ) ŕřĺ ćśěţ t ∈ T: (11.84)

Ţĺďă [?] ŕőśšřőĺń ŕřĺňěř ŕřőűěśśă X = {X(t); t ¿ 0}, ďń£ łőšőřőčő (11.84) ŋěćőğňőęŋő. Łřăňěř [?] ďőłăğăń, ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ĺńĺ śůěšŋőčő ŋăąőřă {G_n; 1 6 n 6 N} ňěř ŋă B(R), şŕőř£ďőůěŋŋőčő őšŋőÿěŋĺěň ăąśőń¿šŋőľ ŋěŕřěřżćőśšĺ G_1 ≫ G_2 ≫ : : : ), śşźěśšćş¿š ćğăĺňŋő őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřőűěśśż Z_n, 1 6 n 6 N, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš őřšőčőŋăńĳŋżě ŕřĺřăźěŋĺ£, ŕřĺůěň E|Z_n(–)|^2 = F_n(–),

– ∈ R, čďě Fn { ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ňěřż Gn, ĺ śşźěśšćşěš šăłőľ ŋěŕřěřżćŋżľ

ŕřőűěśś X = {X(t); t ∈ R}, ůšő

H_t(X) = N∑ n=1 H_t(Z_n); t ∈ R: (11.85)

İšőš řěğşńĳšăš ćńěůěš ŕřěďśšăćńěŋĺě Łřăňěřă:

X(t) = N∑ n=1 ∫_t −∞ g_n(t; –)dZ_n(–); t ∈ R; (11.86)

čďě ťşŋłűĺĺ g_n, n = 1; : : : ; N şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ¿ N∑ n=1 ∫_t −∞ |g_n(t; –)|^2dF_n(–) < ∞; t ∈ R: (11.87)

Ŕăřăňěšř N ∈ N ∪ {∞} ŋăğżćăěšś£ łřăšŋőśšĳ¿ ŕřőűěśśă X. Ś ŕřěďśšăćńěŋĺěň ćĺďă (11.86) šěśŋő ść£ğăŋ ćőŕřőś őą ăąśőń¿šŋőľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺ śĺŋčşń£řŋőśšĺ řăśŕřěďěńěŋĺľ ŕřőűěśśőć (śň. [?]).

Ńěłűĺ£ 12. Ĺŋšěčřăń Ĺšő

Ŋěłőšőřżě ŕőďţőďż ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śšőţăśšĺůěśłőčő ĺŋšěčřăńă. Ŕřěďśłăğşěňżě ňŋőęěśšćă. Ŕőśšřőěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřż Z ŋă ŕőńşłőńĳűě ŕřěďśłăğşěňżţ ňŋőęěśšć, ěě ŕřőďőńęěŋĺě. Ĺŋšěčřăń Ĺšő, łăł ĺŋšěčřăń ŕő ććěďěŋŋőľ ňěřě Z. Ćżůĺśńěŋĺě ĺŋšěčřăńă Ĺšő ďń£ ŕřőśšőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżě ňŋőęěśšćă. Łőŋśšřşłűĺ£ ĺŋšěčřăńă Ĺšő ŋă őśŋőćě ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřňĺňżţ ťşŋłűĺľ. Řăśŕřőśšřăŋěŋĺě ĺŋšěčřăńă ŋă ŕřőśšřăŋśšćő L^2. Śćőľśšćă ĺŋšěčřăńă Ĺšő ś ŕěřěňěŋŋżň ćěřţŋĺň ŕřěďěńőň.

Ć łńăśśĺůěśłőň ăŋăńĺğě ĺňě¿šś£ řăğńĺůŋżě ŕőďţőďż ł őŕěřăűĺ£ň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ŕřĺćőď£źĺě ł šăłĺň, ćőőąźě čőćőř£, őšńĺůă¿źĺňś£ ŕőŋ£šĺ£ň, łăł, ŋăŕřĺňěř, ĺŋšěčřăńż Řĺňăŋă, Ńěąěčă, Řĺňăŋă { Śšĺńĳšĳěśă, Ńěąěčă { Śšĺńĳšĳěśă, Ďăŋęşă (śň. śšăšĳ¿ Ă.Ŋ. Łőńňőčőřőćă "Ĺśśńěďőćăŋĺě ŕőŋ£šĺ£ ĺŋšěčřăńă" ć łŋĺčě [?]). Ĺğ ďăńĳŋěľÿĺţ őąőąźěŋĺľ şŕőň£ŋěň ĺŋšěčřăńż Ąőţŋěřă ĺ Ŕěššĺśă [?].

Ć śšőţăśšĺůěśłőň ăŋăńĺğě šăłęě řăśśňăšřĺćă¿šś£ řăğŋżě ŕőďţőďż ł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŕő śńşůăľŋżň ŕřőűěśśăň, śńşůăľŋżň ňěřăň, ŕřĺćőď£źĺě ł řăğńĺůŋżň łőŋśšřşłűĺ£ň "śšőţăśšĺůěśłĺţ ĺŋšěčřăńőć". Šăł, ć ńěłűĺĺ 10 ążń ĺğşůěŋ ĺŋšěčřăń ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě.

Űěńĳ ¡šőľ ńěłűĺĺ { ććěśšĺ ĺŋšěčřăń Ĺšő ĺ ĺśśńěďőćăšĳ ěčő śćőľśšćă. Śşšĳ ŕřőąńěňż ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšőąż ŋăşůĺšĳś£ ĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕő őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřě, ŕőřőęďěŋŋőľ ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň, ŋě šőńĳłő ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě ťşŋłűĺĺ. Ğďěśĳ šőęě ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő ŕőďţőďőć ł ŕőśšřőěŋĺ¿ şŕőň£ŋşšőčő ĺŋščřăńă ĺ ěčő ăŋăńőčőć. Ŋĺęě ňż řăśśňőšřĺň šřĺ ĺğ ŋĺţ (śň. šăłęě ďőŕőńŋěŋĺě ł ¡šőľ ńěłűĺĺ).

Ŕő-ćĺďĺňőňş, Ŋ.Ćĺŋěř ŕěřćżň ďăń őŕřěďěńěŋĺě śšőţăśšĺůěśłőčő ĺŋšěčřăńă

I_t(f) = ∫ (0,t] f(s)dW_s; t ¿ 0;

ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ f(s), s ¿ 0, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ĺďěěľ "ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő ůăśš£ň" (śň. [?] ĺ [?]). Ă ĺňěŋŋő, őšŕřăćń££śĳ őš "ěśšěśšćěŋŋőľ ťőřňşńż" d(fW ) = fdW + W df, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńăčăěšś£

I_t(f) = f(t)W (t) − ∫_t 0 f^′(s)W_sds; (12.1)

čďě ĺŋšěčřăń ∫_t 0 f^′(s)W_sds ŕőŋĺňăěšś£, łăł ŕőšřăěłšőřŋżľ (š.ě. ďń£ łăęďőčő ! ∈ ˙) ĺŋšěčřăń Řĺňăŋă ŕő őšřěğłş [0; t] őš ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ f^′(s)W_s(!), s ¿ 0. Ğăňěšĺň, ůšő őŕřěďěńĺšĳ ∫ (0,t] f(s)dWs łăł ĺŋšěčřăń Ńěąěčă { Śšĺńĳšĳěśă ŕřĺ ťĺłśĺ-

řőćăŋŋőň ! ňż ŋě ňőęěň, ŕőśłőńĳłş ć śĺńş šěőřěňż 4.1 šřăěłšőřĺĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă £ćń£¿šś£ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋőľ ćăřĺăűĺĺ.

Ć 1944 čőďş Ł.Ĺšő [?] śďěńăń śşźěśšćěŋŋżľ ÿăč ć řăśÿĺřěŋĺĺ ŕőŋ£šĺ£ "śšőţăśšĺůěśłĺľ ĺŋšěčřăń", ğăńőęĺć šěň śăňżň ťşŋďăňěŋš śőćřěňěŋŋőčő śšőţăśšĺůěśłőčő ĺśůĺśńěŋĺ£, £ćń£¿źěčőś£ őďŋĺň ĺğ ňőźŋżţ ĺ ¡ťťěłšĺćŋżţ śřěďśšć ĺśśńěďőćăŋĺ£ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć.

Ŕřěęďě ćśěčő, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŋěśłőńĳłő ąőńěě őąźěě őŕřěďěńěŋĺě ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ (Ft)t¿0 { ŋěłőšőřă£ ťĺńĳšřăűĺ£ ć (˙; F; P ). Ŕřőűěśś {W (t; !); t ¿ 0; ! ∈ ˙}, ğăďăŋŋżľ ŋă (˙; F; P ) ĺ śőčńăśőćăŋŋżľ ś ¡šőľ ťĺńĳšřăűĺěľ, ŋăğőćěň ćĺŋěřőćśłĺň, ěśńĺ ěčő šřăěłšőřĺĺ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋż, ĺ ďń£

0 6 s < t < ∞

W (t) − W (s)⊥⊥F_s; W (t) − W (s) ∼ N (0; t − s): (12.2)

Šěőřěňă 4.3 ŕőłăğżćăěš, ůšő ć ďăŋŋőň śńşůăě ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ěśšěśšćěŋŋş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿. İšĺň ęě śćőľśšćőň őąńăďăěš, ŋăŕřĺňěř, ŕőšőł ff-ăńčěąř, ŕőřőęďěŋŋżľ ćśěňĺ d (ŋěğăćĺśĺňżňĺ) łőňŕőŋěŋšăňĺ ňŋőčőňěřŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£, ěśńĺ W (t) { őďŋă ĺğ łőňŕőŋěŋš. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ěśńĺ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ŋě ğăćĺśĺš őš W (t), t ¿ 0, šő ć łăůěśšćě F_s ňőęŋő ćżąřăšĳ F_s = ff{; W (u); čďě u ∈ [0; s]}, s ¿ 0.

Řăśŕőńăčă£ ťĺńĳšřăűĺěľ (F_t)_t¿_0, ććěďěň ff-ăńčěąřş P red ŕřěďśłăğşěňżţ ňŋőęěśšć ć (0; ∞) × F, łőšőřă£ ŕőřőęďăěšś£ śőćőłşŕŋőśšĳ¿ ňŋőęěśšć

K = {(s; t] × A; A ∈ F_s; 0 6 s 6 t < ∞}; (12.3)

ďăńěě śůĺšăěň (s; t] = ? ŕřĺ s ¿ t.

Ńěňňă 12.1. K ěśšĳ ŕőńşłőńĳűő.

2 Ŕşśšĳ B = (s; t] × A, C = (u; v] × D ∈ K. Šőčďă

BC = {(s ∨ u; t ∧ v] × AD} ∈ K;

ŕőśłőńĳłş A; D ∈ F_{s∨u} ĺ AD ∈ F_{s∨u}. Ěśńĺ B ⊂ C, šő (s; t] ⊂ (u; v] ĺ A ⊂ D. Ĺňěěň

C \ B = {(s; u] × D} ∪ {(u; v] × (D \ A)} ∪ {(v; t] × D}; (12.4)

š.ě. ŕřăćă£ ůăśšĳ (12.4) £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň šřěţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć ĺğ K (ňż şůńĺ, ůšő D ∈ F_s ⊂ F_u, D \ A ∈ F_u. 2

Őŕřěďěńĺň ŋă ŕőńşłőńĳűě K ťşŋłűĺ¿

Z((s; t] × A; !) := (W (t; !) − W (s; !))1_A(!): (12.5)

Őůěćĺďŋő, E|Z(B)|^2 < ∞ ďń£ B = (s; t]×A ∈ K, ă ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŕěřćżň şśńőćĺěň ĺğ (12.2), ćĺďĺň, ůšő

EZ(B) = E(E(W (t) − W (s))1A|Fs) = E1 AE(W (t) − W (s)) = 0:

Ńěňňă 12.2. Ťşŋłűĺ£ Z(B; !) £ćń£ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřőľ ŋă ŕő-

ńşłőńĳűě K, ĺňě¿źěľ śšřşłšşřŋş¿ ňěřş — = mes ×P , čďě mes { ňěřă Ńěąěčă ŋă B((0; ∞)).

2 Ŕşśšĳ B = (s; t] × A, C = (u; v] × D ∈ K. Šőčďă

EZ(B)Z(C) = E1 AD(W (t) − W (s))(W (v) − W (u)) = = E1 ADE((W (t) − W (s))(W (v) − W (u))|Fs∨u)):

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

E((W (t) − W (s))(W (v) − W (u))|Fs∨u)) = { 0; ěśńĺ (s; t] ∩ (u; v] = ?; t ∧ v − s ∨ u; ěśńĺ (s; t] ∩ (u; v] ≠ ?:

Ŕő¡šőňş

EZ(B)Z(C) = P (AD) mes((s; t] ∩ (u; v]) = —(BC): 2

Ć ĺšőčě, śőčńăśŋő šěőřěňě 10.10, őřšőčőŋăńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ňěřă Z ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ‹-łőńĳűő M, śőśšő£źěě ĺğ ŕřěďśłăğşěňżţ ňŋőęěśšć B ∈ Pred, ďń£ łőšőřżţ —(B) < ∞.

Ťşŋłűĺ£ f : ~ → R, čďě ~ = (0; ∞) × ˙, ŋăğżćăěšś£ ŕřěďśłăğşěňőľ, ěśńĺ f ∈ Pred|B(R). Ŕřěďśłăğşěňőśšĳ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ f ŋă ~ őğŋăůăěš ŕřěďśłăğşěňőśšĳ Re f ĺ Im f. Ĺšăł, ďń£ f ∈ L^2(~; Pred; —) őŕřěďěńěŋ ĺŋšěčřăń

Jf = ∫ ~ f(–)Z(d–); – = (t; !) ∈ ~; (12.6)

ŕřĺůěň ďń£ f; g ∈ L^2(~; Pred; —)

EJf = 0 ĺ (Jf; Jg) = ⟨f; g⟩; (12.7)

čďě (·; ·) { śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć L^2(˙; F; P ), ă ⟨·; ·⟩ { ć L^2(~; Pred; —), š.ě.

⟨f; g⟩ = E ∫_∞ 0 f(t; !)g(t; !)dt (12.8)

(ć śĺńş šěőřěňż Ťşąĺŋĺ ĺŋšěčřĺřőćăšĳ ć (12.8) ňőęŋő ć ń¿ąőň ŕőř£ďłě). Ŋăř£ďş ś (12.6) ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě

If = ∫_∞ 0 f(t; !)dW_t: (12.9)

İšőš ĺŋšěčřăń ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăńőň Ĺšő.

Ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď ňőęěš ŕőłăğăšĳś£, ůšő ŕőśńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ťşŋłűĺĺ f(–) ŕő ňěřě Z(d–) ć (12.6) ĺśůěğŋěš ğăćĺśĺňőśšĳ řěğşńĳšăšă őš !. Őďŋăłő ¡šő ŋě šăł. Ůšőąż ńşůÿě řăğőąřăšĳś£ ś ććěďěŋŋőľ őŕěřăűĺěľ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, őąřăšĺňś£ ł łńăśśş ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ

f(t; !) = m−1∑ k=0 f_k(!)1_{(tk,tk+1]}(t); t ∈ (0; ∞); ! ∈ ˙; (12.10)

čďě f : ˙ → R ĺ f_k ∈ F_{tk} |B(R), ă 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_m < ∞.

Ńěňňă 12.3. Łăęďă£ ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ŕřěďśłăğşěňőľ.

2 Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő B ∈ B(R) ĺ ń¿ąőě t > 0. Šőčďă

{(t; !) ∈ (0; ∞) × ˙ : f(t; !) ∈ B} = m−1⋃ k=0 {(t_k; t_{k+1}] × {! : f_k(!) ∈ B}} ∈ Pred; (12.11) š.ł. {! : f_k(!) ∈ B} ∈ F_{tk} (k = 0; : : : ; m−1), ĺ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (12.11) śšőĺš łőŋěůŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőęěśšć ĺğ ŕőńşłőńĳűă K. 2

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£ f ćĺďă (12.10) ćţőďĺš ć L^2(~; Pred; —) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă f_k ∈ L^2(˙; F_{tk} ; P ). İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ∫_∞ 0 |f(t; !)|^2dt = m−1∑ k=0 |f_k(!)|^2(t_{k+1} − t_k): (12.12)

Šěőřěňă 12.4. Ďń£ ŕřőśšőľ ťşŋłűĺĺ f ćĺďă (12.10) ĺňěěň

If = m−1∑ k=0 f_k(!)(W (t_{k+1}; !) − W (t_k; !)): (12.13)

2 Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő fk ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, łăł ŕřěďěń ć L^2(˙; Ft_k ; P ) ťşŋłűĺľ

ćĺďă

h^{(n)}_k (!) = Nn∑ j=0 c^{(n)}_{kj} 1_A(n)_{kj} (!); c^{(n)}_{kj} ∈ R; A^{(n)}_{kj} ∈ F_{tk} ; j = 0; : : : ; N_n; n ∈ N; (12.14)

š.ě. E|f − h^{(n)}_k |^2 → 0 ŕřĺ n → ∞ (k = 0; : : : ; m − 1).

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

f^{(n)} := m−1∑ k=0 h^{(n)}_k (!)1_{(tk,tk+1]}(t)^{L2(μ)}−→ f ŕřĺ n → ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, If^{(n) L2(˙)}−→ If ŕřĺ n → ∞. Ŕőśłőńĳłş I { ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě (śň. śńěďśšćĺě 10.5), šő

If^{(n)} = I( m−1∑ k=0 Nn∑ j=0 c^{(n)}_{kj} 1_A(n)_{kj} (!)1_{(tk,tk+1]}(t)) = m−1∑ k=0 h^{(n)}_k (!)(W (t_{k+1}; !) − W (t_k; !)):

Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő

E|^{m−1∑}_{k=0} fk(W (tk+1; !) − W (tk; !)) −^{m−1∑}_{k=0} h^{(n)}_k (W (tk+1; !) − W (tk; !))|^2 = = m−1∑ k=0 E|fk − h^{(n)}_k |^2(tk+1 − tk) → 0; n → ∞:

Ňż ŕřĺŋ£ńĺ ćő ćŋĺňăŋĺě, ůšő ěśńĺ _k ∈ F_{tk} |B(R) ĺ E|_k|^2 < ∞, (k = 0; : : : ; m − 1), šő

r_{kl} := E_k_l(W (t_{k+1}) − W (t_k))(W (t_{l+1}) − W (t_l)) = { 0; k ≠ l;

E|k|^2(tk+1 − tk); k = l:_{(12.15)}

Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ć ńěćőľ ůăśšĺ (12.15) őŕřěďěńěŋő, š.ł.

E|k|^2(W (tk+1) − W (tk))^2 = E|k|^2E(W (tk+1) − W (tk))^2 < ∞

(_k ∈ F_{tk} |B(R) ĺ W (t_{k+1}) − W (t_k)⊥⊥F_{tk} ), ă ěśńĺ ; ” ∈ L^2(˙), šő ” ∈ L^1(˙) ŕő ŋěřăćěŋśšćş Łőÿĺ { Ąşŋ£łőćśłőčő { Ÿćăřűă. Łřőňě šőčő, E(|A) = E, łőčďă ⊥⊥A ĺ

E|| < ∞, ŕő¡šőňş

r_{kk} = E|_k|^2E(W (t_{k+1}) − W (t_k))^2|F_{tk} ) = E|_k|^2(t_{k+1} − t_k);

r_{kl} = E(_k_l(W (t_{k+1}) − W (t_k))E(W (t_{l+1}) − W (t_l)|F_{tl} )) = 0; k < l; (12.16)

ăŋăńőčĺůŋő r_{kl} = 0 ŕřĺ k > l, (k; l = 0; : : : ; m − 1). 2

Ĺšăł, ňż ćĺďĺň, ůšő ďń£ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ ćĺďă (12.10) ĺŋšěčřăń Ĺšő ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (12.13). Łřőňě šőčő, ŋăň ĺğćěśšŋő, ůšő ¡šőš ĺŋšěčřăń őąńăďăěš ĺğőňěšřĺůěśłĺň śćőľśšćőň (12.7). Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ śŋăůăńă őŕřěďěńĺšĳ ĺŋšěčřăń Ĺšő ŋă łńăśśě ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ ćĺďă (12.10) ťőřňşńőľ (12.13), ă ğăšěň řăśŕřőśšřăŋĺšĳ őŕřěďěńěŋĺě ŋă ąőńěě ÿĺřőłĺľ łńăśś ťşŋłűĺľ.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśšřőěŋĺě ĺŋšěčřăńă J ňőęŋő ążńő őśşźěśšćĺšĳ ŕő šőůŋő šăłőľ ęě śţěňě, őšŕřăćń££śĳ őš ŕőńşłőńĳűă ňŋőęěśšć ćĺďă {[s; t)×A; A ∈ Fs;

0 6 s 6 t < ∞}. Ŕřĺ ¡šőň ć łăůěśšćě ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ ąřăńĺśĳ ąż f : [0; ∞)×˙ → R,

šăłĺě, ůšő

f(t; !) = m−1∑ k=0 f(t_k; !)1_{[tk,tk+1)}(t); (12.17)

čďě 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_m < ∞, ă ďěľśšćĺšěńĳŋżě ś.ć. f(t_k; ·) ∈ F_{tk} |B(R), k = 0; : : : ; m−1. Ć ¡šőľ ść£ğĺ ććěďěň, őšŕřăćń££śĳ őš ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_t¿_0, ff-ăńčěąřş Prog ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżţ ŕőďňŋőęěśšć [0; ∞) × ˙:

C ∈ Prog ⇔ C ∩ {[0; t] × ˙} ∈ B_t × F_t ŕřĺ t ¿ 0; (12.18)

čďě ąőřěńěćśłă£ ff-ăńčěąřă B_t = B([0; t]).

Ťşŋłűĺ£ f : [0; ∞)×˙ → R ŋăğżćăěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňőľ, ěśńĺ f ∈ Prog|B(R). Ĺŋăůě čőćőř£, ďń£ ń¿ążţ t ¿ 0 ĺ B ∈ B(R)

{(s; !) ∈ [0; t] × ˙ : f(s; !) ∈ B} ∈ B_t × F_t: (12.19)

Ŕő¡šőňş ŕřőčřěśśĺćŋă£ ĺğňěřĺňőśšĳ śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ f őğŋăůăěš, ůšő

f ŋă [0; t] × ˙ ěśšĳ B_t × F_t|B(R) − ĺğňěřĺňżľ ś.¡. ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 (12.20) Ńěňňă 12.5. Ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£ ćĺďă (12.17) £ćń£ěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňőľ.

2 Ćőğĳňěň B ∈ B(R) ĺ t ¿ 0. Ěśńĺ t ∈ [0; t1], šő

{(s; !) ∈ [0; t] × ˙ : f(s; !) ∈ B} = [0; t] × {! : f(0; !) ∈ B} ∈ B_t × F_t:

Ěśńĺ t > t_1, šő őąőğŋăůĺć N = max{k : t_k 6 t}, ĺňěěň

{(s; !) ∈ [0; t] × ˙ : f(s; !) ∈ B} = ∪^{N −1}_{k=0} {[t_k; t_{k+1}) × {! : f(t_k; !) ∈ B} ∪ ∪ [t_N ; t] × {! : f(t_N ; !) ∈ B} ∈ B_t × F_t:

Ňż şůńĺ, ůšő {! : f(t_k; !) ∈ B} ∈ F_{tk} ⊂ F_t ďń£ t_k 6 t. 2 Ŕşśšĳ L^2 = L^2([0; ∞) × ˙; Prog; —), čďě — = mes ×P , š.ě. ďń£ h ∈ L^2

E^{∫ ∞}_0 |h(s; !)|^2ds < ∞: (12.21)

Ěśńĺ h { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£, šő ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő Re h ĺ Im h { ďěľśšćĺšěńĳŋżě ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřőśšżě f ćĺďă (12.17) ćţőď£š ć L^2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă f(t_k; ·) ∈ L^2(˙; F_{tk} ; P ), k = 0; : : : ; m, łăł ŕőłăğżćăěš (12.12).

Ďń£ ŕřőśšőľ f (š.ě. ćĺďă (12.17)) ĺ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă {W (t); t ¿ 0} (şďőćńěšćőř£¿źěčő (12.2) őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_t¿_0) ććěďěň ĺŋšěčřăń Ĺšő ăŋăńőčĺůŋő (12.13)

If = m−1∑ k=0 f(t_k; !)(W (t_{k+1}) − W (t_k)): (12.22)

İšő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő. Ěśńĺ ŋăř£ďş ś (12.17)

f(t; !) = r−1∑ j=0 g(s_j; !)1_{[sj,sj+1)}(t) mes ×P { ŕ.ŋ.,

čďě 0 = s_0 < : : : < s_r < ∞, šő ∑_{r−1} j=0 g(s_j; !)(W (s_{j+1})−W (s_j)) ąşďěš P { ŕ.ŋ. śőćŕăďăšĳ ś ŕřăćőľ ůăśšĳ¿ (12.13). Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

f(t_k; !)(W (t_{k+1}) − W (t_k)) = f(t_k; !)(W (u) − W (t_k)) + f(t_k; !)(W (t_{k+1}) − W (u))

ďń£ ń¿ążţ t_k < u < t_{k+1} (ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ ŕĺÿěň W (t) ćňěśšő W (t; !)). Ŕő- ¡šőňş ńěčłő ŕěřěľšĺ ł śńşůă¿, łőčďă ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ ğăďă¿šś£ őďŋĺň ĺ šěň ęě řăğąĺěŋĺěň [0; ∞). Šőčďă ĺ ğŋăůěŋĺ£ ¡šĺţ ťşŋłűĺľ ŋă łăęďőň ĺğ şŕőň£ŋşšżţ ŕřőňěęşšłőć řăğąĺěŋĺ£ ďőńęŋż śőćŕăďăšĳ P { ŕ.ŋ.

Ğăňěůăŋĺě 12.6. Ć őŕřěďěńěŋĺĺ (12.22) ĺŋšěčřăńă őš ŕřőśšőľ ťşŋłűĺĺ ňőč ćżśšşŕăšĳ ń¿ąőľ ŕřőűěśś W (t) (ă ŋě šőńĳłő ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě). Őďŋăłő śŕěűĺťĺłă ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ śšăŋőćĺšś£ śşźěśšćěŋŋőľ, ěśńĺ śšřěňĺšĳś£ ł šőňş, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ śšőţăśšĺůěśłĺľ ĺŋšěčřăń ś "ţőřőÿĺňĺ" śćőľśšćăňĺ ďń£ ďőśšăšőůŋő ÿĺřőłőčő łńăśśă ťşŋłűĺľ, ă ŋě šőńĳłő ďń£ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ŕřőśšżţ.

Ńěňňă 12.7. Ďń£ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ f; g ∈ L^2 śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă (12.7).

2 Ŕşśšĳ f ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (12.17), ă g(t; !) =^{∑m−1}_{j=0} g(tj; !)1 [t_j,t_{j+1})(t). Łăł

őąž£śŋěŋő ćżÿě, ňőęŋő śřăğş śůĺšăšĳ, ůšő ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ şůăśšćş¿š őďŋĺ ĺ šě ęě šőůłĺ, řăğąĺćă¿źĺě [0; ∞). Ĺňěěň

(If; Ig) = m−1∑ k=0 m−1∑ j=0 Evkj; (12.23)

čďě v_{kj} = f(t_k; !)g(t_j; !)(W (t_{k+1}) − W (t_k))(W (t_{j+1}) − W (t_j)). Ćżůĺśńěŋĺě Ev_{kj} ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůŋő (12.15). Šő, ůšő EIf = 0 ďń£ f ∈ L^2, ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěšś£ ś şůěšőň (12.2). 2

Ńěňňă 12.8. Ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ ćĺďă (12.17) ŕńőšŋż ć L^2.

2 Ďń£ ŋěśńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ u ∈ L^2[0; ∞) = L^2([0; ∞); B([0; ∞)); mes) ĺ ‹ > 0

ććěďěň ťşŋłűĺ¿

u_δ(t) = ∞∑ k=0 u^{(k)}_δ 1_{´k} (t); (12.24)

čďě ´_k = ´_k(‹) = [k‹; (k + 1)‹), k = 0; 1; : : : ĺ

u^{(0)}_δ = 0; u^{(k)}_δ = ‹^{−1} ∫ ´_{k−1} u(t) dt ŕřĺ k ¿ 1: (12.25)

Ŕő ŋěřăćěŋśšćş Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő{Ÿćăřűă ďń£ m ¿ 1 ∫ ´m |u_δ(t)|^2 dt = |u^{(m)}_δ |^2‹ 6 ∫ ´_{m−1} |u(t)|^2dt; (12.26) ŕő¡šőňş ∞∫ 0 |u_δ(t)|^2dt = ∞∑ k=1 ∫ ´_k

|u_δ(t)|^2dt 6 ∞∑ k=1 ∫ ´_{k−1} |u(t)|^2dt = ∞∫ 0 |u(t)|^2dt (12.27)

ĺ u_δ(·) ∈ L^2[0; ∞).

Ďőłăęěň, ůšő u_δ(·) → u(·) ć L^2[0; ∞) ŕřĺ ‹ → 0. (12.28) Ŕşśšĳ

u(t) = m−1∑ j=0 r_j1_{[tj,tj+1)}(t); čďě 0 = t_0 < : : : < t_m < ∞; r_j ∈ C ; j = 0; : : : ; m − 1:

(12.29) Šőčďă ěśńĺ ´_{k−1} ∪ ´_k ⊂ [t_j; t_{j+1}), šő u_δ(t) = u^{(k)}_δ = r_j = u(t) ďń£ t ∈ ´_k. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ‹ ťşŋłűĺĺ u ĺ u_δ ňőčşš ŋě śőćŕăďăšĳ ńĺÿĳ ć (ŕőńşğăňłŋşšżţ) őłřěśšŋőśš£ţ ~´_j = ´_{ij} ∪ ´_{ij+1} šőůěł t_j, j = 0; : : : ; m. Şůĺšżćă£, ůšő šőůěł t_j łőŋěůŋőě ůĺśńő, ŕőńşůăěň (12.28). Šőůŋěě čőćőř£, ć śĺńş (12.26) ∫ m⋃ j=0 ~´_j |u(t) − u_δ(t)|^2dt 6 2 ∫ m⋃ j=0 ~´_j |u(t)|^2dt + 2 ∫ m⋃ j=0 ~´_j |u_δ(t)|^2dt 6 4 ∫ m⋃ j=0 ´^′_i

|u(t)|^2dt;

čďě ´^′_i = ´_{ij−1} ∪ ´_{ij} ∪ ´_{ij+1} (´_{−1} = ?), ŋő ďń£ ťşŋłűĺĺ u ∈ L^2[0; ∞) ĺňěěň ∫ B |u(t)|^2dt → 0 ŕřĺ mesB → 0.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ u | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺğ L^2[0; ∞). Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăľďěň śšşŕěŋůăšş¿ ťşŋłűĺ¿ v^{(ε)} ćĺďă (12.24), šăłş¿ ůšő ‖u − v^{(ε)}‖ < ", čďě ‖ · ‖ | ŋőřňă ć L^2[0; ∞). Šőčďă

‖u − u_δ‖ 6 ‖u − v^{(ε)}‖ + ‖v^{(ε)} − v^{(ε)}_δ ‖ + ‖v^{(ε)}_δ − u_δ‖ 6 2" + ‖v^{(ε)} − v^{(ε)}_δ ‖ < 3" ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ‹. Ňż şůńĺ, ůšő v^{(ε)}_δ − u_δ = (v^{(ε)} − u)_δ, ĺ ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ (12.27).

Ćőğĳňěň šěŕěřĳ h(t; !) ∈ L^2 ĺ ŕřĺ łăęďőň ! ∈ ˙ ďń£ ‹ = 1=n őŕřěďěńĺň śőčńăśŋő (12.24), (12.25) ťşŋłűĺ¿ h_{1/n}(t; !). Ěśńĺ ∫ ´_k

h(t; !) dt ŋě śşźěśšćşěš, šő ğăňěŋ£ěň ěčő ŋşńěň. Ĺğ (12.21) ŕő šěőřěňě Ťşąĺŋĺ ŕőńşůăěň, ůšő ∞∫ 0 |h(t; !)|^2dt < ∞ ŕ.ŋ.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŕ.ć. ! śşźěśšćş¿š ∫ ´_k

h(t; !) dt ŕřĺ ćśěţ k = 0; 1; 2; : : : . Łřőňě šőčő, ŕő šěőřěňě Ťşąĺŋĺ ∫ ´_{k−1} h(s; !) ds ěśšĳ F_{kδ} | B(C )-ĺğňěřĺňă£ ćěńĺůĺŋă. Ňż şůńĺ šăłęě (12.20). Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (12.27) ĺ (12.21), ćĺďĺň, ůšő h_{1/n}(t; !) { ŕőůšĺ ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ ć L^2 (śő śůěšŋżň, ă ŋě łőŋěůŋżň ůĺśńőň śšşŕěŋěł). Ć śĺńş (12.27) ∞∫ 0 |h(t; !) − h_{1/n}(t; !)|^2dt 6 4 ∞∫ 0 |h(t; !)|^2dt ŕ.ŋ.

Śőčńăśŋő (12.28) ŕőńşůăěň ∞∫ 0 |h(t; !) − h_{1/n}(t; !)|^2dt → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ n → ∞.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ E ∞∫ 0 |h(t; !) − h_{1/n}(t; !)|^2dt → 0; n → ∞:

Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćă£ ćňěśšő (12.24) łőŋěůŋżě śşňňż

u_δ(t; N) = N∑ k=0 u^{(k)}_δ 1_{´k} (t);

ňż ć śĺńş (12.28) ďń£ ń¿ąőčő ‹ > 0 ňőęěň őąěśŕěůĺšĳ śőőšŋőÿěŋĺě u_δ(·; N) → u_δ(·) ć L^2[0; ∞) ŕřĺ N → ∞:

Śőőšćěšśšćěŋŋő, ďń£ h_{1/n}(t; !) ŕřĺ łăęďőň n ∈ N ŕőńşůĺň, ůšő

E^{∫ ∞}_0 |h1/n(t; !) − h1/n(t; !; N)|^2dt → 0; N → ∞: 2 Šěŕěřĳ ńěčłő ğăďăšĳ I ŋă ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě L^2. Ŕőńőęĺň If = l:i:m:If_n; (12.30) čďě ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ f_n^{L2}−→ f ŕřĺ n → ∞, ă ŕřěďěń ć (12.30), łăł őążůŋő, ŕőŋĺňăěšś£ ć L^2(˙). Ćżąřăšĳ šăłĺě f_n ňőęŋő ć śĺńş ńěňňż 12.8, ă šő, ůšő ŕřěďěń ć (12.30) ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ďőłăğżćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ńěňňż 12.7. Ŕřĺ ¡šőň (śň. (12.7)) (If; Ig) = ⟨f; g⟩ ĺ E(If) = 0 ďń£ ń¿ążţ f; g ∈ L^2: (12.31) Ĺśŕőńĳğşěšś£ śńěďş¿źěě őąőğŋăůěŋĺě:

If = ∞∫ 0 f(t; !) dW_t; f ∈ L^2: (12.32)

Ďń£ ń¿ążţ 0 6 t_1 < t_2 6 ∞ ĺ f ∈ L^2 őŕřěďěńĺň

t_2∫

t_1

f(t; !)dW_t = ∞∫ 0 f(t; !)1_{[t1,t2)}(t) dt: (12.33)

Ďń£ ŕřőśšőľ ťşŋłűĺĺ f ŕřőčřěśśĺćŋă£ ĺğňěřĺňőśšĳ f1_{[t1,t2)} őůěćĺďŋă. Ć őąźěň śńşůăě ŋăďő ŕřőĺğćěśšĺ ăŕŕřőłśĺňăűĺ¿ ŕřőśšżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ć L^2, ćżąřăšĳ śţőď£- źş¿ś£ mes ×P -ŕ.ŋ. ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ğăňěůăŋĺěň 4.7. Ŕřĺ t_1 = t_2 śůĺšăěň ĺŋšěčřăń ć (12.33) řăćŋżň ŋşń¿.

Ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ĺğőňěšřĺůěśłőčő őšőąřăęěŋĺ£ (12.32), śřăğş ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ łăęďżţ 0 6 v < s < u 6 ∞ u∫ v f(t; !) dW_t = s∫ v f(t; !) dW_t + u∫ s f(t; !) dW_t ŕ.ŋ. (12.34)

Ğăňěůăŋĺě 12.9. Ďń£ łőŋěůŋőčő T > 0 ňż ŕőńşůĺńĺ ąż šő ęě (ŕ.ŋ.) ğŋăůěŋĺě T∫ 0 f(t; !) dW_t, ěśńĺ ąż ćňěśšő (12.33) ćőśŕřőĺğćěńĺ ćś¿ śţěňş ŕőśšřőěŋĺ£ ĺŋšěčřă-

ńă Ĺšő ŋă łőŋěůŋőň őšřěğłě ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ (12.17), ĺňě¿źĺţ t_n = T (šőůŋěě čőćőř£, f(t; !) = f_{tn−1} (!) ďń£ t ∈ [t_{n−1}; T ]). Ć őŕřěďěńěŋĺĺ (12.18) ŕřĺ ¡šőň řăśśňăšřĺćăńĺśĳ ąż t ∈ [0; T ].

Šěőřěňă 12.10. Ŕşśšĳ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ f(t; !), ğăďăŋŋă£ ďń£

0 6 t 6 T < ∞, £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋőľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň. Šőčďă T∫ 0 f(t; !) dW_t = l:i:m:_{n→∞} n−1∑ k=0 f(t^{(n)}_k ; !)(W (t^{(n)}_{k+1}) − W (t^{(n)}_k )) (12.35)

ŕřĺ ĺğňěńĳůěŋĺĺ řăğąĺěŋĺľ ćĺďă 0 = t^{(n)}_0 < : : : : : : < t^{(n)}n = T , š. ě. łőčďă

‹_n = max_06_k6_{n−1}(t^{(n)}_{k+1} − t^{(n)}_k ) → 0 (n → ∞):

2 Ťşŋłűĺ£^{n−1∑}_{k=0} f(t^{(n)}_k ; !)1_{[t}(n)_{k ,t}(n)_{k )}(t) { ŕřőśšă£ ĺğ L^2 ĺ ďń£ ŋěě

If_n = n−1∑ k=0 f(t^{(n)}_k ; !)(W (t^{(n)}_{k+1}) − W (t^{(n)}_k )):

Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő f_n^{L2}−→ f ŕřĺ ĺğňěńĳůěŋĺĺ řăğąĺěŋĺ£ ŕřőňěęşšłă [0; T ]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, T∫ 0 E|f(t; !) − fn(t; !)|^2dt 6 T sup_{|t−s|6δn} E|f(t; !) − f(s; !)|^2 → 0

ŕřĺ ‹_n → 0 ć śĺńş šőčő, ůšő śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£, ŋěŕřěřżćŋă£ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă őšřěğłě, ąşďěň řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň ŋă ¡šőň őšřěğłě (ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă łőňŕăłšě ťşŋłűĺ£ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě £ćń£ěšś£ řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă łőňŕăłšě). 2

Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň řěğşńĳšăšőň, ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő T∫ 0 W_t dW_t = l:i:m:_{δn→0} n−1∑ k=0 W (t^{(n)}_k )(W (t^{(n)}_{k+1}) − W (t^{(n)}_k )) =

W^2_T 2 − T 2 : Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ćżąőř ć (12.35) ğŋăůěŋĺľ f ć ńěćżţ łőŋűăţ ŕřőňěęşšłőć [t^{(n)}_k ; t^{(n)}_{k+1}) ĺčřăěš ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋş¿ řőńĳ. Ŋăŕřĺňěř,

l:i:m:_{δn→0} n−1∑ k=0 W (t^{(n)}_{k+1})(W (t^{(n)}_{k+1}) − W (t^{(n)}_k )) =

W^2_T 2 + T 2 : Ťĺłśĺřşěň f ∈ L^2 ĺ řăśśňőšřĺň ŕřőűěśś

Y_t = t∫ 0 f(s; !) dW_s; t ¿ 0; (12.36)

őŕřěďěń£ěňżľ śőčńăśŋő (12.33) łăł ∫_∞ 0 f(s; !)1_{[0,t)}(s)dW_s (Y_0 = 0). Ďń£ ĺŋšěčřăńă (12.36) ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě I_t(f) ĺńĺ (f · B)_t, čďě B = {B(s); s ¿ 0} { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Šěőřěňă 12.11. Ŕřĺ łăęďőň t ¿ 0 śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş Yt, ğăďăćăěňş¿ ťőřňş-

ńőľ (12.36), ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł (ĺğ ňŋőęěśšćă ěľ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ), ůšő őďŋőćřěňěŋŋő ąşďşš ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

1) (Y_t; F_t)_t¿_0 | ňăřšĺŋčăń;

2) ďń£ ŕ.ć. ! šřăěłšőřĺĺ Y_t(!) ŋěŕřěřżćŋż ŋă [0; ∞); 3) ś.ť. Y_t(!), 0 6 t < ∞, £ćń£ěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňőľ.

2 Ďőłăęěň 1). Ŕşśšĳ f ∈ L^2 ĺ f(t; !) = 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ 0 6 t < s. Šőčďă ŕőłăęěň, ůšő E(If | Fs) = 0 ŕ.ŋ. (12.37)

Ěśńĺ f | ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£ ćĺďă (12.17) ĺğ L^2 ĺ s > 0, šő ňőęěň śůĺšăšĳ s = t_1. Šőčďă

E(If | Ft_1 ) =^{n−1∑}_{k=1} E(E(f(tk)(Wt_{k+1} − Wt_k ) | Ft_k ) | Ft_1 ) = = n−1∑ k=1 E(f(tk)E(Wt_{k+1} − Wt_k | Ft_k ) | Ft_1 ) =^{n−1∑}_{k=1} E(f(tk) · 0 | Ft_1 ) = 0:

Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő

E(If | F0) =^{n−1∑}_{k=0} E(E(f(tk)(Wt_{k+1} − Wt_k ) | Ft_k ) | F0) = 0 ŕ.ŋ. (12.38)

Ŕő ńěňňě 12.8 ŋăţőďĺň ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ f_n^{L2}−→ f ŕřĺ n → ∞. Őůěćĺďŋő, g_n = = f_n1_{[s,∞)} ∈ L^2 ĺ š. ł. f(t) = 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ 0 6 t < s, šő g_n^{L2}−→ f. Śńěďőćăšěńĳŋő, Ig_n^{L2(˙)}−→ If ŕřĺ n → ∞. Ŋő šőčďă E(Ig_n | F_s)^{L2(˙)}−→ E(If | F_s). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ n^{L2(˙)}−→ , šő E(_n | A)^{L2(˙)}−→ E( | A), čďě A ⊂ F. Ŕőńĳğş£śĳ ŋěřăćěŋśšćőň Ĺěŋśěŋă, ĺňěěň

E|E( | A) − E(n | A)|^2 = E|E( − n | A)|^2 6 E(E| − n|^2 | A) = E| − n|^2:

Şůĺšżćă£, ůšő E(Ig_n | F_s) = 0 ŕ.ŋ., ŕőńşůăěň (12.37) ć őąźěň śńşůăě.

Ć śĺńş (12.34) ĺ (12.37), ŕőńşůăěň ďń£ s 6 t

E(Yt | Fs) = Ys + E (^∞∫ 0 f(u; !)1_{[s,t)}(u) dW_u | F_s ) = Y_s ŕ.ŋ. (12.39)

Ňż şůńĺ šăłęě, ůšő^t ∫ 0 f(s; !) dW_s ďń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ f ěśšĳ F_t | B(R)-ĺğňěřĺňă£

ćěńĺůĺŋă ć śĺńş (12.18), (12.22), (12.30) ĺ ğăňěůăŋĺ£ 4.7. Ĺšăł, śćőľśšćő 1) şśšăŋőćńěŋő. Ŕřĺ ¡šőň ŋě ćăęŋő, łăł ňż ćżąĺřăńĺ Y_t ĺğ ćěńĺůĺŋ, ěľ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ (ćśě ff-ăńčěąřż śůĺšă¿šś£ ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ).

Ďőłăęěň 2). Ěśńĺ f | ŕřőśšă£ ťşŋłűĺ£, ğăďăćăěňă£ ťőřňşńőľ (12.17), šő t∫ 0 f(s; !) dW_s = f(t_0)(W_t − W_{t0} ) = f(0)W_t; t ∈ [0; t_1); m−1∑ k=0 f(t_k)(W_{tk+1} − W_{tk} ) + f(t_m)(W_t − W_{tm} );

t ∈ [t_m; t_{m+1}); m = 1; : : : ; n; n∑ k=0 f(t_k)(W_{tk+1} − W_{tk} ); t ¿ t_n:

(12.40)

Ďń£ f ∈ L^2 ćżąěřěň ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ f_n^{L2}−→ f ŕřĺ n → ∞. Şůĺšżćă£ ŋěŕřě-

řżćŋőśšĳ šřăěłšőřĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă ĺ £ćŋőě ćżřăęěŋĺě ďń£^t ∫ 0 f_n(s; !) dW_s

(śň. (12.40)), ćĺďĺň, ůšő ¡šőš ĺŋšěčřăń ŕřĺ ćśěţ ! ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă [0; ∞).

Ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f_n ćżąěřěň ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_{nk} šăł, ůšőąż E ∞∫ 0 |f_{nk+1} (s; !) − f_{nk} (s; !)|^2ds 6 2^{−k}; k ∈ N: (12.41)

Ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ĺŋšěčřăń Ĺšő | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě, ğăďăŋŋőě ŋă L^2, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő T > 0 ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 5.17 ĺ ďőłăğăŋŋőčő śćőľśšćă 1) ĺňěěň ŕřĺ ćśěţ " > 0, n; m ∈ N P ( sup_0 6t6T | | | | t∫ 0 f_n(s; !) dW_s − t∫ 0 f_m(s; !) dW_s | | | | > " ) 6 "^{−2}E^[ T∫ 0 (f_n − f_m)dW_s

]_2 : (12.42)

Ĺğ (12.41), (12.42) ĺ ŕěřćőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ć (12.31) ćżšěłăěš, ůšő ∞∑ k=1 P ( sup_0 6t6T | | | | t∫ 0 (f_{nk+1} − f_{nk} )dW_s | | | | > 1 k^2 ) 6^{∞∑}_{k=1} k^42^{−k} < ∞:

Ŕő¡šőňş ŕő ńěňňě Ąőřěń£{Łăŋšěńńĺ ďń£ ŕ.ć. ! ŕřĺ k ¿ K(!)

sup_0 6t6T | | | t∫ 0 (f_{nk+1} − f_{nk} )dW_s | | | 6 k^{−2}:

Ěśńĺ ř£ď ĺğ ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă [0; T ] ťşŋłűĺľ ŕ.ŋ. śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő, šő śşňňă ¡šőčő ř£ďă ěśšĳ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă [0; T ] ťşŋłűĺ£. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 ∫_t 0 f_{n1} (s; !)dW_s + N −1∑

k=1 t∫ 0 (f_{nk+1} − f_{nk} )dW_s = t∫ 0 f_{nN} (s; !) dW_s^{L2(˙)}−→ t∫ 0 f(s; !) dW_s

ŕřĺ N → ∞. Ŋő ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; T ] ĺňěěň _k(t)^{ŕ.ŋ.}−→ (t) ĺ _k(t)^{L2(˙)}−→ “(t), šő (t) = “(t) ŕ.ŋ. ŕřĺ t ∈ [0; T ] (š. ł. _k(t)^{L2(˙)}−→ (t), šő ňőęŋő ŋăľšĺ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ _{mj} (t) → “(t) ŕ.ŋ., ŕő¡šőňş (t) = “(t) ŕ.ŋ.).

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă [0; T ] ňż ŕőśšřőĺńĺ ŋěŕřěřżćŋş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ŕřőűěśśă Y_t. İšő ŕőśšřőěŋĺě ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ďń£ łăęďőčő ŕřőňěęşšłă [0; n], n ∈ N. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ X_t = Z_t ŕ.ŋ. ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; T ] ĺ šřăěłšőřĺĺ ¡šĺţ ŕřőűěśśőć ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋż ŋă [0; T ], šő P (! : X_t(!) = Z_t(!) ďń£ ćśěţ t ∈ [0; T ]) = 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğĳňěň śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŋă [0; T ] ňŋőęěśšćő M_T . Šőčďă ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ šřăěłšőřĺľ ŕřőűěśśőć X_t ĺ Z_t ĺňěěň ďń£ ń¿ąőčő " > 0

P (! : sup_{t∈[0,T ]} |X_t(!) − Z_t(!)| > ") = P (! : sup_{t∈MT} |X_t(!) − Z_t(!)| > ") = 0:

Ĺğ śłăğăŋŋőčő ĺ šőčő, ůšő śůěšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőęěśšć ňěřż ŋşńĳ ĺňěěš ňěřş ŋşńĳ, ćżšěłăěš, ůšő ŕřőűěśś Y_t ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżň ŋă [0; ∞). Śćőľśšćő 2) ďőłăğăŋő.

Ďőłăęěň 3). Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě 1) ňż şśšăŋőćĺńĺ, ůšő Yt £ćń£ěšś£ Ft | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 (ďń£ łőňŕńěłśŋżţ ŕřőűěśśőć őšďěńĳŋő řăśśňăšřĺćă¿šś£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ůăśšĺ). Łřőňě šőčő, ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ŋěŕřěřżćŋş¿ ŋă [0; ∞) ďń£ ŕ.ć. ! ňőďĺťĺłăűĺ¿ Y_t śő śćőľśšćőň ŕřőčřěśśĺćŋőľ ĺğňěřĺňőśšĺ, łăł ŕőłăğżćăěš

Ńěňňă 12.12. Ŕşśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X = {X(t; !); t ∈ [0; T ]; ! ∈ ˙}

ĺňěěš šřăěłšőřĺĺ, ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě śŕřăćă ŋă [0; T ). Ěśńĺ X_t ∈ F_t|B(R) ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; T ], čďě (F_t)_{t∈[0,T ]} { ŋěłőšőřă£ ťĺńĳšřăűĺ£, šő ş ŕřőűěśśă śşźěśšćşěš ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ňőďĺťĺłăűĺ£.

2 Ŕşśšĳ śŋăůăńă ďń£ m ¿ 2

X(t; !) = m−1∑ k=0 X(t_k; !)1_{´k} (t) ďń£ t ∈ [0; T ]; ! ∈ ˙; (12.43)

čďě 0 = t_0 < : : : < t_{m+1} = u, ´_0 = [0; t_1], ´_k = (t_k; t_{k+1}], k = 1; : : : ; m − 1. Šăłőľ ŕřőűěśś, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżň. Őąźĺľ śńşůăľ śćőńĺšś£ ł řăśśňőšřěŋŋőňş. Ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ ! ∈ ˙_0, čďě P (˙_0) = 1, šřăěłšőřĺĺ X ŋěŕřěřżćŋż śŕřăćă ŋă [0; T ), šő ććőďĺň ŕřőűěśśż

X_n(t; !) = { X(q_n(t); !) ŕřĺ q_n(t) := ([2^nt] + 1)2^{−n} 6 T; X(T; !) ŕřĺ q_n(t) > T;

ğďěśĳ t ∈ [0; T ], ! ∈ ˙, n ∈ N, [·] őąőğŋăůăěš űěńş¿ ůăśšĳ ůĺśńă. Šőčďă ŕřőűěśśż X_n ĺňě¿š ćĺď (12.43). Ŕőńőęĺň

V_n(t; !) = X_n(t; !)1_{˙0} (!); t ∈ [0; T ]; ! ∈ ˙:

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőűěśśż V_n ĺğňěřĺňż ĺ ďń£ ćśěţ t ∈ [0; T ], ! ∈˙

lim_{n→∞} V_n(t; !) = X(t; !)1_{˙0} (!):

Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ńěňňőľ 4.6. 2

Šěőřěňă 12.11 ďőłăğăŋă. 2 Ŕőcłőńĳłş ďń£ f ∈ L^2 ĺ Y_t, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć šěőřěňě 12.11

sup_t

¿0 E|Yt| 6 sup_{t¿0} (E|Yt|^2)^{1/2} = sup_{t¿0} (E^{∫ t}_0 |f(s; !)|^2ds)^{1/2} 6 (E^{∫ ∞}_0 |f(s; !)|^2ds)^{1/2};

šő, ŕőńăčă£ Y_∞ = ∫_∞ 0 f(s; !)dW_s, ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ťőřňşńă (12.39) ćěřŋă ĺ ŕřĺ t = ∞, ŕő šěőřěňě 5.14 ğăłń¿ůăěň, ůšő (Y_t; F_t)_{t∈}R_{+∪{∞}} { ňăřšĺŋčăń, čďě F_∞ = ∨_t¿_0F_t.

Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăňěůăŋĺěň 12.8 şłăęěň, ůšő ěśńĺ

f ∈ L^2_T = L^2([0; T ] × ˙; Prog; mes ×P );

čďě T < ∞, šő şšćěřęďěŋĺ£ šěőřěňż 12.11 őśšă¿šś£ ć śĺńě ďń£ t ∈ [0; T ].

Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ććěďěŋĺě ff-ăńčěąř Pred ĺ Prog ćżřăęăěš ĺďě¿ řăśśňőšřěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ Xt, t ∈ T ⊂ R, łőšőřżě ć łăęďżľ ňőňěŋš t ∈ T "ŋě ğăćĺś£š őš ąşďşźěčő" ć śňżśńě őŕřěďěńěŋŋżţ šřěąőćăŋĺľ ĺğňěřĺňőśšĺ ŕő ŕăřě ăřčşňěŋšőć (t; !). Ŕő śşšĺ ďěńă šě ęě śőőąřăęěŋĺ£ ŕřĺćőďĺńĺ ł řăśśňőšřěŋĺ¿ "ťĺğĺůěśłĺ őśşźěśšćĺňżţ ťĺńĳšřőć". Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ćňěśšő ĺğşůěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ŕřőňěęşšłě [0; ∞) (ĺńĺ (0; ∞)) ňż ňőčńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőűěśś ŋă ňŋőęěśšćě

T ⊂ R ĺ ćśě őŕřěďěńěŋĺ£ ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ (łăł ¡šő ďěńăěšś£ ć [?], §6.2). Ă ĺňěŋŋő,

Pred ććőďĺšś£, łăł ff-ăńčěąřă, ŕőřőęďěŋŋă£ ňŋőęěśšćăňĺ ćĺďă (T ∩ (t; ∞)) × B, čďě t ∈ T , B ∈ F_t. Ňŋőęěśšćő A ⊂ T × ˙ ŕřĺŋăďńěęĺš Prog, ěśńĺ

A ∩ ((−∞; t] × ˙) ∈ B_t × F_t ďń£ łăęďőčő t ∈ T;

čďě B_t = B(T ∩ (−∞; t]). Őąřăšĺň ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ĺŋšěčřăńă Ĺšő ś ŕőňőźĳ¿ őřšőčőŋăńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ňěřż ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ŕřőňěęşšőł (0; ∞), ă ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ĺŋšěčřăńă Ĺšő ďń£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ ąřăńăśĳ ŕőńşőśĳ [0; ∞). Ŕřĺ ¡šőň ff-ăńčěąřż ŕřěďśłăğşěňżţ ĺ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżţ ňŋőęěśšć őłăğżćăńĺśĳ ťőřňăńĳŋő ŋěśřăćŋĺňżňĺ, š.ł. ĺğşůăńĺśĳ ŕőďňŋőęěśšćă ć řăğŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ć [?], §6.2, ff-ăńčěąřż Pred ĺ Prog ććěďěŋż ć őďŋőň ĺ šőň ęě ŕřőśšřăŋśšćě T × ˙ (T ⊂ R), ĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, šăň ŋă ś. 153 ďőłăğăŋă

Šěőřěňă Ď12.1. Ń¿ąă£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺ ń¿ąă£ ŕřěď-

śłăğşěňă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ śőčńăśőćăŋă ś ďăŋŋżň śěňěľśšćőň ff-ăńčěąř (F_t)_{t∈T ⊂}R (šő ěśšĳ Pred ⊂ Ad, Prog ⊂ Ad, čďě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ A ⊂ T × ˙ ŕřĺŋăďńěęĺš ff-ăńčěąřě Ad ć ŕřőśšřăŋśšćě T × ˙, ěśńĺ {! : (t; !) ∈ A} ⊂ F_t ďń£ łăęďőčő t ∈ T ). Ěśńĺ ć T ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš t_0, šő ń¿ąă£ ŕřěďśłăğşěňă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ X_t (t ∈ T ) šăłőćă, ůšő X_{t0} (·) = const.

Şŕř. 12.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ T { őšřěğőł, ĺŋšěřćăń ĺńĺ ŕőńşĺŋšěřćăń, šő Pred ⊂ Prog.

Şŕř. 12.3. Ŕőśšřľšě ŕřĺňěř ŕřőčřěśĺćŋő ĺğňěřĺňőľ, ŋő ŋěŕřěďśłăğşěňőľ ťşŋłűĺĺ.

Şŕř. 12.4. Ŕşśšĳ {Xt; t ∈ T ⊂ R} { ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺ fi { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš (řăśśňăšřĺćăěšś£ ťĺńĳšřăűĺ£ (F_t)_{t∈T ⊂}R). Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£ X_{τ(ω)}(!) ŋă ňŋőęěśšćě {! : fi(!) < ∞} ĺğňěřĺňă őšŋőśĺšěńĳŋő ff-ăńčěąř F_τ ĺ B(R).

Őŕĺÿěň śšşłšşřş ťşŋłűĺľ, ĺŋšěčřĺřşěňżţ ŕő Ĺšő ŋă (0; ∞). Ŕşśšĳ (F_t)_t¿_0 { ŋěłőšőřă£ ťĺńĳšřăűĺ£ ć (˙; F; P ), őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ {W (t); t ¿ 0} { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő H, śőśšő£źěě ĺğ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ťşŋłűĺľ f, ĺğňěřĺňżţ ŕő (t; !) (š.ě. f ∈ B(0; ∞)×F|B(R)) šăłĺţ, ůšő f(t; ·) ∈ F_t|B(R) ŕřĺ łăęďőň t > 0 ĺ E ∫_∞ 0 f^2(t; !)dt < ∞. Šőčďă śŕřăćěďńĺć śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš (śň., ŋăŕř., [?, ůăśšĳ I, ś. 45]).

Šěőřěňă Ď12.5 (Ďşą). H ⊂ L^2((0; ∞) × ˙; A; ), čďě A { ŕőŕőńŋěŋĺě ff-ăńčěąřż Pred ŕő ňěřě = mes ×P , ğďěśĳ mes { ňěřă Ńěąěčă ŋă (0; ∞).

Ĺśŕőńĳğş£ ćăřĺăŋš ńěňňż 12.8 ďń£ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ ćĺďă (12.10), ŋěšřşďŋő ćżŕőńŋĺšĳ ŕřĺćőďĺňőě ŋĺęě şŕřăęŋěŋĺě, łőšőřőě śőďěřęĺš řěğşńĳšăš, ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě őąřăšŋżľ šěőřěňě 12.5.

Şŕř. 12.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f ∈ L^2((0; ∞) × ˙; A; ), šő ŋăľďěšś£ ťşŋłűĺ£ h ∈ H šăłă£, ůšő f(t; !) = h(t; !) ŕ.ŋ. ŕő ňěřě .

Şŕř. 12.7. Ŕşśšĳ fi { ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš šăłőľ, ůšő fi(!) 6 T ŕřĺ ćśěţ ! ∈˙ (T { ŕőńőęĺšěńĳŋă£ łőŋśšăŋšă). Őąőğŋăůĺň I_t(f) ŕřăćş¿ ůăśšĳ ťőřňşńż (12.36). Ďőłăęĺšě, ůšő I_τ (f) = I_T (f1_{(0,τ]}), čďě I_τ (f) := I_{τ(ω)}(f).

Şŕř. 12.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f : [0; ∞) → R ěśšĳ ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă Śłőřőţőďă D[0; ∞), ĺŋăůě čőćőř£, f { ¡šő cadlag-ťşŋłűĺ£, š.ě. ĺňě¿- źă£ ŕřěďěń śńěćă ć łăęďőľ šőůłě t > 0 ĺ ŋěŕřěřżćŋă£ śŕřăćă ŋă [0; ∞), šő I_t(f),

t ¿ 0 { čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś. Ŋăľďĺšě ěčő śřěďŋěě ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿.

Śšőţăśšĺůěśłĺľ ĺŋšěčřăń ŕőğćőń£ěš ďăšĳ "£ćŋőě" ŕřěďśšăćńěŋĺě ťřăłšńĳŋőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X = {X_t; t ¿ 0} śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^m ŋăğżćăěšś£ ăćšőňőďěńĳŋżň, (śăňőŕőďőąŋżň), ěśńĺ ďń£ łăęďőčő a > 0 ňőęŋő ŋăľšĺ šăłőě b > 0, ůšő

Law(X_{at}; t ¿ 0) = Law(bX_t; t ¿ 0): (12.44)

Ĺŋăůě čőćőř£, ĺğňěŋěŋĺě ćřěňěŋŋőľ ÿłăńż (t → at) ŕřĺćőďĺš ł šőňş ęě śăňőňş řěğşńĳšăšş, ůšő ĺ ĺğňěŋěŋĺě ťăğőćőľ ÿłăńż (x → bx). Ěśńĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ (12.44) ďń£ ń¿ąőčő a > 0 ŕăřăňěšř b = a^H, šő śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X ŋăğżćăěšś£ ăćšőňőďěńĳŋżň ŕřőűěśśőň ś ŕőłăğăšěńěň Ţăřśšă H. Ćěńĺůĺŋă D = 1=H ŋăğżćăěšś£ śšăšĺśšĺůěśłőľ ťřăłšăńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĳ¿ śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă X.

Ŋăŕőňŋĺň (śň. (3.31)), ůšő ťřăłšăńĳŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě {B_H(t); t ¿ 0} ďń£ 0 < H 6 1 őŕřěďěń£ěšś£ łăł űěŋšřĺřőćăŋŋżľ čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś ś łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ cov(B_H (s); B_H(t)) = s^{2H} + t^{2H} − |s − t|^{2H}; s; t ¿ 0:

Şŕř. 12.9. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş {BH (t); t ¿ 0} { ăćšőňőďěńĳŋżľ ŕřőűěśś ś ŕőłăğăšěńěň Ţăřśšă.

Ŕřőűěśśż B_H ćŕěřćżě řăśśňăšřĺćăńĺśĳ Ă.Ŋ. Łőńňőčőřőćżň ć 1940 č. ć [?], čďě őŋĺ ŋăğżćăńĺśĳ śŕĺřăń£ňĺ Ćĺŋěřă. Šěřňĺŋ ťřăłšăńĳŋőě (ĺńĺ ďřőąŋőě, "fractional") ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ążń ććěďěŋ Ą. Ňăŋďěńĳąřőšőň ĺ Ľ. Ćăŋ Ŋěśśőň ć 1968 č. ć [?], ĺ šăň ęě ążńő ŕőńşůěŋő śńěďş¿źěě ŕřěďśšăćńěŋĺě.

Šěőřěňă Ď12.10 (Ňăŋďěńĳąřőš, Ćăŋ Ŋěśś). Ďń£ 0 < H < 1 ĺ t ¿ 0 ĺňěěň

B_H(t) = c_H{

∫_0 −∞ [(t − s)^{H−1/2} − (−s)^{H−1/2}]dW_s + ∫_t 0 (t − s)^{H−1/2}dW_s}; (12.45)

čďě ŋőřňĺřş¿źă£ łőŋśšăŋšă c_H ćżąřăŋă šăł, ůšő EB^2_H(1) = 1 (śň., ŋăŕř., [?, ś. 281]), ă {W_s; s ¿ 0} ĺ {B_s = W_{−s}} ďń£ s 6 0 { ŋěğăćĺśĺňżě śšăŋďăřšŋżě ćĺŋěřőćśłĺě ŕřőűěśśż.

Ťřăłšăńĳŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (ĺ ěčő ďĺśłřěšŋżě ăŋăńőčĺ) ĺśŕőńĳğş¿šś£ ćő ňŋőčĺţ ćăęŋżţ ňőďěń£ţ, ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ďĺŋăňĺłĺ ťĺŋăŋśőćżţ ĺŋďěłśőć (śň. [?], [?]). Śńőęŋőśšĳ ĺğşůěŋĺ£ ŕřőűěśśőć B_H (t) ś 0 < H 6 1 śőśšőĺš ć šőň, ůšő ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň śńşůă£ H = 1=2 (š.ě. ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£) ¡šĺ ŕřőűěśśż ŋě £ćń£¿šś£ śěňĺňăřšĺŋčăńăňĺ (š.ě. ŋě ćţőď£š ć ćăęŋżľ łńăśś ŕřőűěśśőć, ďń£ łőšőřżţ řăğćĺšő śšőţăśšĺůěśłőě ĺśůĺśńěŋĺě, śň. [?, čń. 4]). Ěśńĺ ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (12.45) ćňěśšő H ćğ£šĳ čěńĳďěřőćśłş¿ ťşŋłűĺ¿ H_t (š.ě. |H_t − H_s| 6 c|t − s|^α, ¸ > 0) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć (0; 1), šő ŕőńşůăěšś£ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, ŋăğżćăěňżľ ňşńĳšĺťřăłšăńĳŋżň ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň. İšőš ŕřőűěśś ążń ććěďěŋ ĺ ďěšăńĳŋő ĺğşůěŋ ć řăąőšě [?].

Şŕř. 12.11. (śň. [?]). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕřőűěśśă BH ŕřĺ n → ∞ ĺňěěň

^H_n := ln(n^{−1} n∑ k=1 |B_H (k=n) − B_H ((k − 1)=n)|)= ln(1=n) → H ŕ.ŋ.

Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżľ ŋă [0; ∞) ŕřőűěśś X_t ďőŕşśłăěš śšőţăśšĺůěśłĺľ ďĺťťěřěŋűĺăń, ěśńĺ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śřăğş ďń£ ćśěţ t ¿ 0

X_t = X_0 + t∫ 0 f(s; !) dW_s + t∫ 0 g(s; !) ds; (12.46)

čďě f ∈ L^2([0; ∞)), ă ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ g : [0; ∞) × ˙ → R šăłőćă, ůšő P (^∞∫ 0 |g(s; !)| ds < ∞ ) = 1 (12.47)

(ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś {W_t; t ¿ 0} śőčńăśőćăŋ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_t)_t¿_0, şďőćńěšćőř£- ¿źěľ (12.2)). Ć śĺńş ŋăńőęěŋŋżţ şśńőćĺľ ŋă ťşŋłűĺĺ f ĺ g ŕřăćă£ ůăśšĳ (12.46) őŕřěďěńěŋă ĺ ďăěš ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżľ ŕřőűěśś.

Śőőšŋőÿěŋĺě (12.46) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ťőřňăńĳŋő ć ćĺďě

dX_t = f(t; !) dW_t + g(t; !) dt: (12.48)

Ďăńěě ďń£ őďŋőľ ĺ šőľ ęě ťşŋłűĺĺ F ňőęěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ łăł ğăŕĺśĳ F (t), šăł ĺ F_t. Ğăňěšĺň, ůšő ćśě śłăğăŋŋőě őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕěřěťőřňşńĺřşěšś£ ŋă śńşůăľ, łőčďă t ∈ [u; v], 0 6 u < v < ∞.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ďăęě ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ŋěśńşůăľŋżţ ĺŋšěčřăńőć łń¿ůěćş¿ řőńĳ ĺčřă¿š ťőřňşńż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő ĺśůĺśńěŋĺ£ (šăąńĺůŋżě ĺŋšěčřăńż), ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕő ůăśš£ň ĺ ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ. Ć šěőřĺĺ ĺŋšěčřăńă Ĺšő ňż ňőęěň őŕĺřăšĳś£ šőńĳłő ŋă ĺŋšěčřăńĳŋżě ťőřňşńż. Ğďěśĳ ćăęŋěľÿĺň £ćń£ěšś£ śńěďş¿- źĺľ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ňż ŕřĺćěďěň ś ŕőńŋżň ďőłăğăšěńĳśšćőň.

Šěőřěňă Ď12.12 (ťőřňşńă Ĺšő). Ŕşśšĳ ŕřőűěśś Xt, t ¿ 0, ďőŕşśłăěš śšő-

ţăśšĺůěśłĺľ ďĺťťěřěŋűĺăń (ś ťşŋłűĺ£ňĺ f ĺ g, őąńăďă¿źĺňĺ şłăğăŋŋżňĺ ćżÿě śćőľśšćăňĺ). Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ h: [0; ∞) × R → R šăłőćă, ůšő śşźěśšćş¿š ŋěŕřěřżćŋżě @h=@t, @^2h=@x^2, ŕřĺůěň sup s¿0, x∈R |@h(s; x)=@x| 6 M_0 < ∞; (12.49)

Šőčďă ďń£ ŕřőűěśśă Y_t = h(t; X_t), t ¿ 0, ĺňěěň

dY_t = @h @t (t; X_t)dt + @h @x (t; X_t)dX_t + 1 2 @^2h @x^2

(t; X_t)(dX_t)^2; (12.50)

čďě (dX_t)^2 ćżŕĺśżćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ (12.48), ĺśţőď£ ĺğ ŕřăćĺńă:

dt · dt = dt · dW_t = dW_t · dt = 0; dW_t · dW_t = dt: (12.51)

Ĺŋăůě čőćőř£, ŕ.ŋ. ďń£ ćśěţ z ¿ 0 h(z; X_z ) = h(0; X_0) + z∫ 0 f(s; X_s) @h @x (s; X_s)dW_s + + z∫ 0 ( @h @t (s; X_s) + g @h @x (s; X_s) + 1 2 f^2

@^2h @x^2

(s; X_s) ) ds: (12.52)

Ňż ďőłăęěň ¡šş šěőřěňş, ă ğăšěň őąřăšĺňś£ ł ŕřĺňěřăň ěě ŕřĺňěŋěŋĺ£. Ńěňňă Ď12.13. Ŕşśšĳ ć şśńőćĺ£ţ šěőřěňż ?? ťşŋłűĺĺ f ĺ g ŕřőśšżě, š. ě.

f(s; !) = m−1∑ j=0 f_j (!)1_{[tj,tj+1)}(s); g(s; !) = m−1∑ j=0 g_j (!)1_{[tj,tj+1)}(s); (12.53)

čďě 0 = t_0 < t_1 < : : : < t_m = z, f_j = f(t_j ; !) ĺ g_j = g(t_j; !) £ćń£¿šś£ F_{tj} | B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ, ŕřĺůěň

Ef^2_j < ∞; j = 0; : : : ; m: (12.54)

Šőčďă śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă (12.52).

2 Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ ĺŋšěčřăńőć Ńěąěčă ĺ Ĺšő ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (12.52) ďőśšă-

šőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

h(t_{j+1}; X_{tj+1} ) − h(t_j; X_{tj} ) = t_{j+1}∫

t_j ( @h @t (s; X_s) + g_j @h @x (s; X_s) + 1 2 f^2_j @^2h @x^2

(s; X_s) ) ds +

+ t_{j+1}∫

t_j f_j @h @x (s; X_s) dW_s; j = 0; : : : ; m − 1: (12.55)

Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě j ∈ {0; : : : ; m − 1} ĺ ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ ŕőńőęĺň u = t_j, v = t_{j+1}. Ĺğ (12.46) ĺ (12.53) ĺňěěň

X_t = X_s + (W_t − W_u)f_j + (t − u)g_j ; t ∈ [u; v]: (12.56)

Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăğąĺěŋĺľ [u; v] šőůłăňĺ u = s^{(n)}_0 <: : :< s^{(n)}n = v, ďń£ łőšőřżţ

‹_n = max i=0,... ,n−1(s (n) i+1 − s^{(n)}_i ) → 0; n → ∞: (12.57)

Ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ a_j(s; !) = f_j(!)

@h(s; X_s(!)) @x £ćń£ěšś£ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [u; v] (X_s | ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ŕ.ŋ. ťşŋłűĺ£, śň. (12.56), ĺ @h=@x ŋěŕřěřżćŋă ŕő ŕăřě ăřčşňěŋšőć). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ (12.49) ĺ (12.54) ĺňěěň |a_j(s; !)| 6 M_0|f_j| ∈ L^2(˙). Łřőňě šőčő, a_j(s; !) ŋěŕřěřżćŋă ŋă [u; v] ĺ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě 12.10 (ŕő ěě ăŋăńőčş ďń£ ĺŋšěčřăńă őš u ďő v) v∫ u f_j @h @x dW_s = l:i:m:_{δn→0} n−1∑ i=0 f_j @h @x (s_i; X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} ); (12.58) ğďěśĳ ĺ ďăńěě ďń£ şŕřőźěŋĺ£ őąőğŋăůěŋĺľ ŕĺÿěň s_i ćňěśšő s^{(n)}_i .

Ĺšăł, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő n−1∑ i=0 ( h(s_{i+1}; X_{si+1} ) − h(s_i; X_{si} ) − f_j @h @x (s_i; X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} ) ) → → v∫ u ( @h @t (s; X_s) + g_j @h @x (s; X_s) + 1 2 f^2_j @^2h @x^2

(s; X_s) ) ds ŕ.ŋ. (12.59)

ďń£ ŋěłőšőřőľ ĺğňěńĳůă¿źěľś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăğąĺěŋĺľ, š. ě. ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_k}, čďě ‹_{nk} → 0 ŕřĺ k → ∞.

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

h(s_{i+1}; X_{si+1} ) − h(s_i; X_{si} ) =

= (h(s_{i+1}; X_{si+1} ) − h(s_i; X_{si+1} )) + (h(s_i; X_{si+1} ) − h(s_i; X_{si} )) = ´^{(1)}_i + ´^{(2)}_i : (12.60)

Ŕřĺňěŋ££ ł ´^{(1)}_i ťőřňşńş Šěľńőřă ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş, ă ł ´^{(2)}_i | ŕő ćšőřőňş, ŕőńşůĺň

´^{(1)}_i + ´^{(2)}_i = @h @t (~s_i; X_{si+1} )(s_{i+1} − s_i) + @h @x (s_i; X_{si} )(X_{si+1} − X_{si} ) + + 1 2 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} )(X_{si+1} − X_{si} )^2; i = 0; : : : ; n − 1; (12.61)

čďě ~s_i = ~s_i(!) ∈ (s_i; s_{i+1}), ă ~X_{si} (!) | šőůłă ňěęďş X_{si} (!) ĺ X_{si+1} (!). Őšňěšĺň, ůšő ňż ŋě ňőęěň şšćěřęďăšĳ, ůšő ~s_i ĺ ~X_{si} £ćń£¿šś£ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ, ŋő šăł łăł ´^{(1)}_i | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, šő @h @t (~s_i(!); X_{si+1} (!)) | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă.

Ăŋăńőčĺůŋő, @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} ) | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă (ěśńĺ X_{si} (!) = X_{si+1} (!), šő ŕőńăčăěň ~X_{si} (!) = X_{si} (!) ć (12.61)).

Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (12.56), (12.61), ćĺďĺň, ůšő ńěćă£ ůăśšĳ (12.59) ŕřĺőąřěšăěš ćĺď n−1∑ i=0 (@h @t (~s_i; X_{si+1} )(s_{i+1} − s_i) + @h @x (s_i; X_{si} )g_j (s_{i+1} − s_i) + 1 2 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} ) ×

× [f^2_j (W_{si+1} − W_{si} )^2 + 2f_j g_j(W_{si+1} − W_{si} )(s_{i+1} − s_i) + g^2_j (s_{i+1} − s_i)^2] ) : (12.62)

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 12.13 ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ Ńěňňă Ď12.14. Ŕşśšĳ ŕřőűěśś Xs ŋěŕřěřżćěŋ ŕ.ŋ. ŋă [u; v], ĺ ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ G

ŋěŕřěřżćŋă ŋă [0; ∞) × R. Šőčďă

M(G; ‹) = sup{|G(s; X_s) − G(r; X_q)| : s; r; q ∈ [u; v]; |s − r| < ‹; |r − q| < ‹} → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹ → 0: (12.63)

2 Ťşŋłűĺ£ Xs(!) ďń£ ŕ.ć. ! řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă [u; v]. Śńěďőćăšěńĳŋő,

ďń£ ! ∈ ˙_0 (P (˙_0) = 1) ĺ t ∈ [u; v] ĺňěěň |X_t(!)| 6 L(!) < ∞. Ďń£ łăęďőčő L > 0 ťşŋłűĺ£ G(s; x) řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě [u; v]×[−L; L]. Ŕő¡šőňş ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ŋăľďěšś£ = ("; L) > 0, šăłőě ůšő |G(s; x) − G(r; y)| 6 ", ěśńĺ

|s − r| 6 ĺ |x − y| 6 . Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő > 0 ĺ ! ∈ ˙_0 śşźěśšćşěš ‹ = ‹(; !) > 0, šăłőě ůšő sup s,q∈[u,v] |s−q|<δ(ν,ω) |X_s(!) − X_q(!)| 6 : 2 (12.64)

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 12.13. Ŕő ńěňňě 12.14 ďń£ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ @h=@t ĺňěěň | | | | n−1∑ i=0 @h @t (~s_i; X_{si+1} )(s_{i+1} − s_i) − n−1∑ i=0 @h @t (s_i; X_{si} )(s_{i+1} − s_i) | | | | 6 6 M^{(@h}_{@t} ; ‹n^) (v − u) → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹n → 0: (12.65)

Şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ @h=@t ĺ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőśšĳ X_t, ŕőńşůăěň, ůšő n−1∑ i=0 @h @t (s_i; X_{si} )(s_{i+1} − s_i) → v∫ u @h @t (s; X_s) ds ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹_n → 0: (12.66)

Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ @h=@x ćĺďĺň, ůšő n−1∑ i=0 @h @x (s_i; X_{si} )g_j (s_{i+1} − s_i) → v∫ u @h @x (s; X_s)g_j ds ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹_n → 0: (12.67)

Ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋő ŋă [u; v], ŕő¡šőňş | | | | f^j g^j n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} )(s_{i+1} − s_i) | | | | 6 6 C(!)|fjgj|(v − u) sup_{y,r∈[u,v]} |y−r|6δn |W_y − W_r| → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹_n → 0; (12.68) čďě C(!) = max{|@^2h(t; x)=@x^2| : t ∈ [u; v]; |x| 6 max_{t∈[u,v]} |X_t(!)|}: (12.69)

Ăŋăńőčĺůŋő, | | |g^2_j n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} )(s_{i+1} − s_i)^2 | | | 6 g^2_j C(!)(v − u)‹n → 0 ŕ.ŋ. (12.70)

Šěŕěřĳ ďőłăęěň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőľ ĺğňěńĳůă¿źěľś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_k} řăğąĺěŋĺľ [u; v] n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} )^2 → v∫ u @^2h @x^2

(s; X_s) ds ŕ.ŋ. (12.71)

Ŕő ńěňňě 12.14 ĺňěěň

| | | | n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; ~X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} )^2 − n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; X_{si} )(W_{si+1} − W_{si} )^2 | | | | 6 6 M^{(@2h}_{@x2} ; ‹n^{) n−1∑}_{i=0} (Ws_{i+1} − Ws_i )^2 → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹n_k → 0; (12.72)

ŕőśłőńĳłş ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő n−1∑ i=0 (W_{si+1} − W_{si} )^{2 L2(˙)}−→ v − u ŕřĺ ‹_n → 0: (12.73)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şůĺšżćă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺľ ćĺŋěřőćśłőčő ŕřőűěśśă, ŕőńşůăěň E | | | | n−1∑ i=0 (W_{si+1} − W_{si} )^2 − (s_{i+1} − s_i) | | | | 2 = n−1∑ i=0 D(Ws_{i+1} − Ws_i )^2 = = 2 n−1∑ i=0 (s_{i+1} − s_i)^2 6 2(v − u)‹_n: (12.74)

Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n_k}, ďń£ łőšőřőľ ć (12.73) ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ.

Ďăńěě, | | | n−1∑ i=0 @^2h(s_i; X_{si} ) @x^2

(W_{si+1} − W_{si} )^2 − n−1∑ i=0 @^2h(s_i; X_{si} ) @x^2

(s_{i+1} − s_i) | | | 6 6 C(!)^{n−1∑}_{i=0} |(Ws_{i+1} − Ws_i )^2 − (si+1 − si)|: (12.75)

C(!) őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ (12.69), ĺ ăŋăńőčĺůŋő (12.74), E (_{n−1}∑ i=0 |(W_{si+1} − W_{si} )^2 − (s_{i+1} − s_i)|

)_2

6 2(v − u)‹n:

Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš {n^′_k} ⊂ {n_k}, ďń£ łőšőřőľ ŕřăćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (12.75) śţőďĺšś£ ł 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ k → ∞ (ąşďěň ŕĺśăšĳ n_k ćňěśšő n^′_k). Ŋăłőŋěű, ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ @^2h=@x^2 ĺňěěň n−1∑ i=0 @^2h @x^2

(s_i; X_{si} )(s_{i+1} − s_i) → v∫ u @h @x (s; X_s) ds ŕ.ŋ. ŕřĺ ‹_n → 0: (12.76)

Šăłĺň őąřăğőň, ćśě šřěąşěňżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ćżŕőńŋěŋż ŕ.ŋ. ŕő ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_k} ŕřĺ k → ∞. Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ěśńĺ _{nk}^{ŕ.ŋ.}−→ , “_{nk}^{ŕ.ŋ.}−→ “ ĺ _{nk} = “_{nk} ŕ.ŋ., šő = “ ŕ.ŋ. Ńěňňă 12.13 ďőłăğăŋă. 2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 12.12. Ŕő ńěňňě 12.8 ŋăľďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ f^{(n)} → f ŕřĺ n → ∞ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2([0; ∞)). Ăŋăńőčĺůŋő ńěňňě 12.8, şůĺšżćă£ (12.47), śšřőĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ g^{(n)}, śţőď£źş¿ś£ ďń£ ŕ.ć. ! ł ťşŋłűĺĺ g ć ŕřőśšřăŋśšćě L^1([0; ∞)).

Ŕőńőęĺň ďń£ t ¿ 0

X^{(n)}_t = X_0 + t∫ 0 f^{(n)}(s; !) dW_s + t∫ 0 g^{(n)}(s; !) ds: (12.77)

Ŕő ńěňňě 12.13 ŕ.ŋ. ďń£ ćśěţ z ¿ 0 ĺ n ∈ N

h(z; X^{(n)}_z ) − h(0; X_0) = z∫ 0 @h @x (s; X^{(n)}_s )f^{(n)}(s; !) dW_s +

+ z∫ 0 ( @h @t (s; X^{(n)}_s ) + g^{(n)}(s; !)@h @x (s; X^{(n)}_s ) + 1 2 (f^{(n)}(s; !))^2 @^2h @x^2

(s; X^{(n)}_s ) ) ds: (12.78)

Ďőłăęěň, ůšő ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĺ ťőřňşńż (12.78) ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {nk} śţőď£šś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ śőőšćěšśšćěŋŋő ł ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ň ťőřňşńż (12.52). Ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş 12.11 ĺ ŋěřăćěŋśšćő (5.29), ďń£ ń¿ążţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ "; z ĺňěěň

P ( sup_0 6s6z |X^{(n)}_s − X_s| ¿ ") 6

6 P^( sup_{06s6z}^| s∫ 0 (f^{(n)} − f)dW_s | | | | ¿^"_2^) + P^( sup_{06s6z}^| s∫ 0 (g^{(n)} − g)ds | | | | ¿^"_2^) 6

6^{(2}_"^{)2} E^{z∫}_0 (f^{(n)} − f)^2 ds + P^{( z∫}_0 |g^{(n)} − g|ds ¿^"_2^) → 0; n → ∞: (12.79)

Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ h ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő z ¿ 0

h(z; X^{(n)}_z ) − h(0; X_0)^P→ h(z; X_z) − h(0; X_0): (12.80)

Śőčńăśŋő (12.31), (12.49) şůĺšżćă£ ŕřőčřěśśĺćŋş¿ ĺğňěřĺňőśšĳ ŕřőűěśśőć X_t ĺ X^{(n)}_t (n ∈ N), ĺňěěň E | | | z∫ 0 @h @x (s; X^{(n)}_s )f^{(n)}(s; !)dW_s − z∫ 0 @h @x (s; X_s)f(s; !)dW_s | | | 2 =

= z∫ 0 E^{(@h}_{@x}(s; X^{(n)}_s )f^{(n)}(s; !) −^{@h}_{@x}(s; Xs)f(s; !)^{)2} ds 6 6 2 z∫ 0 E ( @h @x (s; X^{(n)}_s )

)_2

(f^{(n)}(s; !) − f(s; !))^2ds +

+ 2 z∫ 0 E(f(s; !))^{2 (@h}_{@x}(s; X^{(n)}_s ) −^{@h}_{@x}(s; Xs)^{)2} ds 6

6 2M^2_0^{z∫}_0 E(f^{(n)} − f)^2ds + 2^{z∫}_0 E´n ds; (12.81)

čďě ´_n(s; !) = (f(s; !))^2 ( @h @x (s; X^{(n)}_s ) − @h @x (s; X_s)

)_2

6 4M^2_0 f(s; !)^2: (12.82)

Łřőňě šőčő, şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ @h @x , ĺğ (12.79) ďń£ łăęďőčő s ¿ 0 ćżćőďĺň @h @x (s; X^{(n)}_s )^P→ @h @x (s; X_s); (12.83)

ĺ śńěďőćăšěńĳŋő,

´_n(s; !)^P→ 0; n → ∞: (12.84)

Ĺğ (12.84) ĺ (12.82) śńěďşěš, ůšő E´_n(s; !) → 0, n → ∞, ďń£ łăęďőčő s ¿ 0, ŕřĺůěň

E´n(s; !) 6 4M^2E(f(s; !))^2. Šăłĺň őąřăğőň, ŕő šěőřěňě Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ

śţőďĺňőśšĺ t∫ 0 E´(s; !) ds → 0; n → ∞: (12.85)

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, ůšő ĺŋšěčřăńż ŕő ňěřě Ńěąěčă, ťĺčşřĺřş¿źĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (12.78), śţőď£šś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ł śőőšćěšśšćş¿źěňş ĺŋšěčřăńş ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż (12.52), ěśńĺ ćżąřăšĳ ŕőďţőď£źş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăğąĺěŋĺľ [u; v].

Şůĺšżćă£, ůšő f^{(n)} → f ć L^2([0; ∞)), ćżąěřěň {n_k} šăł, ůšőąż z∫ 0 (f^{(nk)}(s; !) − f(s; !))^2ds → 0 ŕ.ŋ.; k → ∞: (12.86)

Ŕřĺňěŋ££ (12.79), ćżąěřěň {n_k} šăł (šőůŋěě čőćőř£, ŋăďő ćğ£šĳ {n^′_k} ⊂ {n_k}), ůšőąż ∑ k P ( sup_0 6s6z |X^{(nk)}_s − X_s| ¿ 2^{−k}) < ∞: (12.87)

Šőčďă X^{(nk)}s śţőď£šś£ ł X_s ŕ.ŋ. řăćŋőňěřŋő ŋă [0; z]. Ŕő¡šőňş ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ĺňěěň

"_1(n_k; !) := sup_{s∈[0,z]} | | | @h @x (s; X^{(nk)}_s ) − @h @x (s; X_s) | | | → 0; k → ∞: (12.88)

Ŕřĺ ¡šőň, łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż Ď12.14, ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řăćŋőňěřŋőľ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ¿ @h=@x ŋă łăęďőň ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě ćĺďă [0; z] × [−L; L]. Śńěďőćăšěńĳŋő, z∫ 0 | | | | @h @x (s; X^{(nk )}_s ) − @h @x (s; X_s) | | | | ds 6 z"^1(n^k; !) → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ k → ∞: (12.89)

Ŕşśšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {n_k} ćżąřăŋă šăłęě šăł, ůšő

"_2(n_k; !) := z∫ 0 |g^{(nk)}(s; !) − g(s; !)|ds → 0 ŕ.ŋ., k → ∞; (12.90)

(ŋăďő ćğ£šĳ {n^{′′}_k} ⊂ {n^′_k}, ŋő ňż ąşďěň ŕő-ŕřěęŋěňş ŕĺśăšĳ n_k). Šőčďă ć śĺńş (12.88) ĺ (12.90) z∫ 0 | | | |g^{(nk )}(s; !) @h @x (s; X^{(nk)}_s ) − g(s; !) @h @x (s; X_s) | | | | ds 6

6 "1(nk; !) z∫ 0 |g(s; !)|ds + sup_{s∈[0,z]} | | | | @h @x (s; X^{(nk)}_s ) | | | | "^2(n^k; !): (12.91)

Şůĺšżćă£ (12.47), ćĺďĺň, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ (12.91) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕ.ŋ. ŕřĺ k → ∞, ŕőśłőńĳłş ĺğ (12.88) ćżšěłăěš, ůšő sup_{s∈[0,z]} | | |@h @x (s; X^{(nk )}_s ) | | | → sup s∈[0,z] | | |@h @x (s; X_s) | | | < ∞ ŕ.ŋ. (12.92)

Śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő (ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (12.86) ĺ ťőřňşńş, ŕőńşůă¿źş- ¿ś£ ğăňěŋőľ^{∂h}_{∂x} ŋă^{∂2h}_{∂x2} ć (12.92)) ŕőłăğżćăěšś£, ůšő ŕřĺ k → ∞ z∫ 0 | | | |(f^{(nk )}(s; !))^2

@^2h @x^2

(s; X^{(nk )}_s ) − (f(s; !))^2 @^2h @x^2

(s; X_s) | | | | ds → 0 ŕ.ŋ. (12.93)

Šěőřěňă Ď12.12 ďőłăğăŋă. 2

Ğăňěůăŋĺě Ď12.15. Ĺňě¿šś£ čńşąőłĺě őąőąźěŋĺ£ ťőřňşńż Ĺšő. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ŕřőűěśś X { ŋěŕřěřżćŋżľ śěňĺňăřšĺŋčăń śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć R^m, ĺńĺ ďăęě { ŕřőĺğćőńĳŋżľ śěňĺňăřšĺŋčăń ć R^m (ťőřňşńă Łşŋĺšż { Ćăšăŋăąě). Ňż řěłőňěŋďşěň őğŋăłőňĺšĳś£ ś šěőřěňăňĺ 15.19, 15.21 ć [?]. Ğďěśĳ ęě şłăęěň, ůšő őąźĺě řěğşńĳšăšż ŕőğćőń£¿š śŋ£šĳ őčřăŋĺůěŋĺě (12.49) (ĺńĺ (13.84) ć ňŋőčőňěřŋőň śńşůăě). Ł őąőąźěŋĺ£ň ťőřňşńż Ĺšő (12.50) ňż őąřăšĺňś£ šăłęě ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ńěłűĺĺ 13.

Ŕřĺňěř Ď12.16. Ćżůĺśńĺšĳ T∫ 0 W_s dW_s: (12.94)

2 Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěőřěňőľ Ď12.12, ŕőńőęĺć Xt = Wt ĺ h(t; x) =^1_2x^2. Őůěćĺďŋő,

ćśě şśńőćĺ£ ¡šőľ šěőřěňż ćżŕőńŋěŋż. Šőčďă ďń£ Y_t = h(t; W_t) = 1 2 W^2_t ĺňěěň

dY_t = @h @t dt + @h @x dW_t + 1 2 @^2h @x^2

(dW_t)^2 = 0 + W_t dW_t + 1 2 (dW_t)^2 = W_t dW_t + 1 2 dt: (12.95)

Śńěďőćăšěńĳŋő, d ( 1 2 W^2_t ) = W_t dW_t + 1 2 dt: Šăłĺň őąřăğőň, ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ĺŋšěčřăńĳŋőľ ťőřňőľ ğăŕĺśĺ śšőţăśšĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńă (śň. (12.46)) ĺ š. ł. W_0 = 0, ŕőńşůăěň 1 2 W^2_t = t∫ 0 W_s dW_s + 1 2 t; t ¿ 0; (12.96) őšłşďă t∫ 0 W_s dW_s = 1 2 W^2_t − 1 2 t: 2 (12.97)

Şŕř. 12.17. Ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż Ĺšő ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ťşŋłűĺĺ f = f(t) ĺğ C^1 śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă (12.1). Ŕőśšřőľšě ŕřĺňěř śńşůăľŋőľ ťşŋłűĺĺ f = f(t; !), ďń£ łőšőřőľ ťőřňşńă (12.1) ŋě ĺňěěš ňěśšă.

Şŕř. 12.18. Ŕşśšĳ Xt = exp{¸t + ˛Wt}, t ¿ 0, čďě {Wt; t ¿ 0} { śšăŋďăřšŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, łőŋśšăŋšż ¸; ˛ ∈ R. Ŋăľďĺšě dX_t. Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ śšőţăśšĺůěśłőľ ¡łśŕőŋěŋšż E(W )_t = e^{Wt−t/2} ŕőńşůĺšś£ dE(W )_t = E(W )_tdW_t.

Ŋăğőćěň ńőłăńĳŋżň ćřěňěŋěň ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ć šőůłě 0 ťşŋłűĺ¿

L_t(!) := lim_{ε→0+} 1 2" |{s ∈ [0; t] : W_s(!) ∈ (−"; ")}|; (12.98)

čďě | · | őąőğŋăůăěš ňěřş Ńěąěčă, ă ŕřěďěń ć (12.98) ąěřěšś£ (ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš) ć śňżśńě śţőďĺňőśšĺ ć L^2(˙; F; P ).

Šěőřěňă Ď12.19 (Šăŋăłă). Śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă

|W_t| = ∫_t 0 sgn(W_s)dW_s + L_t; t > 0; (12.99)

čďě sgnx { ğŋăł x.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő řěğşńĳšăšă őśŋőćăŋő ŋă ŕřĺňěŋěŋĺĺ ťőřňşńż Ĺšő ł ďőńęŋżň őąřăğőň śčńăęěŋŋőľ ć ŋşńě ťşŋłűĺĺ h(x) = |x|, śň., ŋăŕř., [?, ś. 42], [?, ?]. Ŕő ŕőćőďş őąőąźěŋĺľ ťőřňşńż Ĺšő ŋă ťşŋłűĺĺ h =∈ C^{1,2} śň. [?], [?].

Őąśşďĺň šěŕěřĳ ŋěłőšőřżě őąőąźěŋĺ£ ĺŋšěčřăńă Ĺšő (śň. šăłęě ďőŕőńŋěŋĺě ł ńěłűĺĺ 13). Ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ťşŋłűĺľ łńăśśă J_1. Čőćőř£š, ůšő f ∈ J_1, ěśńĺ f : (0; ∞) × ˙ → R, ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă ĺ P (∫_t 0 f^2(s; !)ds < ∞ ) = 1; t > 0: (12.100)

Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕőďőąřăšĳ ć L^2 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ f_n, n ∈ N, ďń£ łőšőřżţ ĺŋšěčřăń I_t(f_n) şęě ŕőśšřőěŋ ĺ šăłĺţ, ůšő ∫_t 0 (f(s; !) − f_n(s; !))^2ds^P→ 0 ŕřĺ n → ∞: (12.101)

Őšś¿ďă ćżćőďĺšś£, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {I_t(f_n)}_{n∈}N £ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, őąőğŋăůăěňă£ I_t(f), šăłă£, ůšő I_t(f_n)^P→ I_t(f), n → ∞. Ŕřěďěń I_t(f) ğăŕĺśżćă¿š łăł ∫ (0,t] f(s; !)dWs, ĺńĺ

(f ·W )_t. Ůăśšő ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě őąőğŋăůă¿š {B_t; t ¿ 0}, ĺ šőčďă ŕĺÿşš (f ·B)_t.

Şŕř. 12.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {fn; n ∈ N}, őŕĺśăŋŋă£ ćżÿě ć (12.101). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f ∈ J_1, šő śşźěśšćşěš ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋă£ ňőďĺťĺłăűĺ£ ŕřőűěśśă I_t(f), t ¿ 0.

Őšňěšĺň, ůšő ďń£ f ∈ J_1 ŕřőűěśś I_t(f) ŋě őą£ğăŋ ążšĳ ňăřšĺŋčăńőň, ŋő £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ňăřšĺŋčăńőň, š.ě. śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ šăłĺţ, ůšő fi_n ↑ ∞ ŕ.ŋ. (n → ∞) ĺ ďń£ łăęďőčő n "őśšăŋőćńěŋŋżě" ŕřőűěśśż I^{τn}_t (f) := I_{t∧τn}(f), čďě t ¿ 0, £ćń£¿šś£ ňăřšĺŋčăńăňĺ.

Şŕř. 12.21. Řăśśňőšřĺň ďń£ f ∈ J1 ŕřőűěśś

Z_t = exp{ ∫_t 0 f(s; !)dW_s − 1 2 ∫_t 0 f^2(s; !)ds}; t ¿ 0; (12.102)

ŋăğżćăăěňżľ "čĺřśăŋőćśłőľ ¡łśŕőŋěŋšőľ". Ďőłăęĺšě, ůšő dZ_t = Z_tf(t; !)dW_t.

Ăŋăńőčĺůŋżň śŕőśőąőň ňőęŋő ććěśšĺ ŕřőśšřăŋśšćő J_1([0; T ]) ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ f : [0; T ] × ˙ → R, şďőćńěšćőř£¿źĺţ (12.100) ŕřĺ t ∈ T .

Śńěďş¿źă£ šěőřěňă (śř. ś šěőřěňőľ Ď12.5), őśŋőćăŋŋă£ ŋă ŕőŋ£šĺĺ śšőţăśšĺůěśłőčő ĺŋšěčřăńă, őŕĺśżćăěš śšřşłšşřş ąřőşŋőćśłĺţ ťşŋłűĺőŋăńőć.

Šěőřěňă Ď12.22 (Łńăřł). Ŕşśšĳ X = X(!) £ćń£ěšś£ FT |B(R)-ĺğňěřĺňőľ śńş-

ůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ ďń£ ŋěłőšőřőčő T > 0, čďě (F_t)_t¿_0 { ěśšěśšćěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£. Šőčďă śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

1. Ěśńĺ EX^2 < ∞, šő ŋăľďěšś£ śšőţăśšĺůěśłĺľ ŕřőűěśś

f = (f(s; !))_{s∈[0,T ]} ∈ L^2([0; T ])

šăłőľ, ůšő

X = EX +^{∫ T}_0 f(s; !)dWs ŕ.ŋ. (12.103)

2. Ěśńĺ E|X| < ∞, šő ŕřěďśšăćńěŋĺě (12.103) śŕřăćěďńĺćő ś ŋěłőšőřżň ŕřőűěśśőň f ∈ J_1([0; T ]).

3. Ěśńĺ X £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ (š.ě. P (X > 0) = 1)

ĺ EX < ∞, šő ŋăľďěšś£ ŕřőűěśś f ∈ J1[0; T ] šăłőľ, ůšő X = ZT EX, ă ćěńĺůĺŋă ZT

őŕřěďěń£ěšś£ śőčńăśŋő (12.102).

Şŕř. 12.23. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ćěńĺůĺŋă X, ťĺčşřĺřş¿źă£ ć šěőřěňě Ď?? ěśšĳ ťşŋłűĺőŋăń őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£, š.ě. X(!) = g(W (s; !); 0 6 s 6 T ), čďě g : C[0; T ] → R ĺ g ∈ B(C[0; T ])|B(R).

Ĺğ šěőřěňż 12.22 ćżćőďĺšś£ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš ő śšřşłšşřě ąřőşŋőćśłĺţ ňăřšĺŋčăńőć.

Šěőřěňă Ď12.24 (Łńăřł). Ŕşśšĳ M = (Mt; Ft)t∈[0,T ] { łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺ-

řşěňżľ ňăřšĺŋčăń, ťĺńĳšřăűĺ£ (F_t)_t¿_0 { šă ęě, ůšő ć šěőřěňě Ď12.22. Šőčďă 1. Ŋăľďěšś£ ŕřőűěśś f = (f(s; !))_{s∈[0,T ]} ∈ L^2([0; T ]) šăłőľ, ůšő

M_t = M_0 + ∫_t 0 f(s; !)dW_s; t ∈ [0; T ]: (12.104)

2. Ěśńĺ M £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ňăřšĺŋčăńőň, šő ŕřěďśšăćńěŋĺě (12.104) śŕřăćěďńĺćő ś ŋěłőšőřżň ŕřőűěśśőň f ∈ J_1([0; T ]).

3. Ěśńĺ M £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ńőłăńĳŋżň ňăřšĺŋčăńőň, šő ŋăľďěšś£ ŕřőűěśś f ∈ J_1([0; T ]) šăłőľ, ůšő M_t = M_0Z_t, ă Z_t { čĺřśăŋőćśłă£ ¡łśŕőŋěŋšă, t ∈ [0; T ].

Ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěň Ď12.22, Ď12.24 ć řăğńĺůŋżţ ćăřĺăŋšăţ ďăŋż Łńăřłőň [?], Ĺšő [?], Ďşąőň [?], őŋĺ ŕřĺćěďěŋż ćő ňŋőčĺţ łŋĺčăţ, śň., ŋăŕř., [?], [?, ?], [?].

Ś ŕřěďśšăćńěŋĺěň ťşŋłűĺőŋăńőć őš ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ć ćĺďě śšőţăśšĺůěśłĺţ ĺŋšěčřăńőć ść£ğăŋă śńěďş¿źă£ ¡łśšřěňăńĳŋă£ ğăďăůă. Śřěďĺ ćśěţ ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ fi őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ {W (t); t ∈ [0; 1]} šřěąşěšś£ ŋăľšĺ šăłőľ ňőňěŋš fi_∗, ďń£ łőšőřőčő ďőśšĺčăěšś£ V_∗ = inf_τ E|W_τ − max_06_s6_1 W_s|^2:

Ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě ňőďěńĳ, ć łőšőřőľ łőńěąăŋĺ£ űěŋ ŋă ăłűĺĺ ć šěůěŋĺĺ ěďĺŋĺůŋőčő ŕěřĺőďă ćřěňěŋĺ (ŋăŕřĺňěř, ďěŋĳ) őŕĺśżćă¿šś£ ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň (řăğşňěěšś£, ¡šő ńĺÿĳ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£, š.ł. űěŋż ŋě ążćă¿š őšřĺűăšěńĳŋżňĺ) ĺ šřěąşěšś£ ćżąřăšĳ ňőňěŋš fi_∗ ďń£ śăňőľ ćżčőďŋőľ ć śřěďŋěň łćăďřăšĺůěśłőň śňżśńě ĺňě¿źĺţś£ ăłűĺľ. Ğăňěšĺň, ůšő W_{τ∗} ďăěš śňěźěŋŋş¿ őűěŋłş ďń£ max_06_s6_1 W_s, ŕőśłőńĳłş EW_{τ∗} = 0 ĺ E max_06_s6_1 W_s = √ 2=ı (ŕő£śŋĺšě ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő şŕřăęŋěŋĺ£). Ŕő¡šőňş ňőęŋő őąřăšĺšĳś£ ł ćěńĺůĺŋě

~V = inf_{a∈}

R,τ E^|W^τ + a^− max06s61 W^{s|2}:

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ (şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň), ůšő

~V = V_∗ − 2=ı:

Ŕőńőęĺň S_t = max_06_s6_t W_s; t ∈ [0; 1]:

Šěőřěňă Ď12.25 (Ÿĺř£ěć). Řěÿěŋĺě ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ğăďăůĺ ďăěšś£ ťőřňş- ńőľ fi_∗ = inf{t ∈ [0; 1] : S_t − W_t = z_∗ √ 1 − t};

čďě łőŋśšăŋšă z_∗ ŋăţőďĺšś£ ĺğ şřăćŋěŋĺ£

4˘(z_∗) − 2z_∗ffi(z_∗) − 3 = 0;

ğďěśĳ ˘ ĺ ffi { śőőšćěšśšćěŋŋő ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ŕńőšŋőśšĳ śšăŋďăřšŋőľ ŋőřňăńĳŋőľ ćěńĺůĺŋż. Ŕřĺ ¡šőň z_∗ = 1:12 : : : , V_∗ = 2˘(z_∗) − 1 = 0:73 : : : .

Łń¿ůěćş¿ řőńĳ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ¡šőčő řěğşńĳšăšă ĺčřăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ćĺďă

max_06_s6_1 W_s = a +

∫_1 0 f(s; !)dW_s;

čďě a = const (şłăęĺšě ¡šş łőŋśšăŋšş) ĺ

f(s; !) = 2{1 − ˘((S_t − W_t)= √ 1 − t)}; s ∈ [0; 1]; ! ∈ ˙:

Őąőąźěŋĺ¿ ĺŋšěčřăńă Ĺšő ŋă ťşŋłűĺĺ ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕőść£źěŋă ňőŋőčřăťĺ£ [?]. Ŕřĺćěďěň šőńĳłő őďĺŋ řěğşńĳšăš ¡šőčő ŋăŕřăćńěŋĺ£.

Šěőřěňă Ď12.26 (Ĺšő). Ŕřĺ ćśěţ t > 0 ĺ n ∈ N śŕřăćěďńĺćă ťőřňşńă ∫ : : : ∫ 06s16...6sn6t dW_{s1} : : : dW_{sn} = t^{n/2} n! H_n ( W_t√ t ) ; (12.105)

čďě H_n { ŕőńĺŋőň İřňĺšă śšěŕěŋĺ n, š.ě.

H_n(x) = (−1)^ne^{x2/2} d^n dx^n

(e^{−x2/2}); n = 0; 1; : : :

Ő ŕřĺńőęěŋĺ£ţ łřăšŋżţ ĺŋšěčřăńőć ć ŕřěďěńĳŋżţ šěőřěňăţ śň. [?]. Ěźě őďŋő ŋăŕřăćńěŋĺě őąőąźěŋĺľ ść£ğăŋő ś ĺŋšěčřĺřőćăŋĺěň ŕő ŕřőűěśśăň, ąőńěě őąźĺň, ŋěęěńĺ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă ŋěŕřěřżćŋżľ łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń M = = (M_t)_{t∈}R_+ ŋă ťĺńĳšřőćăŋŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; (F_t)_t¿_0; P ) šăłőľ, ůšő M_0 = 0. Łńăśś šăłĺţ ňăřšĺŋčăńőć őąőğŋăůăěšś£ M^c_2. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ťĺńĳšřăűĺ£ (F_t)_t¿_0 şďőćńěšćőř£ěš őążůŋżň şśńőćĺ£ň (ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă ĺ F_0 śőďěřęĺš łńăśś N ňŋőęěśšć, ĺňě¿źĺţ P -ňěřş ŋşńĳ).

Şŕř. 12.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ M ∈ M^c_2, šő ¡šőš ŕřőűěśś ĺňěěš ŋěőčřăŋĺůěŋŋş¿ ćăřĺăűĺ¿ ŋă ń¿ąőň őšřěğłě [0; T ].

İšő şŕřăęŋěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺŋšěčřăń

I_T (X) = ∫_T 0 X_t(!)dM_t(!) (12.106)

ŋě ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋ ŕőšřăěłšőřŋő, łăł ĺŋšěčřăń Ńěąěčă { Śšĺńĳšĳěśă.

Śőčńăśőćăŋŋżľ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_t)_t¿_0 (ĺŋăůě čőćőř£, ăďăŕšĺřőćăŋŋżľ) ŕřőűěśś A = (A_t)_{t∈}R_+ ŋăğżćăěšś£ ćőğřăśšă¿źĺň, ěśńĺ ďń£ ŕ.ć. ! ĺňěěň A_0(!) = 0, A_t(!) { ŋěşążćă¿źă£ ťşŋłűĺ£ ŕő t ∈ [0; ∞) ĺ EA_t < ∞ ďń£ łăęďőčő t ∈ R_+. Ŕřőűěśś A ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřĺřşěňżň, ěśńĺ EA_∞ < ∞, čďě A_∞ = lim_{t→∞} A_t. Ćőğřăśšă¿źĺľ ŕřőűěśś A = (A_t; F_t)_{t∈}R_+ ŋăğżćăěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő őčřăŋĺůěŋŋőčő ŋěŕřěřżćŋőčő śŕřăćă ňăřšĺŋčăńă M = (M_t; F_t)_{t∈}R_+

E^∫_{(0,t]} MsdAs = E^∫_{(0,t]} Ms−dAs ŕřĺ łăęďőň 0 < t < ∞:

Őąőğŋăůĺň S { łńăśś ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_t¿_0 ĺ S_a { ŕőďłńăśś ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ fi šăłĺţ, ůšő P (fi 6 a) = 1, čďě łőŋśšăŋšă a > 0. Čőćőř£š, ůšő ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă śšőţăśšĺůěśłĺľ ŕřőűěśś X = (X_t; F_t)_t¿_0 ćţőďĺš ć łńăśś D, ěśńĺ śěňěľśšćő ćěńĺůĺŋ {X_τ }_{τ ∈S} řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňő ĺ X ∈ DL, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő 0 < a < ∞ řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňő {X_τ }_{τ ∈Sa}.

Łń¿ůěćş¿ řőńĳ ĺčřăěš śńěďş¿źĺľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă Ď12.28 (řăğńőęěŋĺě Ďşąă { Ňěľěřă). Ŕşśšĳ ťĺńĳšřăűĺ£ (Ft)t¿0 şďő-

ćńěšćőř£ěš őążůŋżň şśńőćĺ£ň. Ěśńĺ X = (X_t; F_t)_{t∈}R_+ { ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă śşąňăřšĺŋčăń ĺ X ∈ DL, šő

X_t = M_t + A_t; 0 6 t < ∞; (12.107)

čďě M = (M_t; F_t)_{t∈}R_+ { ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă ňăřšĺŋčăń, A = (A_t; F_t)_{t∈}R_+ { ćőğřăśšă- ¿źĺľ ŕřőűěśś. Ŕřőűěśś A ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ ěśšěśšćěŋŋżň ĺ šőčďă şłăğăŋŋőě řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěřăğńĺůĺňőśšĺ, š.ě. ŕ.ŋ. śőćŕăďěŋĺ£ šřăěłšőřĺľ). Ěśńĺ X ∈ D, šő M { řăćŋőňěřŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń, ă A { ĺŋšěčřĺřşěňżľ ŕřőűěśś.

Şŕř. 12.29. Ŕşśšĳ X = (Xt; Ft)t¿0 { ŋěŕřěřżćŋżľ śŕřăćă śşąňăřšĺŋčăń. Ďőłăęĺšě, ůšő X ∈ DL, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő ń¿ąőě ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ şśńőćĺľ.

1. X ¿ 0 ŕ.ŋ.

2. X ďőŕşśłăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ćĺďă (12.107).

Ŋăňěšĺň śţěňş ŕőśšřőěŋĺ£ ĺŋšěčřăńă ŕő ŕřőűěśśş M = (Mt; Ft)t¿0 ∈ M^c_2. Ŕşśšĳ ⟨M⟩ { ćőğřăśšă¿źĺľ ŕřőűěśś (łőňŕěŋśăšőř), şůăśšćş¿źĺľ ć řăğńőęěŋĺĺ Ďşąă

{ Ňěľěřă śşąňăřšĺŋčăńă M^2_t , t ¿ 0 (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěőřěňőľ ?? ĺ şŕřăęŋěŋĺěň ??).

Ŕřőűěśś X = {X_t; t ¿ 0; ! ∈ ˙} ŋăğőćěň ŕřőśšżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš śšřőčő ćőğřăśšă¿źă£ ůĺśńőćă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {t_n}^∞_{n=0} ś t_0 = 0 ĺ lim_{n→∞} t_n = ∞, ă šăłęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {f_n(!)}^∞_{n=0} ĺ ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă 0 < c < ∞, ďń£ łőšőřżţ sup_n¿_0 |f_n(!)| 6 c ŕřĺ ćśěţ ! ∈ ˙, ŕřĺůěň f_n ∈ F_{tn} |B(R) ĺ

X_t(!) = f_0(!)1_{{0}}(t) + ∞∑ k=0 f_k(!)1_{(tk,tk+1]}(t); 0 6 t < ∞: (12.108)

Łńăśś ŕřőśšżţ ŕřőűěśśőć őąőğŋăůĺň L_0 ĺ ďń£ X ∈ L_0 ŕőńőęĺň

I_t(X) = n−1∑ k=0 f_k(M_{tk+1} − M_{tk} ) + f_n(M_t − M_{tn} ) ŕřĺ t_n 6 t < t_{n+1}: (12.109)

Ďăńěě ďőłăğżćăěšś£, ůšő őŕřěďěńěŋĺě (12.109) ňőęŋő řăśŕřőśšřăŋĺšĳ (śŋőćă ĺśŕőńĳğş£ ďőńęŋżě ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ ŕřőśšżňĺ ŕřőűěśśăňĺ) ś L_0 ŋă ąőńěě ÿĺřőłĺľ łńăśś ŕřőűěśśőć. Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ¡šőš łńăśś ąşďěš ğćĺśěšĳ őš šőčő, £ćń£ěšś£ ńĺ ťşŋłűĺ£ ⟨M⟩_t ďń£ ŕ.ć. ! ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă. Łřőňě šőčő, ğăňěšĺň, ůšő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě şďăěšś£ őśşźěśšćń£šĳ ĺ ŕő ńőłăńĳŋő ŋěŕřěřżćŋżň ňăřšĺŋčăńăň M ∈ M^{c,loc}, ďń£ łőšőřżţ P ( ∫_T 0 X^2_t (!)d⟨M⟩_t < ∞) = 1 ŕřĺ ćśěţ T > 0:

Ňż řěłőňěŋďşěň őąřăšĺšĳś£ ł łŋĺčăň [?], [?, ?], [?, ?], [?].

Ć ďőŕőńŋěŋĺĺ ł śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż łőśŋěňś£ šăłęě ćőŕřőśă őą ĺŋšěčřăńăţ Ťĺśłă { Śšřăšőŋőćĺůă.

Ńěłűĺ£ 13. Śšőţăśšĺůěśłĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£

Şřăćŋěŋĺě Ńăŋęěćěŋă. Ăŋăńőč šěőřěňż Ťşąĺŋĺ ďń£ ĺŋšěčřăńă Ĺšő. Ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ Ńăŋęěćěŋă. Ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă{Şńěŋąěłă. Šěőřěňă śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ śĺńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ śšőţăśšĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£. Ňăřłőćőśšĳ řěÿěŋĺ£ śšőţăśšĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ŕřěęďě ůěň ĺğńăčăšĳ ŋěłőšőřżě őąźĺě řěğşńĳšăšż ő śšőţăśšĺůěśłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺ£ţ, ňż őąřăšĺňś£ ł őůěŋĳ ćăęŋőňş ůăśšŋőňş śńşůă¿. Ŕőŕżšăěňś£ őŕĺśăšĳ ďćĺęěŋĺě ůăśšĺűż ć ęĺďłőľ śřěďě. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě

m _v = −˛v + ÀÿşňÁ; t ¿ 0; (13.1)

čďě m | ňăśśă ůăśšĺűż, v | ěě śłőřőśšĳ, ŕăřăňěšř ˛ > 0 ţăřăłšěřĺğşěš ć£ğłőśšĳ śřěďż (śĺńă, šőřňőğ£źă£ ůăśšĺűş, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă śłőřőśšĺ), ŋăńĺůĺě ÀÿşňăÁ ść£- ğăŋő ś ţăőšĺůěśłĺňĺ śőşďăřěŋĺ£ňĺ ďăŋŋőľ ůăśšĺűż ś ňőńěłşńăňĺ śřěďż (ćśńěďśšćĺě šěŕńőćőčő ďćĺęěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺţ).

Ŕőśňőšřĺň, łăł ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ şřăćŋěŋĺě (13.1), ěśńĺ ć łăůěśšćě ÿşňă ĺśŕőńĳğőćăšĳ _W , čďě W = (W_t; F_t)_t¿_0 { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (śň. (12.2)). Śőčńăśŋő šěőřěňě 4.1, ćżŕĺśăŋŋă£ ćżÿě ŕřőĺğćőďŋă£ ŋě śşźěśšćşěš ŋĺ ć őďŋőľ šőůłě ś ćěřő- £šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă. Ğŋăůĺš, ¡šőš ťőřňăńĳŋżľ őąžěłš | ďőśšőľŋżľ łăŋďĺďăš ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ůěčő-šő łřăľŋě ŋěřěčşń£řŋőčő. Ŋő šěŕěřĳ śńěďşěš ŕřĺďăšĳ śňżśń ŕőńşůă- ¿źěňşś£ şřăćŋěŋĺ¿

m _v = −˛v + _W ; t ¿ 0; (13.2)

ŋăğżćăěňőňş şřăćŋěŋĺěň Ńăŋęěćěŋă. Ŕěřěŕĺÿěň (13.2) ć ćĺďě

_v = av + ff _W ; t ¿ 0; (13.3) čďě a = −˛=m < 0; ff = 1=m > 0: (13.4)

Ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő řěÿěŋĺ£ őążłŋőćěŋŋőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a; ff)

_v = av + fff; t ¿ 0; (13.5)

ŋăţőď£šś£ ŕřĺňěŋěŋĺěň ł řěÿěŋĺ¿ őďŋőřőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ _v = av, ĺňě¿źěňş ćĺď v(t) = ce^{at} (c = v(0)), ňěšőďă ćăřĺăűĺĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőśšő£ŋŋőľ, š. ě. ĺźşšś£ ć ćĺďě v(t) = c(t)e^{at}. Šăłĺň őąřăğőň,

v(t) = v(0)e^{at} + t∫ 0 e^{a(t−u)}fff(u) du; t ¿ 0 (13.6)

(řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš ďń£ t ∈ [0; T ], ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, f | ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă [0; T ] ťşŋłűĺ£).

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő şřăćŋěŋĺě (13.5) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ťőř- ňě dv = av dt + fff dt; t ¿ 0; (13.7)

ůšő ŋăćőďĺš ŋă ňżśńĳ ŕěřěŕĺśăšĳ (13.3) ć ćĺďě

dv = av dt + ff dW (t); t ¿ 0: (13.8)

Ćěśĳňă ŕńőďőšćőřŋżň £ćń£ěšś£ ŕőďţőď, łőčďă ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ğăňěŋ£- ěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň. Ŕő¡šőňş ćőğŋĺłăěš ćőğňőęŋőśšĳ ŕőŋĺňăšĳ (13.3) ĺ (13.8) łăł ťőřňăńĳŋş¿ ğăŕĺśĳ ĺŋšěčřăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ t∫ 0 dv(s) = t∫ 0 av(s) ds + t∫ 0 ff dW (s); (13.9)

čďě ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ňőęěš šřăłšőćăšĳś£ łăł ĺŋšěčřăń Ĺšő (łőŋśšăŋšă ff, őůěćĺďŋő, ćţőďĺš ć łńăśś L^2([0; T ]) ďń£ ń¿ąőčő T > 0). Ć ¡šőň śńşůăě (13.9) ďăěš

v(t) − v(0) = a t∫ 0 v(s) ds + ffW (t): (13.10)

Řăśśşęďă£ ăŋăńőčĺůŋő, ňőęŋő ŕőŕřőąőćăšĳ ğăňěŋĺšĳ f(u) du ć (13.6) ŋă dW (u) ĺ ŕőńşůĺšĳ

v(t) = v(0)e^{at} + t∫ 0 e^{a(t−u)}ff dW (u); (13.11)

čďě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ťĺčşřĺřşěš ĺŋšěčřăń Ĺšő (ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£ e^{−au} ∈ L^2([0; t]) ďń£ łăęďőčő t > 0). Ŕőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺ£ v(t), őŕřěďěńěŋŋă£ ć (13.11), £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (13.9), řăćŋőśĺńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ¿ (13.10). Šőůŋěě čőćőř£, ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŕőďśšăćĺšĳ şłăğăŋŋőě v(t) ć ŕřăćş¿ ĺ ńěćş¿ ůăśšĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ (13.10), šő őŋĺ ąşďşš řăćŋż ŕřĺ łăęďőň t ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă. Őšś¿ďă ŕőśńěďşěš ąőńěě śĺńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě. Ă ĺňěŋŋő, ć śĺńş šěőřěňż 12.11 ŋăľďěšś£ ˙_0 ⊂ ˙, šăłőě ůšő P (˙_0) = 1 ĺ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙_0 ĺŋšěčřăń

ć (13.11) ąşďěš ŋěŕřěřżćěŋ ŕő t. Šőčďă ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙_0 ŕőńşůĺň, ůšő^t ∫ 0 v(s) ds ąşďěš

ŋěŕřěřżćěŋ ŕő t (řăśśňăšřĺćăěň t ∈ [0; T ]). Ŋő šőčďă ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĺ ťőřňşńż (13.10) ąşďşš ŕřěďśšăćń£šĳ śőąőľ ŋěŕřěřżćŋżě ŕ.ŋ. ŕřőűěśśż, łőšőřżě ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő t řăćŋż ŕ.ŋ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŕ.ć. ! śőćŕăďşš ĺţ šřăěłšőřĺĺ. Ŕő¡šőňş (śĺńĳŋżň) řěÿěŋĺěň śšőţăśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ (13.9) ňőęŋő ąşďěš ŋăğćăšĳ ŕřőűěśś, łőšőřżľ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă őąěśŕěůĺćăěš śőćŕăďěŋĺě šřăěłšőřĺľ ŕřőűěśśőć, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ţ şřăćŋěŋĺ£ (ďăńěě ňż ŕőğăąőšĺňś£ ĺ ő ďřşčĺţ śćőľśšćăţ řěÿěŋĺ£).

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Ńěňňă 13.1. Ŕşśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ g(s; u), őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă [0; T ] × [0; T ], 0 < T < ∞, šăłőćă, ůšő g ∈ L^2([0; T ]^2) = L^2([0; T ] × [0; T ]; A; — × —); čďě — | ňěřă Ńěąěčă ŋă [0; T ], A { ŕőŕőńŋěŋĺě B([0; T ]) × B([0; T ]) ŕő ňěřě — × —, ĺ

´_n = T∫ 0 T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u))^2ds du → 0 ŕřĺ ‹_n → 0; (13.12) čďě ďń£ n ¿ 1

g_n(s; u) = n−1∑ i=0 g(s; u^{(n)}_i )1_{(u}(n)_{i ,u}(n)_{i+1]}(u); (13.13)

0 = u^{(n)}_0 < u^{(n)}_1 < : : : < u^{(n)}n = T , ‹_n = max_{i=0,... ,n−1}(u^{(n)}_{i+1} − u^{(n)}_i ). Šőčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 T∫ 0 (^T∫ 0 g(s; u) ds ) dW (u) = T∫ 0 (^T∫ 0 g(s; u) dW (u) ) ds: (13.14)

2 Ŕřĺ —-ŕőůšĺ ćśěţ u ∈ [0; T ] ťşŋłűĺ£ f(u) =^{T∫}_0 g(s; u) ds £ćń£ěšś£ B([0; T ]) | B(R)-ĺğ-

ňěřĺňőľ ć śĺńş šěőřěňż Ťşąĺŋĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, T∫ 0 T∫ 0 |g(s; u)|ds du < ∞; (13.15)

ŕőśłőńĳłş g ∈ L^2([0; T ]^2). Łřőňě šőčő, ďń£ —-ŕ.ć. u (^T∫ 0 g(s; u) ds

)_2

6 T^{T∫}_0 g^2(s; u) ds: (13.16)

Ŕő¡šőňş f ∈ L^2([0; T ]) łăł ŋěśńşůăľŋă£ ťşŋłűĺ£, ĺŋšěčřĺřşěňă£ ć łćăďřăšě ŋă [0; T ]. Śńěďőćăšěńĳŋő, ńěćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (13.14) śşźěśšćşěš.

Ťşŋłűĺ£ J(s; !) =^T ∫ 0 g(s; u) dW (u) ďń£ ŕ.ć. ! £ćń£ěšś£ B([0; T ]) | B(R)-ĺğňěřĺňőľ.

İšő śŋőćă ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż Ťşąĺŋĺ, ŕőśłőńĳłş T∫ 0 E|J(s; !)| ds < ∞: (13.17)

Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ćěřŋő, š. ł.

E|J(s; !)|^2 = T∫ 0 g^2(s; u) du; (13.18)

ă ňěřă — × P | łőŋěůŋă£ ňěřă ŋă (ŕőŕőńŋěŋĺĺ) B([0; T ]) × F.

Śőčńăśŋő (12.13) T∫ 0 (^T∫ 0 g_n(s; u) dW (u) ) ds = T∫ 0 (_{n−1}∑ i=0 g_n(s; u^{(n)}_i )(W (u^{(n)}_{i+1}) − W (u^{(n)}_i )) ) ds = = n−1∑ i=0 (W (u^{(n)}_{i+1}) − W (u^{(n)}_i )) T∫ 0 g_n(s; u^{(n)}_i )ds: (13.19)

Ć śĺńş šěőřěňż Ťşąĺŋĺ^T ∫ 0 g(s; u) ds śşźěśšćşěš ďń£ —-ŕőůšĺ ćśěţ u ∈ [0; T ]. Ěśńĺ T∫ 0 g(s; u^{(n)}_i )ds ŋě śşźěśšćşěš, šő ŕőńăčăěň ěčő ćő ćśěţ ťőřňşńăţ řăćŋżň ŋşń¿.

Ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ĺŋšěčřăńă Ĺšő, ĺňěěň T∫ 0 (^T∫ 0 g_n(s; u) ds ) dW (u) = T∫ 0 (_{n−1}∑ i=0 T∫ 0 g(s; u^{(n)}_i )ds1_{[u}(n)_{i ,u}(n)_{i+1)}(u) ) dW (u) = = n−1∑ i=0 (W (u^{(n)}_{i+1}) − W (u^{(n)}_i )) T∫ 0 g(s; u^{(n)}_i )ds: (13.20)

Ĺšăł, ďń£ ťşŋłűĺĺ g = g_n ťőřňşńă (13.14) şśšăŋőćńěŋă.

Śŋőćă ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ Ťşąĺŋĺ, ă šăłęě ŋěřăćěŋśšćăňĺ Ń£ŕşŋőćă, Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő{Ÿćăřűă, (12.31) ĺ (13.12), ŕőńşůăěň, ůšő E | | | | T∫ 0 (^T∫ 0 g(s; u) dW (u) ) ds − T∫ 0 (^T∫ 0 g_n(s; u) dW (u) ) ds | | | | 6 6 T∫ 0 E | | | T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u))dW (u) | | |ds 6 6 T∫ 0 [ E (^T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u)) dW (u)

)_2]_{1/2} ds =

= T∫ 0 [^T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u))^2du ]_{1/2} ds 6 (T ´n)^{1/2} → 0 ŕřĺ n → ∞: (13.21)

Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŋăţőďĺň E | | | | T∫ 0 (^T∫ 0 g(s; u) ds ) dW (u) − T∫ 0 (^T∫ 0 g_n(s; u) ds ) dW (u) | | | | 6 6^[E^( T∫ 0 (^T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u)) ds ) dW (u)

)_2]_{1/2} =

= [^T∫ 0 (^T∫ 0 (g(s; u) − g_n(s; u))ds

)_2 du ]_{1/2} 6 (T ´n)^{1/2}: (13.22)

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďşěš ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďş¿źĺň ¡ńěňěŋšăřŋżň şšćěřęďěŋĺěň. Ěśńĺ _n^{L2(˙)}−→ , “_n^{L2(˙)}−→ “ ŕřĺ n → ∞ ĺ _n = “_n ŕ.ŋ. ďń£ n ∈ N, šő = “ ŕ.ŋ. 2

Ćěřŋěňś£ ł şřăćŋěŋĺ¿ Ńăŋęěćěŋă. Ĺňěěň a t∫ 0 v(s) ds = a { v(0) t∫ 0 e^{as}ds + ff t∫ 0 (^s∫ 0 e^{a(s−u)}dW (u) ) ds } =

= v(0)(e^{at} − 1) + aff t∫ 0 (^t∫ 0 e^{a(s−u)}1_{(0,s]}(u)dW (u) ) ds: (13.23)

Ć śĺńş ńěňňż 13.1 ďń£ łăęďőčő t ¿ 0 ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă t∫ 0 (^t∫ 0 e^{a(s−u)}1_{(0,s]}(u)dW (u) ) ds = t∫ 0 (^t∫ 0 e^{a(s−u)}1_{(0,s]}(u) ds ) dW (u) =

= t∫ 0 e^{−au} (^t∫ u e^{as} ds ) dW (u) = 1 a t∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u) − 1 a t∫ 0 dW (u): (13.24)

Ňż şůńĺ, ůšő ďń£ ťşŋłűĺĺ g(s; u) = e^{a(s−u)}1_{(0,s]}(u), čďě s; u ∈ [0; T ], ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (13.12) ŕřĺ ń¿ąőň ćżąőřě řăğąĺěŋĺľ őšřěğłă [0; T ] šőůłăňĺ u^{(n)}_0 ; u^{(n)}_1 ; : : : ; u^{(n)}n , ěśńĺ ‹_n → 0 (n → ∞). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě řăćŋőňěřŋş¿ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ĺ őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ e^{a(s−u)} ŋă [0; T ] × [0; T ], şśšăŋăćńĺćăěň őűěŋłş

´_n 6 "^2_n ∑ 06i<k6n (u^{(n)}_{k+1} − u^{(n)}_k )(u^{(n)}_{i+1} − u^{(n)}_i ) + e^{2aT} n−1∑ i=0 (u^{(n)}_{i+1} − u^{(n)}_i )^2 6 "^2_nT^2 + T ‹_ne^{2aT} ;

čďě "_n = sup{|e^{a(s−u)} − e^{a(x−y)}| : |s − x| 6 ‹_n; |u − y| 6 ‹_n; s; u; x; y ∈ [0; T ]}.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřăćă£ ůăśšĳ ťőřňşńż (13.10) ć śĺńş (13.23) ĺ (13.24) ŕřĺőąřěšăěš ćĺď v(0)(e^{at} − 1) + ff t∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u) − ffW (t) + ffW (t) = v(t) − v(0) (13.25)

śőčńăśŋő (13.11). Šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğăŋă

Šěőřěňă 13.2. Ďń£ ćśěţ t ¿ 0 śşźěśšćşěš śĺńĳŋőě (ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőě) řěÿěŋĺě

şřăćŋěŋĺ£ Ńăŋęěćěŋă ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň v|_{t=0} = v(0), łőšőřőě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ (13.11).

Ğăňěůăŋĺě 13.3. Ěśńĺ ć şřăćŋěŋĺĺ (13.2) őšśşšśšćşěš ć£ğłőśšĳ (š. ě. ˛ = 0, ă śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ a = 0 ć śĺńş (13.4)), šő ŕřĺ v(0) = 0 ĺ ff = 1 (š. ě. m = 1) ĺğ (13.11) ŕőńşůăěň, ůšő v(t) = W (t). Šăłĺň őąřăğőň, ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś ŕőńşůăěšś£ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ Ńăŋęěćěŋă.

Ŕşśšĳ śşźěśšćşěš Ev(0). Šőčďă, şůĺšżćă£ (12.31), ĺğ (13.11) ćżćőďĺň, ůšő

Ev(t) = e^{at}Ev(0); (13.26)

š. ě. śřěďŋ££ śłőřőśšĳ, śőčńăśŋő (13.4), ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő şążćăěš.

Šěőřěňă 13.4. Ŕşśšĳ v(0) ∼ N ( 0; ff^2 2¸ ) , čďě ¸ = −a, ĺ ŕşśšĳ v(0) £ćń£ěšś£

F_0 | B(R)-ĺğňěřĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ. Šőčďă řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ Ńăŋęěćěŋă £ćń£ěšś£

ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă{Şńěŋąěłă, š. ě. čăşśśőćśłĺľ ŕřőűěśś v(t), t ¿ 0, ĺňě¿źĺľ

śřěďŋěě ŋşńĳ ĺ łőćăřĺăűĺőŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿

cov(v(s); v(t)) = ff^2 2¸ e^{−α|s−t|}; s; t ¿ 0: (13.27)

2 Ĺğ (13.26) śńěďşěš, ůšő Ev(t) = 0 ŕřĺ ćśěţ t ¿ 0. Ďń£ s; t ¿ 0 ĺňěěň Ev(s)v(t) = E(v(0))^2e^{a(s+t)} +^{ff2}_{2a}e^{a(s+t)}(1 − e^{−2a(s∧t)}): (13.28)

Ňż şůńĺ, ůšő ć śĺńş (12.33), (12.31) ĺ (12.8)

E^( s∫ 0 e^{a(s−u)}dW (u) t∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u) ) = s∧t∫ 0 e^{a(s−u)}e^{a(t−u)}du = e^{a(s+t)} 2a (1 − e^{−2a(s∧t)});

(13.29)

ă šăłęě šő, ůšő ďń£ ćśěţ t ¿ 0 śőčńăśŋő (12.38)

Ev(0) t∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u) = E ( v(0)E (^t∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u) | F_0 )) = 0: (13.30)

Ěśńĺ E(v(0))^2 = − ff^2 2a , šő ĺğ (13.28) ŕőńşůăěň (13.27).

Ďőłăęěň čăşśśőćőśšĳ v(t), t ¿ 0. Ďń£ ń¿ąőčő k ∈ N ĺ ćśěţ 0 6 t1 < : : : < tk 6 T ćěłšőř (v(0); X(t_1); : : : ; X(t_k)), čďě X(t) =^t ∫ 0 e^{a(t−u)}dW (u), £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ łăęďőčő t_m (m = 1; : : : ; k) ćěńĺůĺŋă X(t_m) ěśšĳ ŕřěďěń ć L^2(˙) ŕřĺ n → ∞ ćěńĺůĺŋ ćĺďă Ih^{(m)}n , čďě h^{(m)}n | ŋěśńşůăľŋżě ŕřőśšżě ťşŋłűĺĺ (śň., ŋăŕřĺňěř, šěőřěňş 12.10). Ćěłšőř (Ih^{(1)}n ; : : : ; Ih^{(k)}n ) £ćń£ěšś£ čăşśśőćśłĺň, š. ł. k∑ m=1 c_mIh^{(m)}n ďń£ ń¿ążţ c_m ∈ R, m = 1; : : : ; k, ěśšĳ čăşśśőćśłă£ ćěńĺůĺŋă (ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ŋěğăćĺśĺňżţ čăşśśőćśłĺţ ćěńĺůĺŋ). Ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő v(0) £ćń£ěšś£ F_0 | B(R)-ĺğňěřĺňőľ čăşśśőćśłőľ ćěńĺůĺŋőľ, ŕőńşůăěň, ůšő (v(0); Ih^{(1)}n ; : : : ; Ih^{(k)}n ) | čăşśśőćśłĺľ ćěłšőř. İšő śřăğş ćżšěłăěš ĺğ ťőřňşńż

E exp { iv(0)–_0 + i k∑ m=1 –_mIh^{(m)}_n } = Ee^{iv(0)λ0}E(e^i k∑ m=1 λmIh^{(m)}_n | F_0) =

= Ee^{iv(0)λ0}Ee^i k∑ m=1 λmIh^{(m)}_n ; –_j ∈ R; j = 0; : : : ; k: (13.31)

Śőćěřÿĺć ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ć L^2(˙), ŕőńşůăěň šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě. 2 Śńěďş¿źĺľ ěśšěśšćěŋŋżľ ÿăč śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ć śšőţăśšĺůěśłőň şřăćŋěŋĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ dt ĺ dW (t) śďěńăšĳ śńşůăľŋżňĺ, š. ě. ğăćĺś£- źĺňĺ ĺ őš !. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě ćĺďă

dX_t = b(t; X_t) dt + ff(t; X_t)dW_t; 0 6 t 6 T; X_0 = Z;

(13.32) łőšőřőě ŕőŋĺňăěšś£ ŕřőśšő łăł ťőřňăńĳŋă£ ğăŕĺśĳ ĺŋšěčřăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£

X_t = X_0 + t∫ 0 b(s; X_s) ds + t∫ 0 ff(s; X_s) dW_s; 0 6 t 6 T; (13.33)

čďě b ĺ ff őŕřěďěńěŋż ŋă [0; T ] × R. Śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě ŕőśńěďŋěčő ŕőŋĺňăěšś£ łăł šăłă£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ Xt(!), ĺňě¿źă£ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ, łőšőřă£ ďń£ ń¿ąőčő t ¿ 0 ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ěě ć ńěćş¿ ĺ ŕřăćş¿ ůăśšĺ ťőřňşńż (13.33) ďăěš řăćěŋśšćő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1. Ŕřĺ ¡šőň śůĺšăěšś£, ůšő b(s; X_s) ĺ ff(s; X_s) | ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ, šăłĺě ůšő ff(s; X_s) ∈ L^2([0; T ]), ă b(s; X_s) ĺŋšěčřĺřşěňă ŕő Ńěąěčş ŋă ń¿ąőň łőŋěůŋőň ŕřőňěęşšłě ďń£ ŕ.ć. !.

Ŕőšřěąşěň, ůšőąż ťşŋłűĺĺ b(u; x) ĺ ff(u; x) ążńĺ ĺğňěřĺňż ŋă [0; t] × R (š.ě.

B[0; t] × B(R)|B(R)-ĺğňěřĺňż) ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; T ], ĺ ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ şśńőćĺě Ńĺŕÿĺűă: śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă L > 0, šăłă£ ůšő

|b(t; x) − b(t; y)| + |ff(t; x) − ff(t; y)| 6 L|x − y|; x; y ∈ R; t ∈ [0; T ]: (13.34)

Ŕşśšĳ šăłęě ďń£ ŋěłőšőřőčő c > 0

b(t; x)^2 + ff(t; x)^2 6 c(1 + x^2); x ∈ R; t ∈ [0; T ]: (13.35)

Ğăňěšĺň, ůšő ďăęě ŕřĺ ff ≡ 0, š. ě. ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ őążłŋőćěŋŋőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ąěğ şśńőćĺľ šăłőčő řőďă, řěÿěŋĺě ňőęěš ŋě śşźěśšćőćăšĳ ĺńĺ śşźěśšćőćăšĳ, ŋő ążšĳ ŋěěďĺŋśšćěŋŋżň. Ěśńĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, b(t; x) = b(x), ff(t; x) = ff(x), šő (13.34) ćńěůěš (13.35).

Ďăńěě ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕřőśšă£

Ńěňňă 13.5. Ŕşśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżľ ŕřőűěśś Ys(!) ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺň ŋă [0; T ] (őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_s)_{s∈[0,T ]} ć F). Ŕşśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ a(s; x) ğăďăŋă ŋă [0; T ] × R ĺ ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; T ] őŋă ĺğňěřĺňă ŋă [0; t] × R, š.ě. B([0; t]) × B(R)|B(R)-ĺğňěřĺňă. Šőčďă ŕřőűěśś a(s; Y_s(!)) ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺň (őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ęě ťĺńĳšřăűĺĺ (F_s)_{s∈[0,T ]}).

2 Ďń£ s ∈ [0; t] ĺ ! ∈ ˙ (0 6 t 6 T ) őšőąřăęěŋĺě (s; !) → (s; Ys(!)) £ćń£ěšś£

B([0; t]) × F_t|B([0; t]) × B(R)-ĺğňěřĺňżň. Ćőğĳňěň u ∈ [0; t] ĺ B ∈ B(R), šőčďă

{(s; !) ∈ [0; t] × ˙ : (s; Y_s(!)) ∈ [0; u] × B} =

= {(s; !) ∈ [0; t ∧ u] × ˙ : Y_s(!) ∈ B} ∈ B([0; t ∧ u]) × F_{t∧u} ⊂ B[0; t] × F_t:

Šřěąşěňă£ ĺğňěřĺňőśšĳ ŕőńşůăěšś£ ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 1.2. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ (s; x) ∈ [0; t]×R őšőąřăęěŋĺě (s; x) → a(s; x) £ćń£ěšś£ ŕő şśńőćĺ¿ B([0; t])×B(R)|B(R)-ĺğňěřĺňżň. Őśšăěšś£ şůěśšĳ, ůšő śşŕěřŕőğĺűĺ£ ĺğňěřĺňżţ őšőąřăęěŋĺľ ąşďěš ďőńęŋżň őąřăğőň ĺğňěřĺňă. 2

Šěőřěňă 13.6. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺĺ b ĺ ff şďőćńěšćőř£¿š ććěďěŋŋżň ćżÿě şśńőćĺ-

£ň. Ŕşśšĳ ćěńĺůĺŋă Z £ćń£ěšś£ F_0 | B(R)-ĺğňěřĺňőľ, ŕřĺůěň EZ^2 < ∞. Šőčďă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (13.33) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň X_0 = Z, šăłőě ůšő X_t ∈ L^2(˙) ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [0; T ] ĺ ťşŋłűĺ£ EX^2_t őčřăŋĺůěŋă ŋă [0; T ].

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕőŋĺňăěšś£ ć śĺńĳŋőň (ŕőšřăěłšőřŋőň) śňżśńě, š. ě. ěśńĺ X_1(t; !) ĺ X_2(t; !) | řěÿěŋĺ£ (13.33) ć şłăğăŋŋőň ćżÿě śňżśńě, ĺňě¿źĺě őďĺŋăłőćżě ŕ.ŋ. ŋăůăńĳŋżě şśńőćĺ£, šő

X_1(t; !) = X_2(t; !) ďń£ ćśěţ 0 6 t 6 T ŕ.ŋ. (13.36)

2 Ąşďěň řěÿăšĳ (13.33) ňěšőďőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ. Ćőğĳňěň

X^0_t = Z, t ∈ [0; T ] ĺ ŕőńőęĺň ďń£ n ¿ 1

X^{(n)}_t = Z + t∫ 0 b(s; X^{(n−1)}_s )ds + t∫ 0 ff(s; X^{(n−1)}_s )dW (s): (13.37)

Ńěňňă 13.7. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 13.6. Šőčďă ŕřĺ łăęďőň n ∈ N

ŕřőűěśś {X^{(n)}_t ; t ∈ [0; T ]}, őŕřěďěńěŋŋżľ ťőřňşńőľ (13.37), ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺň (š.ě. ďőŕşśłăěš šăłş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿). Ŕřĺ ¡šőň sup_{t∈[0,T ]} E|X^{(n)}_t |^2 < ∞, n ∈ N ĺ ŕřăćă£ ůăśšĳ (13.37) ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă [0; T ].

2 Ťşŋłűĺ£ Ys(!) = Z(!), čďě s ∈ [0; T ], ! ∈ ˙, ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňă, ŕőśłőńĳłş

Z ∈ F_0|B(R). Ŕő ńěňňě 13.5 ŕřőűěśśż b(s; Z(!)) ĺ ff(s; Z(!)) ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňż (s ∈ [0; T ]). Ć śĺńş (13.35)

sup_{s∈[0,T ]} Eff^2(s; Z) 6 c(1 + EZ^2) < ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřőűěśś {ff(s; Z); s ∈ [0; T ]} ∈ L^2([0; T ]) ĺ ∫_t 0 ff(s; Z)dW_s ŕřĺ t ∈ [0; T ] ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ, śőčńăśŋő šěőřěňě 12.11, ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżň ĺ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżň. Şůĺšżćă£ ŕřőčřěśśĺćŋş¿ ĺğňěřĺňőśšĳ {b(s; Z); s ∈ [0; T ]}, ĺ şśńőćĺě (13.35), ĺňěěň

E^{∫ T}_0 |b(s; Z)|ds 6 (T c(1 + EZ^2))^{1/2} < ∞:

Ŕő šěőřěňě Ťşąĺŋĺ ∫_T 0 b(s; Z)ds łőŋěůěŋ ďń£ ŕ.ć. ! ĺ ďń£ ¡šĺţ ! ĺŋšěčřăń ∫_t 0 b(s; Z)ds ąşďěš ŋěŕřěřżćěŋ ŕő t ∈ [0; T ]. Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ ńěňňş 12.12.

Šőůŋő šăł ęě őąž£śŋ£ěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋă£ ĺğňěřĺňőśšĳ ĺ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŕřăćőľ ůăśšĺ (13.37) ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő ŕřőűěśś {X^{(n−1)}(t); t ∈ [0; T ]} ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺň ĺ sup_{s∈[0,T ]} E|X^{(n−1)}s |^2 < ∞. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

E(X^{(n)}_t )^2 6 3 ( EZ^2 + E (∫_t 0 b(s; X^{(n−1)}_s )ds

)_2 +E (∫_t 0 ff(s; X^{(n−1)}_s )dW_s

)_2) 6 6 3^(EZ^2 + T c^{∫ T}_0 E(1 + |X^{(n−1)}_s |^2)ds + c^{∫ T}_0 E(1 + |X^{(n−1)}_s |^2)ds^)6

6 3^(EZ^2 + c(T + 1)T^(1 + sup_{s∈[0,T ]} E|X^{(n−1)}_s |^{2))} < ∞: 2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 13.6. Őűěŋĺň E|X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t |^2. Ěśńĺ n = 0, šő, ŕőńĳğş£śĳ (12.31) ĺ (13.35), ďń£ t ∈ [0; T ] ĺňěěň

E|X^{(1)}_t − X^{(0)}_t |^2 = E | | | | t∫ 0 b(s; Z) ds + t∫ 0 ff(s; Z) dW_s | | | | 2 6

6 2E^( t∫ 0 b(s; Z) ds

)_2

+ 2E (^t∫ 0 ff(s; Z) dW_s

)_2

6 2(t + 1)E t∫ 0 c(1 + |Z|^2) ds 6

6 2ct(t + 1)(1 + EZ^2) 6 M1t; M1 = 2c(T + 1)(1 + EZ^2): (13.38)

Ďń£ n ¿ 1 ĺ t ∈ [0; T ], şůĺšżćă£ (13.34), ŕőńşůăěň

E|X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t |^2 6

6 E^( t∫ 0 b(s; X^{(n)}_s ) − b(s; X^{(n−1)}_s )ds + t∫ 0 (ff(s; X^{(n)}_s ) − ff(s; X^{(n−1)}_s ))dW_s

)_2 6 6 2E^{( t∫}_0 L|X^{(n)}_s − X^{(n−1)}_s |ds^{)2} + 2E^{t∫}_0 (ff(s; X^{(n)}_s ) − ff(s; X^{(n−1)}_s ))^2ds 6

6 2L^2(1 + T ) t∫ 0 E|X^{(n)}_s − X^{(n−1)}_s |^2ds: (13.39)

Ĺğ (13.38) ĺ (13.39) ŕő ĺŋďşłűĺĺ ğăłń¿ůăěň, ůšő ŕřĺ M = max{M_1; 2L^2(1 + T )}

E|X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t |^2 6^{M n+1tn+1}_{(n + 1)!} ; n = 0; 1; : : : ; t ∈ [0; T ]: (13.40)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő

sup_0 6t6T |X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t | 6 T∫ 0 |b(s; X^{(n)}_s ) − b(s; X^{(n−1)}_s )|ds +

+ sup_0 6t6T | | | | t∫ 0 (ff(s; X^{(n)}_s ) − ff(s; X^{(n−1)}_s ))dW_s | | | |: Ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ 12.11, śńěďśšćĺěň 5.17 ĺ őűěŋłőľ (13.40), ŕřĺţőďĺň ł ŋěřăćěŋ-

śšćăň

P ( sup_0 6t6T |X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t | > 2^{−n}) 6 P ((^T∫ 0 |b(s; X^{(n)}_s ) − b(s; X^{(n−1)}_s )|ds

)_2

> 2^{−2n−2} ) +

+ P ( sup_0 6t6T | | | | t∫ 0 (ff(s; X^{(n)}_s ) − ff(s; X^{(n−1)}_s ))dW_s | | | | > 2^{−n−1} ) 6 6 2^{2n+2}T^{T∫}_0 E(b(s; X^{(n)}_s ) − b(s; X^{(n−1)}_s ))^2ds +

+ 2^{2n+2} T∫ 0 E|ff(s; X^{(n)}_s ) − ff(s; X^{(n−1)}_s )|^2ds 6 2^{2n+2}L^2(T + 1) T∫ 0 M^ns^n n! ds 6^{(4MT )n+1}

(n + 1)! : (13.41)

Ŕő ńěňňě Ąőřěń£{Łăŋšěńńĺ ĺğ (13.41) śńěďşěš, ůšő

P ( sup_0 6t6T |X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t | > 2^{−n} ąěśłőŋěůŋő ůăśšő) = 0: (13.42)

Ŕő¡šőňş ďń£ ŕ.ć. ! śşźěśšćşěš N_0 = N_0(!): ∀n ¿ N_0(!)

sup_{t∈[0,T ]} |X^{(n+1)}_t − X^{(n)}_t | 6 2^{−n}: (13.43)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

X^{(n)}_t (!) = X^{(0)}_t (!) + n−1∑ k=0 (X^{(k+1)}_t (!) − X^{(k)}_t (!)); (13.44)

śőśšő£źă£ ĺğ ŕ.ŋ. ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă [0; T ], ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă ¡šőň őšřěğłě. Ďń£ ! ∈ ˙_0 ⊂ ˙ (P (˙_0) = 1) { ňŋőęěśšćě, čďě ćśě X^{(n)}_t ŋěŕřěřżćŋż ŋă [0; T ] ĺ řăćŋőňěřŋő śţőď£šś£, őąőğŋăůĺň X_t(!) = lim_{n→∞} X^{(n)}_t (!). Ďń£ ! ∈ ˙ \ ˙_0 ĺ t ∈ [0; T ] ŕşśšĳ X_t(!) = 0. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő X_t(!) £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ćśěţ !. Ćěńĺůĺŋă X_t ∈ F_t|B(R) ć śĺńş ğăňěůăŋĺ£ 4.7, łăł ŕřěďěń ćěńĺůĺŋ X^{(n)}_t , £ćń£¿źĺţś£ F_t|B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ (ćśě ff-ăńčěąřż ŕőŕőńŋěŋż). Ŕřőčřěśśĺćŋă£ ĺğňěřĺňőśšĳ ŕřőűěśśă {Xt; t ∈ T } ćżšěłăěš (ńěňňă 12.12) ĺğ ěčő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (Ft)_{t∈[0,T ]}.

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ m > n ¿ 0 ĺ t ∈ [0; T ] ć śĺńş (13.40)

(E|X^{(m)}_t − X^{(n)}_t |^2)^{1/2} 6^{m−1∑}_{k=n} ‖X^{(k+1)}_t − X^{(k)}_t ‖_L2_{(˙)} 6^{∞∑}_{k=n} [ (MT )^{k+1} (k + 1)! ]_{1/2} → 0 ŕřĺ n → ∞:

(13.45)

Ć śĺńş ŕőńŋőšż L^2(˙) śşźěśšćşěš ŕřěďěń ć L^2(˙) ćěńĺůĺŋ X^{(n)}_t ŕřĺ n → ∞. İšőš ŕřěďěń őąőğŋăůĺň Y_t. Őůěćĺďŋő, Y_t = X_t ŕ.ŋ. ŕřĺ łăęďőň t ∈ [0; T ]. Ŕőłăęěň, ůšő X_t ěśšĳ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (13.33).

Ĺğ (13.45) ďń£ ćśěţ t ∈ [0; T ] ĺ m ∈ N ĺňěěň

‖X^{(m)}_t ‖_L2_{(˙)} 6 ‖Z‖_L2_{(˙)} + ∞∑ k=0 ( (MT )^{k+1} (k + 1)! )_{1/2} = ‖Z‖_L2_{(˙)} + c(M; T ): (13.46)

Ŕő¡šőňş ĺ

‖X_t‖_L2_{(˙)} 6 ‖Z‖ + c(M; T ) ďń£ t ∈ [0; T ]: (13.47)

Ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ Ťşąĺŋĺ ĺ šěőřěňőľ Ńěąěčă ő ňăęőřĺřşěňőľ śţőďĺňőśšĺ ś şůěšőň (13.46), (13.47) ŕőńşůăěň

E^{∫ T}_0 (Xs − X^{(n)}_s )^2ds =^{∫ T}_0 E(Xs − X^{(n)}_s )^2ds → 0 ŕřĺ n → ∞: (13.48)

Ć śĺńş (13.34) ĺ (13.48) ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; T ] ŕřĺ n → ∞ t∫ 0 ff(s; X^{(n)}_s ) dW_s^{L2(˙)}−→ t∫ 0 ff(s; X_s) dW_s (13.49) ĺ t∫ 0 b(s; X^{(n)}_s ) ds^{L2(˙)}−→ t∫ 0 b(s; X_s) ds: (13.50)

Šăłĺň őąřăğőň, ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş ć (13.37) ŕő ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_m = n_m(t)}, ďń£ łőšőřőľ ć (13.49) ĺ (13.50) ĺňěěš ňěśšő ŕ.ŋ. śţőďĺňőśšĳ, ŕőńşůăěň (13.33).

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő řěÿěŋĺě X_t ŋěŕřěřżćŋő ŋă [0; T ] ŕő ŋőřňě ŕřőśšřăŋśšćă L^2(˙). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, X_t − X_s → 0 ŕ.ŋ. ŕřĺ t → s (t; s ∈ [0; T ]) ĺ E(X_t − X_s)^2 6 const ć śĺńş (13.47). Őśšăěšś£ śőśńăšĳś£ ŋă šěőřěňş Ąěŕŕő Ńěćĺ.

Ďőłăęěň ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řěÿěŋĺ£. Ŕşśšĳ Xt { śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě (13.33) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň X_0 = Z, ă ~X_t { śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě (13.33) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň ~X_0 = ~Z, ŕřĺůěň EX^2_t ĺ E ~X^2_t őčřăŋĺůěŋż ŋă [0; T ]. Ăŋăńőčĺůŋő (13.39) ŋăţőďĺň, ůšő

E|Xt−^~Xt|^2 6 3E|Z−^~Z|^2+3E^{(∫ t}_0 (b(s; Xs)−b(s;^~Xs)ds^{)2}+3E^{(∫ t}_0 (ff(s; Xs)−ff(s;^~Xs)dWs^{)2} 6

6 3E|Z −^~Z|^2 + 3(1 + t)L^2 t∫ 0 E|Xs −^~Xs|^2ds: (13.51)

Śŋőćă ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ąěŕŕő Ńěćĺ ćĺďĺň, ůšő X_t ĺ ~X_t ŋěŕřěřżćŋż ŋă [0; T ] ŕő ŋőřňě ŕřőśšřăŋśšćă L^2(˙). Ĺšăł, ďń£ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ y(t) = E|X_t − ~X_t|^2 ĺňěěň

y(t) 6 c_0 + Q t∫ 0 y(s) ds; t ∈ [0; T ]; (13.52)

čďě c_0 = E|Z − ~Z|^2, Q = 3(1 + T )L^2.

Ćőśŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źĺň şšćěřęďěŋĺěň.

Ńěňňă 13.8 (Čřőŋşőń). Ŕşśšĳ y { ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă [0; T ] ťşŋł-

űĺ£, şďőćńěšćőř£¿źă£ ŋěřăćěŋśšćş (13.52) ś ŋěłőšőřżňĺ łőŋśšăŋšăňĺ c_0 ¿ 0 ĺ

Q ¿ 0. Šőčďă

y(t) 6 c_0 exp(Qt); ŕřĺ t ∈ [0; T ]: (13.53)

2 Şůĺšżćă£ (13.52), ĺňěěň ďń£ t ¿ 0 (ć ŋşńě ŕřăćă£ ŕřőĺğćőďŋă£) ( log ( c_0 + Q ∫_t 0 y(s)ds ))_′ = Qy (t) c_0 + Q ∫_t 0 y(s)ds 6

Q: (13.54)

Ĺŋšěčřĺřş£ őš 0 ďő t, ŕőńşůăěň log ( c_0 + Q ∫_t 0 y(s)ds ) − log c_0 6 Qt; t ∈ [0; T ]:

Śńěďőćăšěńĳŋő, c_0 + Q ∫_t 0 y(s)ds 6 c_0e^{Qt}; t ∈ [0; T ]:

Śăňőśšő£šěńĳŋő řăśśňőšřĺšě śńşůăĺ, łőčďă ŕřőćěďěŋŋżě řăśśşęďěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő şšőůŋĺšĳ (ěśńĺ c_0 = 0 ĺ y(s) = 0 ŕřĺ s ∈ [0; u], šő ąřăšĳ ńőčăřĺťň ć (13.54) ŋěńĳğ£). 2 Ěśńĺ Z = ~Z ŕ.ŋ., šő c_0 = 0 ć (13.52) ĺ ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; T ] ćĺďĺň, ůšő

E|Xt −^~Xt|^2 = 0. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĳ šřăěłšőřĺľ |Xt −^~Xt|, ğă-

łń¿ůăěň, ůšő ŕřőűěśśż X ĺ ~X ŋěřăğńĺůĺňż ŋă [0; T ], š.ě. P (X(t; !) = ~X(t; !) ďń£ ćśěţ t ∈ [0; T ]) = 1: 2 Řěÿěŋĺ£ śšőţăśšĺůěśłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ďă¿š őąÿĺřŋżľ ĺ őůěŋĳ ćăęŋżľ łńăśś ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć.

Šěőřěňă 13.9. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 13.6. Šőčďă śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě

śšőţăśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ (13.32) £ćń£ěšś£ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

2 Ć śĺńş śńěďśšćĺ£ 7.6 ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ňăřłőćőśšĺ ŕřőűěśśă (Xt; t ∈ [0; T ])

ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő C ∈ B(R), łăęďőčő m ∈ N ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă šőůěł 0 6 t_1 < : : : < t_m < u 6 t ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő

P (X_t ∈ C | X_{11} ; : : : ; X_{tm} ; X_u) = P (X_t ∈ C | X_u): (13.55)

Ćś¿ďş řăćěŋśšćă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŕőŋĺňă¿šś£ łăł řăćěŋśšćă ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě. Łřőňě šőčő, śůĺšăěň ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ff-ăńčěąřż ŕőŕőńŋěŋŋżňĺ.

Ŕőńĳğş£śĳ ńěňňőľ 2.3, ćĺďĺň, ůšő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ (13.55) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ğăňłŋşšőčő C ∈ B(R). Ŕřĺňěŋĺć řăśśşęďěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 4.5 (ŕőśńě ťőřňşńż (4.15)), ŕőńşůăěň, ůšő ďőśšăšőůŋő şśšăŋőćĺšĳ śńěďş¿- źěě: ďń£ ń¿ąőľ f ∈ Lip_b(R) (š. ě. őčřăŋĺůěŋŋőľ ńĺŕÿĺűěćőľ ťşŋłűĺĺ f : R → R) śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

E(f(Xt) | Xt_1 ; : : : ; Xt_m ; Xu) = E(f(Xt) | Xu): (13.56)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő šěőřěňă 13.6 őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕěřěťőřňşńĺřşěšś£ ŋă śńşůăľ, łőčďă ćňěśšő [0; T ] řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřőňěęşšőł [u; T ], 0 6 u < T < ∞, š. ě. łőčďă ĺźěšś£ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£

Z_t = Z + t∫ u b(s; Z_s) ds + t∫ u ff(s; Z_s) dW_s (13.57)

ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň Z_u = Z, ĺğňěřĺňżň őšŋőśĺšěńĳŋő F_u, čďě {W_s; s ¿ 0} { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ťĺńĳšřăűĺĺ (F_s)_s¿_0. İšő řěÿěŋĺě Z_t őąőğŋăůĺň Z_t(Z), t ∈ [u; T ].

Ďń£ řěÿěŋĺ£ X_t, t ∈ [0; T ], şřăćŋěŋĺ£ (13.33) ŕřĺ t ¿ u ĺňěěň

X_t = X_0 + t∫ 0 b(s; X_s) ds + t∫ 0 ff(s; X_s) dW_s =

= X_0 + u∫ 0 b(s; X_s) ds + t∫ u b(s; X_s) ds + u∫ 0 ff(s; X_s) dW_s +

+ t∫ u ff(s; X_s) dW_s = X_u + t∫ u b(s; X_s) ds + t∫ u ff(s; X_s) dW_s: (13.58)

Şůĺšżćă£, ůšő X_u ěśšĳ F_u | B(R)-ĺğňěřĺňă£ ćěńĺůĺŋă (¡šő őůěćĺďŋő ĺğ ňěšőďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ, ďă¿źěčő řěÿěŋĺě) ĺ ŕőńĳğş£śĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (13.57), ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ łăęďőň ŋăůăńĳŋőň şśńőćĺĺ X_0 ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě

X_t = Z_t(X_u) ďń£ t ¿ u: (13.59)

Ćőğĳňěň šěŕěřĳ ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőčő şśńőćĺ£ Z ďń£ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (13.57) łőŋśšăŋšş x ∈ R. Ŕőńĳğş£śĳ ďń£ ŋăÿěčő śńşůă£, š. ě. ŕřĺ t ∈ [u; T ], ăŋăńőčőň ŋěřăćěŋśšćă (13.51) ĺ ńěňňőľ 13.8, ćĺďĺň, ůšő ŕřĺ łăęďőň t

Z_t(y)^{L2(˙)}−→ Z_t(x); ěśńĺ y → x (x; y ∈ R): (13.60)

Ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ t ∈ [u; T ] ĺ f ∈ Lip_b(R) ŕőńőęĺň

G(x) = Ef(Z_t(x)); x ∈ R: (13.61)

Ć śĺńş (13.60) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ ŕőńşůĺň, ůšő G(x) | ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋă£ (ĺ őčřăŋĺůěŋŋă£) ŋă R.

Ńěňňă 13.10. Ďń£ ń¿ąőčő t ∈ [u; T ] ĺ ń¿ąőčő x ∈ R ćěńĺůĺŋă Zt(x) ŋě ğăćĺśĺš

őš ff-ăńčěąřż F_u.

2 Řěÿěŋĺě Zt(x) (š. ě. Zt(x; !), čďě t ∈ [u; T ], x ∈ R, ! ∈ ˙) ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő

ňěšőďőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ: Z_t(x) ěśšĳ ŕ.ŋ. ŕřěďěń ćěńĺůĺŋ Z^{(n)}_t (x), n = 0; 1; : : : , ŕřĺ n → ∞, čďě Z^{(0)}_t (x) = x, ă ŕřĺ n ¿ 1

Z^{(n)}_t (x) = x + t∫ u b(s; Z^{(n−1)}_s (x)) ds + t∫ u ff(s; Z^{(n−1)}_s (x)) dW_s; t ∈ [u; T ]: (13.62)

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő Z^{(n)}_t (x) ěśšĳ F_{[u,t]} | B(R)-ĺğňěřĺňă£ ćěńĺůĺŋă ŕřĺ n = 0; 1; : : : , ğďěśĳ (ŕőŕőńŋěŋŋă£) ff-ăńčěąřă F_{[u,t]} = ff{W_s − W_u; s ∈ [u; t]}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

x +^t ∫ u b(s; x) ds ŋě ğăćĺśĺš őš !, ă^t ∫ u ff(s; x) dW_s ŕőńşůăěšś£ łăł ŕřěďěń ć śřěďŋěň łćă-

ďřăšĺůěśłőň ĺŋšěčřăńőć őš ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ (śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šăłĺţ ĺŋšěčřăńőć, śţőď£źă£ś£ ŕ.ŋ.). Ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő şŕőň£ŋşšżě ĺŋšěčřăńż őš ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ £ćń£¿šś£ F_{[u,t]} | B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ, ŕőńşůăěň šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďń£ n = 0, śőśńăćÿĺśĳ ŋă ğăňěůăŋĺě 4.7. Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłűĺ¿ ĺ ăŋăńőč ńěňňż 13.5 (ŕřĺśŕőśőąńěŋŋżľ ł őšřěğłş [u; T ] ĺ ťĺńĳšřăűĺĺ F_{[u,t]}, t ∈ [u; T ]), ŕőńşůăěň F_{[u,t]} | B(R)-ĺğňěřĺňőśšĳ Z^{(n)}_t (x) ŕřĺ ćśěţ n ¿ 1. Šăłĺň őąřăğőň, Z_t(x) ěśšĳ F_{[u,t]} | B(R)-ĺğňěřĺňă£ ćěńĺůĺŋă ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ğăňěůăŋĺěň 4.7.

Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş 4.3, ć śĺńş łőšőřőľ F_u ĺ F_{[u,t]} £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ (ěśńĺ ŋěğăćĺśĺňż ff-ăńčěąřż, šő őŋĺ ąşďşš ŋěğăćĺśĺňż ĺ ŕőśńě ŕőŕőńŋěŋĺ£). 2 Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 13.9. Ŕőńőęĺň

Y^{(n)} = 2^{−n}[2^nX_u]; n ∈ N; (13.63)

čďě [·] | űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă. Őůěćĺďŋő,

Y^{(n)}(!) → X_u(!) ŕřĺ n → ∞ ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙: (13.64)

Ć śĺńş (13.63) ćěńĺůĺŋż Y^{(n)} £ćń£¿šś£ F_u | B(R)-ĺğňěřĺňżňĺ ďń£ łăęďőčő n ∈ N. Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň řăśśňőšřěšĳ Z_t(Y^{(n)}), t ∈ [u; T ], n ∈ N.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ňăřłőćőśšĺ ŕřőűěśśă X_t, t ¿ 0, ŕőłăęěň, ůšő ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĺ ťőřňşńż (13.56) řăćŋż ćěńĺůĺŋě G(X_u), čďě G őŕřěďěńěŋő ć (13.61).

Ćőğĳňěň ń¿ąőě śőążšĺě A ∈ ff{X_{t1} ; : : : ; X_{tm} ; X_u}, čďě šőůłĺ t_1; : : : ; t_m; u; t ťĺčşřĺřş¿š ć (13.55) ĺ (13.56). Šőčďă ďń£ f ∈ Lip_b(R)

Ef(Xt)1A = lim_{n→∞} Ef(Zt(Y^{(n)}))1A: (13.65)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ |f(x) − f(y)|L_0|x − y|; x; y ∈ R:

Šőčďă ďń£ t ∈ [u; T ], n ∈ N ĺ ń¿ąőčő śőążšĺ£ A

|Ef(Xt)1A − Ef(Zt(Y^{(n)}))1A| 6 L0E|Xt − Zt(Y^{(n)})| 6 6 L0(E|Zt(Xu) − Zt(Y^{(n)})|^2)^{1/2} 6 a0(E|Xu − Y^{(n)}|^2)^{1/2} 6 a02^{−n};

čďě a_0 = L_0 exp{QT=2} ć śĺńş (13.51) ĺ (13.53) ĺ Q = 3(1 + T )L^2.

Ŕőńĳğş£śĳ śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĳ¿ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă ĺ ńěňňőľ 13.10, ŕőńşůĺň

E1Af(Zt(Y^{(n)})) =^{∞∑}_{k=−∞} E1Af(Zt(k2^{−n}))1_{{Y} (n)_{=k2}−n_} = = ∞∑ k=−∞ E1_{A∩{Y} (n)_{=k2}−n_}Ef(Zt(k2^{−n})) =^{∞∑}_{k=−∞} E1_{A∩{Y} (n)_{=k2}−n_}G(k2^{−n}) = = ∞∑ k=−∞ E1A1_{{Y} (n)_{=k2}−n_}G(k2^{−n}) = E1AG(Y^{(n)}): (13.66)

Ňż şůńĺ, ůšő f(Z_t(k2^{−n})) ŋě ğăćĺśĺš őš F_u, ă

A ∩ {Y^{(n)} = k2^{−n}} = A ∩ {k2^{−n} 6 X_u < (k + 1)2^{−n}} ∈ ff{X_{t1} ; : : : ; X_{tm} ; X_u} ⊂ F_u: (13.67) Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ĺ őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ G, ĺğ (13.65), (13.66) ĺ (13.64) ćżćőďĺň

E1Af(Xt) = E1AG(Xu): (13.68)

Ŕő¡šőňş

E(f(Xt) | Xt_1 ; : : : ; Xt_m ; Xu) = G(Xu): (13.69)

Ŋăłőŋěű, ŕřĺňěŋĺć śćőľśšćő (7.10) şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£, ŕőńşůĺň

E(f(Xt) | Xu) = E(E(f(Xt) | Xt_1 ; : : : ; Xt_m ; Xu) | Xu) = E(G(Xu) | Xu) = G(Xu);_{(13.70)}

ůšő ğăćěřÿăěš ŕřőćěřłş śŕřăćěďńĺćőśšĺ (13.56). Šěőřěňă 13.9 ďőłăğăŋă. 2 Śńěďśšćĺě 13.11. Ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă{Şńěŋąěłă (śň. šěőřěňş 13.4) £ćń£ěšś£

ŋě šőńĳłő čăşśśőćśłĺň, ŋő ĺ ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

2 Ďőśšăšőůŋő ćśŕőňŋĺšĳ, ůšő ŕřőűěśś Őřŋÿšěľŋă{Şńěŋąěłă ążń ŕőńşůěŋ łăł

řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ Ńăŋęěćěŋă (13.8) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň X_0 ∼ N (0; ff^2=2¸), śň. šěőřěňş 13.4. 2 Ďőŕőńŋěŋĺ£ ĺ şŕřăęŋěŋĺ£.

Ŕřĺňěř Ď13.1. Řăśśňőšřĺň śšőţăśšĺůěśłĺ ćőğňşźěŋŋőě şřăćŋěŋĺě řőśšă ŕőŕşń£űĺĺ dX_t dt = rX_t; r = const: (13.71)

Šőůŋěě čőćőř£, řěÿĺň śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ćĺďă dX_t = rX_t dt + ffX_t dW_t; (13.72) čďě ff; r | łőŋśšăŋšż.

2 Ĺňěěň t∫ 0 dX_s X_s ds = rt + ffW_t; t ¿ 0: (13.73)

Ćőğĳňěň ťşŋłűĺ¿ h(t; x) = ln x, x > 0. Ğăňěšĺň, ůšő ťőřňşńă Ĺšő (šěőřěňă Ď12.12) ąşďěš śŕřăćěďńĺćă, łăł ćĺďŋő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă, ěśńĺ h: [0; ∞) × (¸; ˛) → R, čďě

−∞ 6 ¸ < ˛ 6 ∞, ĺ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ŋăńăčăćÿĺňś£ řăŋěě şśńőćĺ£ň (łőčďă

ťşŋłűĺ£ h(t; x) ążńă ğăďăŋă ŋă [0; ∞) × R), ěśńĺ X_t(!) ∈ (¸; ˛) ďń£ t ¿ 0 ĺ ! ∈ ˙. Ĺšăł, śůĺšă£ ŕő śňżśńş ğăďăůĺ X_t > 0 ŕřĺ t ¿ 0, ŕőńşůăěň

d(ln X_t) = 1 X_t dX_t + 1 2 ( − 1 X^2_t ) (dX_t)^2 = dX_t X_t − 1 2X^2_t ff^2X^2_t dt = dX_t X_t − 1 2 ff^2 dt;

őšłşďă

dX_t X_t

= d(ln X_t) + 1 2 ff^2 dt: (13.74)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ln X_t X_0 = ( r − 1 2 ff^2 ) t + ffW_t: (13.75)

Ć ĺšőčě

X_t = X_0e^{Ht} ; čďě H_t = (r − (1=2)ff^2)t + ffW_t: (13.76)

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ X_0 ŋě ğăćĺśĺš őš {W_t; t ¿ 0} (śň. ŕő£śŋěŋĺ£ ŕőśńě ťőřňşńż (12.2)), šő

EXt = EX0 exp{rt}; (13.77)

š. ě. śřěďŋĺľ řőśš (şążćăŋĺě, ěśńĺ r < 0) EX_t ąşďěš šăłĺň ęě, łăł ć śńşůăě ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňőďěńĺ (13.71). 2

Ć ťĺŋăŋśőćőľ ňăšěňăšĺłě ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřăěš čěőňěšřĺůěśłőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě {X_t; t ¿ 0} ćĺďă (13.76), ŕőďůĺŋ£¿źěěś£ śšőţăśšĺůěśłőňş ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (13.72) ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ r ∈ R, ff > 0. Ŕřőűěśś H = (H_t)_t¿_0 ŋăğżćă¿š ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň ś ńőłăńĳŋżň śŋőśőň r − ff^2=2 ĺ ďĺťťşğĺěľ ff^2. Ńőłăńĳŋżľ śŋőś ţăřăłšěřĺğşěš śłőřőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ śřěďŋěčő ŕřőűěśśă H, ďĺťťşğĺ¿ ff^2 ůăśšő ŋăğżćă¿š ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ, ă ć ťĺŋăŋśőćőľ ńĺšěřăšşřě { ćőńăšĺńĳŋőśšĳ¿. Ćĺďĺňő Ŕ. Śăňş¡ńĳśőŋ ([?]) ążń ŕěřćżň, łšő őśőğŋăń ćăęŋőśšĳ čěőňěšřĺůěśłőčő ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ ¡ćőń¿űĺĺ űěŋ, ĺśŕőńĳğş£ ďń£ ŋěčő šěřňĺŋ "¡łőŋőňĺůěśłőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě".

Ğăňěůăŋĺě Ď13.2. Őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ řěğşńĳšăšż, ĺğńăčăćÿĺěś£ ć ńěłűĺĺ 13, űěŋőľ ŋěłőšőřżţ şśńőęŋěŋĺľ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕěřěŋőś£šś£ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ. Šăł, şřăćŋěŋĺě (13.32) ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ łăł śĺśšěňş, ć łőšőřőľ X_t = (X^{(1)}_t ; : : : ; X^{(n)}_t ), b | ćěłšőřŋă£, ă ff | ňăšřĺůŋă£ ťşŋłűĺĺ, šőůŋěě čőćőř£,

b(·; ·): [0; T ] × R^n → R^n; ff(·; ·): [0; T ] × R^n → R^{n×m}: (13.78)

Ŕřĺ ¡šőň W_t | m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, š. ě. ěčő łőňŕőŋěŋšż W^{(k)}_t , t ¿ 0, k = 1; : : : ; m, £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ śšăŋďăřšŋżňĺ ćĺŋěřőćśłĺňĺ ŕřőűěśśăňĺ; śůĺšăěň šăłęě, ůšő

b(t; X_t) dt = b^{(1)}(t; X_t) dt . . b^{(n)}(t; X_t) dt ;

ff(t; X_t) dW_t = ff_{11} (t; X_t) : : : ff_{1m} (t; X_t) . . . . ff_{n1} (t; X_t) : : : ff_{nm} (t; X_t) dW^{(1)}_t . . dW^{(m)}_t : (13.79)

Ĺŋšěčřăń őš ćěłšőřŋőľ ťşŋłűĺĺ őŕřěďěń£ěšś£ łăł ćěłšőř ĺğ ĺŋšěčřăńőć őš łőň-

ŕőŋěŋš, ă^t ∫ 0 ff(s; X_s) dW_s őąőğŋăůăěš ćěłšőř-ťşŋłűĺ¿ ś i-ľ łőňŕőŋěŋšőľ, řăćŋőľ m∑ k=1 int^t_0ff_{ik}(s; X_s) dW^{(k)}s .

Őŕřěďěńěŋĺě ŕřőčřěśśĺćŋőľ ĺğňěřĺňőśšĺ őůěćĺďŋő ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ, ć łăůěśšćě ťĺńĳšřăűĺĺ (F_t)_t¿_0 ąěřěšś£ šă, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ {W_t; t ¿ 0} { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě. Šěőřěňă 13.6 őśšăěšś£ ć śĺńě, ěśńĺ ć şśńőćĺ£ţ (13.34) ĺ (13.35) ňőďşńĳ b ŕőŋĺňăšĳ łăł ŋőřňş ć R^n, ă ňőďşńĳ ff ŕőŋĺňăšĳ łăł ŋőřňş ňă-

šřĺűż, ŋăŕřĺňěř, śůĺšăšĳ, ůšő |ff|^2 =^n ∑ i=1 m∑ k=1 ff^2_{ik} .

Ŕřĺćěďěň ňŋőčőňěřŋżľ ćăřĺăŋš ťőřňşńż Ĺšő. Ŕşśšĳ X_t = (X^{(1)}_t ; : : : ; X^{(n)}_t ) | n-ňěřŋżľ ŕřőűěśś Ĺšő, š.ě. ďőŕşśłă¿źĺľ ŋă [0; ∞) śšőţăśšĺůěśłĺľ ďĺťťěřěŋűĺăń, ćĺďă

dX_t = f(t; !) dW_t + g(t; !) dt; (13.80)

čďě f ĺ g | śőőšćěšśšćěŋŋő ňăšřĺůŋă£ ĺ ćěłšőřŋă£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ f = (f_{ik}(t; !); i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; m); g = (g_1(t; !); : : : ; g_n(t; !)). W_t = = (W^{(1)}_1 ; : : : ; W^{(m)}_t ), ĺŋăůě čőćőř£

dX^{(i)}_t = m∑ k=1 f_{ik}(t; !) dW^{(k)}_t + g_i(t; !) dt; i = 1; : : : ; n; (13.81)

čďě ŕřĺ ń¿ąőň t > 0, ćśěţ i = 1; : : : ; n ĺ k = 1; : : : ; m P ( ∫_t 0 |g_i(s; !)|ds < ∞) = 1; (13.82)

P ( ∫_t 0 |f_{ik}(s; !)|^2ds < ∞) = 1: (13.83)

Őůěćĺďŋő, őŕřěďěńěŋĺě ŕřőűěśśă Ĺšő ňőęŋő ďăćăšĳ ĺ ďń£ t ∈ [u; v], 0 6 u < v < ∞ ĺńĺ t ∈ [u; v), 0 6 u < v 6 ∞.

Šěőřěňă Ď13.3. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ h: [0; ∞) × R^n → R šăłőćă, ůšő h ∈ C^{1,2}, š.ě.

śşźěśšćş¿š ŋěŕřěřżćŋżě ŕřőĺğćőďŋżě @h=@t ĺ @^2h=@x_i@x_j, i; j = 1; : : : ; n, ŕřĺůěň sup t¿0, x∈R^n | | | | @h @x_i

(t; x) | | | | < ∞; i = 1; : : : ; n: (13.84)

Šőčďă ŕřőűěśś Y_t = h(t; X_t), čďě ŕřőűěśś Ĺšő X_t őŕřěďěń£ěšś£ śőčďăśŋő (13.80), ďőŕşśłăěš śšőţăśšĺůěśłĺľ ďĺťťěřěŋűĺăń, łőšőřżľ ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

dY_t = @h @t (t; X_t) dt + n∑ i=1 @h @x_i

(t; X_t) dX^{(i)}_t + 1 2 n∑ i=1 n∑ j=1 @^2h @x_i@x_j

(t; X_t) dX^{(i)}_t dX^{(j)}_t ; (13.85)

ğďěśĳ dX^{(i)}_t ĺ dX^{(j)}_t , ťĺčşřĺřş¿źĺě ć (13.81), ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş

dW^{(i)}_t dW^{(j)}_t = ‹_{ij} dt; dW^{(i)}_t dt = dt · dW^{(i)}_t = 0:

Ĺŋăůě čőćőř£,

dY_t = m∑ k=1 (_n∑ i=1 @h @x_i

(t; X_t)f_{ik}(t; !) ) dW^{(k)}_t + + [ @h @t (t; X_t) + n∑ i=1 @h @x_i

(t; X_t)g_i(t; !) + 1 2 n∑ i,j=1 @^2h @x_i@x_j

(t; X_t) m∑ k=1 f_{ik}(t; !)f_{jk}(t; !) ] dt: (13.86)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ťőřňşńż Ĺšő śň., ŋăŕř., ć [?, čń. 1, § 4e]. Ŕő ŕőćőďş őąőąźěŋĺľ ¡šőľ ťőřňşńż ŋă ťşŋłűĺĺ łńăśśă h =∈ C^{1,2}, ă šăłęě ŋă śěňĺňăřšĺŋčăńż śň., ŋăŕř., [?], [?].

Ŕřĺćěďěň, śńěďş£ [?], őďĺŋ řěğşńĳšăš ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ şŕőň£ŋşšżţ őąőąźěŋĺľ. Ŕşśšĳ X {śšăŋďăřšŋőě (őďŋőňěřŋőě) ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě {W_t; t ¿ 0}. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ h = h(x) £ćń£ěšś£ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ:

h(x) = h(0) + ∫_x 0 f(y)dy;

ŕřĺůěň ŕşśšĳ (ĺğňěřĺňă£) ťşŋłűĺ£ f = f(y) ∈ L^2_{loc}(R), š.ě. ďń£ ń¿ąőčő c > 0 ∫ |y|6c f^2(y)dy < ∞:

Őŕřěďěńĺň [f(W ); W ] { łćăďřăšĺůěśłş¿ łőćăřĺăűĺ¿ ŕřőűěśśőć f(W ) ĺ W śńěďş¿- źĺň őąřăğőň

[f(W ); W ]_t = P − lim_m ∑ m (f(W_t(n)_{(m+1)∧t}) − f(W_t(n)_{(m)∧t})) · (W_t(n)_{(m+1)∧t} − W_t(n)_{(m)∧t}):

Ğďěśĳ P − lim őąőğŋăůăěš ŕřěďěń ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, ă T^{(n)} = {t^{(n)}(m); m ∈ N}, n ∈ N { řĺňăŋőćśłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ ňőňěŋšőć t^{(n)}(m), š.ě. t^{(n)}(m) 6 t^{(n)}(m+1) ďń£ m ∈ N ŕřĺ łăęďőň n ∈ N ĺ ďń£ łăęďőčő t > 0

sup_m (t^{(n)}(m + 1) ∧ t − t^{(n)}(m) ∧ t) → 0; n → ∞:

Ćăęŋő ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ŕőśłőńĳłş ŕřőűěśś h(W ) ŋě £ćń£ěšś£, ćőőąźě čőćőř£, śěňĺňăřšĺŋčăńőň, ŋěšřĺćĺăńěŋ ťăłš śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕřěďěńă ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, ğăďă¿źěčő [f(W ); W ]_t. Őďĺŋ ĺğ řěğşńĳšăšőć řăąőšż [?] śőśšőĺš ĺňěŋŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě śşźěśšćőćăŋĺ£ ¡šőčő ŕřěďěńă.

Šěőřěňă Ď13.4 (Ŕřőššěř, Ťěńĳňěř, Ÿĺř£ěć). Ŕřĺ śďěńăŋŋżţ ćżÿě ŕřěďŕő-

ńőęěŋĺ£ţ ő ťşŋłűĺ£ţ h ĺ f ĺňěěš ňěśšő ťőřňşńă

h(W_t) = h(0) + ∫_t 0 f(W_s)dW_s + 1 2 [f(W ); W ]_t: (13.87)

Śńěďśšćĺě Ď13.5. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ h ∈ C^2. Šőčďă

[f(W ); W ]_t = ∫_t 0 f^′(W_s)ds

ĺ ťőřňşńă (13.87) ŕěřěţőďĺš ć ťőřňşńş Ĺšő.

Śńěďśšćĺě Ď13.6. Ŕşśšĳ h(x) = |x|. Šőčďă [f(W ); W ]t = 2Lt(0), čďě Lt(0) {

ńőłăńĳŋőě ćřěň£, łőšőřőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ŕřőćőďĺš ć ŋşńě ŋă őšřěğłě [0; t] (śň. (12.96)). Šěň śăňżň, ĺğ (13.87) ŕőńşůăěň ťőřňşńş Šăŋăłă (12.97), łőšőřă£ ďăśš řăğńőęěŋĺě Ďşąă { Ňěľěřă ďń£ śşąňăřšĺŋčăńă |W_t|.

Şŕř. 13.7. Ŕşśšĳ h(x1; x2) = x1x2, čďě x1; x2 ∈ R ĺ X^{(1)} = {X^{(1)}_t ; t ¿ 0}, X^{(2)} = {X^{(2)}_t ; t ¿ 0} { ďćă ŕřőűěśśă, ĺňě¿źĺě ďĺťťěřěŋűĺăńż Ĺšő. Šőčďă ťőřňăńĳŋő d(X^{(1)}_t X^{(2)}_t ) = X^{(1)}_t dX^{(2)}_t + X^{(2)}_t dX^{(1)}_t + dX^{(1)}_t dX^{(2)}_t :

Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ

dX^{(i)}_t = b^{(i)}(t; !)dt + ff^{(i)}(t; !)dW^{(i)}_t ; i = 1; 2;

čďě {W^{(i)}_t ; t ¿ 0}, i = 1; 2 { ŋěğăćĺśĺňżě ćĺŋěřőćśłĺě ŕřőűěśśż, šő

d(X^{(1)}_t X^{(2)}_t ) = X^{(1)}_t dX^{(2)}_t + X^{(2)}_t dX^{(1)}_t ;

ěśńĺ ęě dX^{(i)}_t = b^{(i)}(t; !)dt + ff^{(i)}(t; !)dW_t; i = 1; 2; šő d(X^{(1)}_t X^{(2)}_t ) = X^{(1)}_t dX^{(2)}_t + X^{(2)}_t dX^{(1)}_t + ff^{(1)}(t; !)ff^{(2)}(t; !)dt:

Şŕř. 13.8. Řěÿĺšě śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě dX_t = X_tdt + dW_t; t ∈ [0; T ]

(ďőňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŋă e^{−t} ĺ śřăćŋĺć ś d(e^{−t}X_t)).

Şŕř. 13.9. Ŕşśšĳ V = V (t; x) { ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă R+ × R^n, łńăśśă C^{1,2}. Ŕşśšĳ šăłęě ffi_t = ∫_t 0 c(s; !)ds, čďě c = c(s; !) { ŕřőčřěśĺćŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£, šăłă£ ůšő P ( ∫_t 0 |c(s; !)|ds < ∞) = 1; t > 0:

Ŋăľďĺšě śšőţăśšĺůěśłĺľ ďĺťťěřěŋűĺăń ďń£ ŕřőűěśśă {e^{−ϕt} V (t; X_t); t ¿ 0}, čďě X_t = {X^{(1)}_t ; : : : ; X^{(n)}_t } ěśšĳ n-ňěřŋżľ ŕřőűěśś Ĺšő, łőňŕőŋěŋšż łőšőřőčő ĺňě¿š śšőţăśšĺůěśłĺě ďĺťťěřěŋűĺńż ćĺďă (13.81).

Ğăňěůăŋĺě Ď13.10. Ěśńĺ şśńőćĺ£ šěőřěňż 13.6 ćżŕőńŋěŋż ŋă ŕőńşĺŋšěřćăńě [0; T ), šő ěě şšćěřęďěŋĺě šăłęě śŕřăćěďńĺćő ŋă ¡šőň ŕřőňěęşšłě, šőńĳłő ć ¡šőň śńşůăě ďń£ řěÿěŋĺ£ X_t ťşŋłűĺ£ EX^2_t ąşďěš őčřăŋĺůěŋă ŋă łăęďőň őšřěğłě, ćńőęěŋŋőň ć [0; T ).

Şŕř. 13.11. Ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż Ĺšő ďőłăęĺšě, ůšő řěÿěŋĺěň (őďŋőňěřŋőčő) şřăćŋěŋĺ£

dX_t = ˛ − X^t

T − t dt + dW_t; t ∈ [0; T ); X_0 = ¸ (13.88)

£ćń£ěšś£ ŕřőűěśś

X_t = ¸(1 − t=T ) + ˛t=T + (T − t) ∫_t 0 dW_s T − s

: (13.89)

Şŕř. 13.12. (ŕřőďőńęěŋĺě şŕřăęŋěŋĺ£ 13.11) Ďőłăęĺšě, ůšő Xt → ˛ ŕ.ŋ. ŕřĺ t → T −. Šăłĺň őąřăğőň, řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (13.88) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš ŋăď őšřěğłőň [0; T ] ś ğăłřěŕńěŋŋżňĺ łőŋűăňĺ X_0 = ¸ ĺ X_T = ˛. Śšăŋďăřšŋżľ ąřőşŋőćśłĺľ ňőśš ŕőńşůăěšś£ ŕřĺ T = 1 ĺ ¸ = ˛ = 0.

Ğăňěůăŋĺě Ď13.13. Śşźěśšćş¿š őąőąźěŋĺ£ šěőřěňż 13.6 ć řăğŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Ŋăŕřĺňěř, ćňěśšő (13.34) ĺśŕőńĳğşěšś£ ńőłăńĳŋőě şśńőćĺě Ńĺŕÿĺűă ŕő ŕěřěňěŋŋőľ x: ŕřĺ ćśěţ t ¿ 0, n ∈ N ĺ |x| 6 n, |y| 6 n

|b(t; x) − b(t; y)| + |ff(t; x) − ff(t; y)| 6 L(n)|x − y|

ďń£ ŋěłőšőřżţ L(n) > 0. Ĺňě¿šś£ ĺ őśńăąńěŋĺ£ ¡šőčő şśńőćĺ£. Łřőňě šőčő, ďőŕşśłăěšś£ ğăćĺśĺňőśšĳ (ŋő śŕěűĺăńĳŋőčő ţăřăłšěřă) łő¡ťťĺűĺěŋšőć şřăćŋěŋĺ£ őš !, řăśśňăšřĺćă¿šś£ śńşůăĺ ğăćĺśĺňőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć b ĺ ff őš "ŕřőÿńőčő" (ć ŋěśłőńĳłő ćőńĳŋőľ ğăŕĺśĺ: b = b(t; X_s; s 6 t), ff = ff(t; X_s; s 6 t). Őą őąőąźěŋĺ£ţ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ śň., ŋăŕř., [?], [?], [?].

Ĺğ řăğńĺůŋőčő řőďă őąőąźěŋĺľ ŕřĺćěďěň ńĺÿĳ őďĺŋ, ŋěśłőńĳłő ŋěőęĺďăŋŋżľ řěğşńĳšăš Ă.Ł. Ğćőŋłĺŋă [?], şšćěřęďă¿źĺľ, ůšő ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ śĺńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ śšőţăśšĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£

dX_t = b(t; X_t)dt + dW_t (13.90)

ďőśšăšőůŋő ńĺÿĳ ĺğňěřĺňőśšĺ ŕő (t; x) ĺ řăćŋőňěřŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšă b(t; x).

Şŕř. 13.14. Ďőłăęĺšě, ůšő śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě

dX_t = ff(X_t)dt + dW_t (13.91)

ś "ŕńőţĺň" łő¡ťťĺűĺěŋšőň ff(x) = signx ĺňěěš ĺ ŕřĺ šőň ěďĺŋśšćěŋŋőě śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě.

Ŕřĺňěř Ď13.15. Řăśśňőšřĺň ćňěśšő şřăćŋěŋĺ£ (13.91) şřăćŋěŋĺě

dX_t = ff(X_t)dB_t; X_0 = 0; (13.92)

čďě, ŕő-ŕřěęŋěňş, ff(x) = signx ĺ B = (B_t)_t¿_0 { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě (ğďěśĳ ąşďěš şďőąŋěě ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺě B_t ćňěśšő W_t). Ďőłăęěň, ůšő śşźěśšćş¿š ćěřő- £šŋőśšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřżţ ş ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ěśšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă śĺńĳŋżţ řěÿěŋĺ£. Łřőňě šőčő, ŋă ŋěłőšőřżţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ş ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ňőęěš ćőćśě ŋě ążšĳ śĺńĳŋőčő řěÿěŋĺ£.

2 Řăśśňőšřĺň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě C[0; 1] ś ćĺŋěřőćśłőľ ňěřőľ W ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő

ğăďăŋŋżľ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś {W_t; t ∈ [0; 1]}, š.ě. W_t(!) = !(t), čďě !(·) ∈ C[0; 1]. Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš (śň., ŋăŕř., [?])

Šěőřěňă Ď13.16 (Ńěćĺ). Ŕşśšĳ B = (Bt; Ft)t¿0 { (P -ŕ.ŋ.) ŋěŕřěřżćŋżľ łćă-

ďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżľ ňăřšĺŋčăń, ğăďăŋŋżľ ŋă ŋěłőšőřőň ťĺńĳšřőćăŋŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F; (F_t)_t¿_0; P ). Ŕşśšĳ (B^2_t − t; F_t)_t¿_0 šăłęě £ćń£- ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň, š.ě.

E(B^2_t − B^2_s )|Fs) = t − s; 0 6 s 6 t: (13.93)

Šőčďă B = (B_t)_t¿_0 ěśšĳ śšăŋďăřšŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě.

Ć śĺńş šěőřěňż 12.11 ŕřőűěśś

B_t = ∫_t 0 ff(W_s)dW_s; t ∈ [0; 1]; ff(x) = signx; (13.94)

ąşďěš ŋěŕřěřżćŋżň łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżň ňăřšĺŋčăńőň (ŕő£śŋĺšě, ŕőůěňş ff(W_s), s ∈ [0; 1] ćţőďĺš ć ŕřőśšřăŋśšćő L^2[0; 1], łőšőřőě ŕőřőęďăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ťĺńĳšřăűĺĺ (F^W_t )_{t∈[0,1]}, š.ě. ěśšěśšćěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ ąřőşŋőćśłőčő ďćĺęěŋĺ£ W ).

Şŕř. 13.17. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ďń£ ŕřőűěśśă (13.94) śŕřăćěďńĺćő (13.93) ŕřĺ s; t ∈ [0; 1]. Şŕř. 13.18. Ťőřňşńă (13.94) őğŋăůăěš, ůšő dBt = ff(Ws)dWs. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ∫_t 0 ff(W_s)dB_s = ∫_t 0 ff^2(W_s)dW_s; (13.95)

š.ě. őŕřěďěńěŋ ĺŋšěčřăń ć ńěćőľ ůăśšĺ (13.95) ĺ ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő.

Şůĺšżćă£, ůšő ff^2(x) ≡ 1, ĺğ (13.95) ŕőńşůăěň ∫_t 0 ff(W_s)dB_s = W_t; (13.96)

š.ě. W_t £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (13.92) śő śŕěűĺăńĳŋżň őąřăğőň ŕőďőąřăŋŋżň ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň. Ŋő, ŕőśłőńĳłş ff(−x) = −ff(x) ŕřĺ x ∈ R, šő ∫_t 0 ff(−W_s)dB_s = − ∫_t 0 ff(W_s)dB_s = −W_t; t ∈ [0; 1]:

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřőűěśś −W_s šăłęě ěśšĳ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (13.92). Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šĺ ďćă řěÿěŋĺ£ ŋě £ćń£¿šś£ ŋěřăğńĺůĺňżňĺ.

Ŕěřěľďěň łő ćšőřőňş şšćěřęďěŋĺ¿, śőďěřęăźěňşś£ ć ŕřĺňěřě Ď13.15. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şřăćŋěŋĺě (13.92), ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, şřăćŋěŋĺě

X_t = ∫_t 0 ff(X_s)dB_s; t ∈ [0; 1]; (13.97)

ĺňěěš śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě (őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőłă ff-ăńčěąř (F^B_t )_{t∈[0,1]}, ŕőřőęďěŋŋżţ ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň B). Ĺğ šěőřěňż Ńěćĺ śńěďşěš (ŕő£śŋĺšě), ůšő ŕřőűěśś (X_t; F^B_t )_{t∈[0,1]} £ćń£ěšś£ ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň. Ŕő ťőřňşńě Šăŋăłă (śň. (12.97))

|X_t| = ∫_t 0 ff(X_s)dX_s + L_t(0); (13.98) čďě L_t(0) = lim_{ε→0} 1 2" ∫_t 0 1{|X_s| 6 "}ds:

Ťőřňşńă (13.97) őğŋăůăěš ćżŕőńŋěŋĺě (13.92), ŕő¡šőňş (ŕő£śŋĺšě) ∫_t 0 ff(X_s)dX_s = ∫_t 0 ff^2(X_s)dB_s = ∫_t 0 dB_s = B_t; t ∈ [0; 1]; (13.99)

ĺ, śőčńăśŋő (13.98) ĺňěěň B_t = |X_t| − L_t(0). Ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő ŕřőűěśś X śőčńăśőćăŋ ś ŕőšőłőň (F^B_t )_{t∈[0,1]}, ďăěš ćłń¿ůěŋĺě F^X_t ⊂ F^B_t ⊂ F^{|X|}_t ŕřĺ t > 0. Őśšăěšś£ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďş¿źĺň řěğşńĳšăšőň.

Şŕř. 13.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ W { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, šő śőőšŋőÿěŋĺě

F^W_t ⊂ F^{|W |}_t ŕřĺ ćśěţ t > 0 ŋěćőğňőęŋő.

Řăśśňőšřěŋĺě ŕřĺňěřă Ď13.15 ğăćěřÿěŋő. 2 Ğăňěšĺň, ůšő Ň. Ąăřńőş [?] ďőłăğăń, ůšő ş şřăćŋěŋĺ£ (13.92) ňőęěš ŋě ążšĳ śĺńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ ć śńşůăě ŋěŕřěřżćŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ťşŋłűĺľ ff = ff(x) > 0.

Ŋăľďěŋŋżě ć ŕřĺňěřě Ď13.15 ďćă řěÿěŋĺ£ W ĺ −W şřăćŋěŋĺ£ (13.92) ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ć C[0; 1]. İšő őąśšő£šěńĳśšćő őąž£śŋ£ěš űěńěśőőąřăğŋőśšĳ ććőďĺňőľ ŋĺęě łőŋűěŕűĺĺ śńăąőčő řěÿěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě (13.32) ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň —, čďě — {ğăďăŋŋă£ ňěřă ŋă B(R), ĺňěěš śńăąőě řěÿěŋĺě ŋă ŕřőňěęşšłě [0; T ], ěśńĺ ŋăľďěšś£ ťĺńĳšřőćăŋŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; F; (F_t)_{t∈[0,T ]}; P ), ŋăľďşšś£ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě W = (W_t; F_t)_{t∈[0,T ]} ĺ ŋěŕřěřżćŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś X = (X_t; F_t)_{t∈[0,T ]}, šăłĺě, ůšő L(X_0) = — ĺ P ŕ.ŋ. ďń£ łăęďőčő t > 0 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő (13.32). Řăğşňěěšś£, ćňěśšő őšřěğłă [0; T ] ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőňěęşšłĺ ćĺďă [u; v], čďě 0 6 u < v < ∞ ĺńĺ [u; v) ďń£ 0 6 u < v < ∞. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ŕřőűěśśă X ĺ śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ś ťĺńĳšřăűĺěľ (F_t)_{t∈[0,T ]} őąěśŕěůĺćă¿š ĺ ŕřőčřěśśĺćŋş¿ ĺğňěřĺňőśšĳ ć śĺńş ńěňňż 12.12.

Ćăęŋő ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ć őšńĺůĺě őš śĺńĳŋőčő řěÿěŋĺ£, řăśśňăšřĺćăěňőčő ŋă ğăďăŋŋőň ťĺńĳšřőćăŋŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś ğăďăŋŋżň ŋă ŋěň ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň, ć őŕřěďěńěŋĺĺ śńăąőčő šăłĺě őąžěłšż (ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě) ŋě ťĺłśĺřş¿šś£, ă šřěąşěšś£ ńĺÿĳ, ůšőąż őŋĺ ŋăÿńĺśĳ. Őůěćĺďŋő, śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě £ćń£ěšś£ ĺ śńăążň.

Śńăąă£ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (13.32) őğŋăůăěš, ůšő ş ń¿- ążţ ďćşţ řěÿěŋĺľ (śńăążţ ĺńĺ śĺńĳŋżţ) śőćŕăďă¿š řăśŕřěďěńěŋĺ£, š.ě. śőćŕăďă¿š łőŋěůŋőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£.

Ńěňňă Ď13.20. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż 13.6 (śň. šăłęě ğăňěůăŋĺě

Ď 13.13). Šőčďă řěÿěŋĺě (śńăąőě ĺńĺ śĺńĳŋőě) şřăćŋěŋĺ£ (13.32) śńăąő ěďĺŋśšćěŋŋő.

2 Ďőŕşśšĺň, ůšő (^~Xt;^~Wt;^~Ft) ĺ (^~X t;^~W t;^~F t) | ďćă śńăążţ řěÿěŋĺ£ (13.32). Ŕşśšĳ

X_t ĺ Y_t | śĺńĳŋżě řěÿěŋĺ£ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£, čďě ć łăůěśšćě (W_t; F_t)_t¿_0 ąěřěšś£ śőőšćěšśšćěŋŋő (~W_t; ~F_t) ĺ ( ~W_t; ~F_t) (t ¿ 0). Ŕő šěőřěňě 13.6 ŕőńşůăěň, ůšő X_t = ~X_t ŕ.ŋ. ĺ Y_t = ~X_t ŕ.ŋ. ďń£ ćśěţ t ¿ 0. Šăłĺň őąřăğőň, ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő śőćŕăďă¿š ł.-ň.ř. ŕřőűěśśőć X_t ĺ Y_t, t ¿ 0. Ŕőśńěďŋěě ńěčłő ćżćőďĺšś£ ĺğ šőčő, ůšő ŕřĺ łăęďőň

n ∈ N śőćŕăďă¿š řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőűěśśőć X^{(n)}_t ĺ Y^{(n)}_t , t ¿ 0, ĺśŕőńĳğş¿źĺţś£ ďń£

ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ śőőšćěšśšćěŋŋő ŕřőűěśśőć X_t ĺ Y_t. 2 Ěśšěśšćěŋŋő őęĺďăšĳ śşźěśšćőćăŋĺ£ śńăąőčő řěÿěŋĺ£ ŕřĺ ňěŋěě őčřăŋĺůĺšěńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż şřăćŋěŋĺ£ (13.32).

Őďĺŋ ĺğ ŕěřćżţ řěğşńĳšăšőć ć ¡šőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (śň. [?], [?]) ťőřňşńĺřşěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň śšőţăśšĺůěśłőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě

dX_t = b(X_t)dt + ff(X_t)dW_t (13.100) ś ŋăůăńĳŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň — šăłĺň, ůšő ∫ |x|^γ—(dx) = E|X_0|^γ < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő ‚ > 2:

Ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż b = b(x) ĺ ff = ff(x) £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ őčřăŋĺůěŋŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ, šő şřăćŋěŋĺě (13.100) ĺňěěš śńăąőě řěÿěŋĺě.

Ğăňěůăŋĺě Ď13.21. Ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšă ff(x) şšćěřęďěŋĺě ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ (ŕő řăśŕřěďěńěŋĺ¿) śńăąőčő řěÿěŋĺ£ őśšăěšś£ ć śĺńě, ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ ńĺÿĳ őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ĺ ĺğňěřĺňőśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšă b(x) (śň. [?]). Ŕřĺćěďěŋŋżě řěğşńĳšăšż ő śńăążţ řěÿěŋĺ£ţ ďőŕşśłă¿š őąőąźěŋĺ£ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ, ŋă śńşůăľ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ğăćĺś£źĺţ őš ŕřőÿńőčő ĺ ŕř.

Ćăęŋş¿ řőńĳ ć šěőřĺĺ śšőţăśšĺůěśłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺčřăěš šěőřěňă Čĺřśăŋőćă őą ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ğăňěŋě ňěřż, ďń£ ťőřňşńĺřőćłĺ łőšőřőľ ććěďěň ŋěőąţőďĺňżě őąőğŋăůěŋĺ£.

Ŕşśšĳ (˙; F; (F_t)_t¿_0; P ) { ŋěłőšőřőě ťĺńĳšřőćăŋŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, W = (W_t; F_t)_t¿_0 { m-ňěřŋőě ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, W = (W^1; : : : ; W^m). Ŕşśšĳ a = (a_t; F_t)_t¿_0 { ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżľ m-ňěřŋżľ śńşůăľŋżľ ŕřőűěśś, a = (a^1; : : : ; a^m), šăłőľ, ůšő P (∫_t 0 ‖a_s‖^2ds < ∞ ) = 1; t ∈ [0; T ]; (13.101)

čďě ‖a_s‖^2 = (a^1_s)^2 + : : : + (a^m_s )^2 ĺ T < ∞.

Őąřăğşěň ŕřőűěśś Z = (Z_t; F_t)_{t∈[0,T ]}, ŕőńăčă£

Z_t = exp{ ∫_t 0 (a_s; dW_s) − 1 2 ∫_t 0 ‖a_s‖^2ds}; (13.102)

ğďěśĳ (a_s; dW_s) := ∑_m k=1 a^k_s dW^k_s .

Ńěňňă Ď13.22 (śň. [?]). Ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě Ŋőćĺłőćă:

E exp { 1 2 ∫_t 0 ‖a_s‖^2ds } < ∞; (13.103)

šő EZT = 1 ĺ ććěďěŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś Z = (Zt; Ft)t∈[0,T ] ąşďěš řăćŋőňěřŋő ĺŋšě-

čřĺřşěňżň ňăřšĺŋčăńőň.

Ć śĺńş ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ Z_t (P -ŕ.ŋ.) ĺ şśńőćĺ£ EZ_T = 1, ŋă (˙; F_T ) ňőęŋő ğăďăšĳ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş Q_T , ŕőńăčă£

Q_T (A) = E(1_AZ_T ); A ∈ F_T : (13.104)

Šěőřěňă Ď13.23 (Čĺřśăŋőć). Ďń£ ććěďěŋŋżţ ćżÿě ŕřőűěśśőć W ĺ a őŕřěďěńĺň

B_t = W_t − ∫_t 0 a_sds; t ∈ [0; T ]:

Šőčďă B = (B_t; F_t)_{t∈[0,T ]} £ćń£ěšś£ m-ňěřŋżň ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň ŋă ťĺńĳšřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; F_T ; (F_t)_{t∈[0,T ]}; Q_T ).

Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőľ šěőřěňż ňőęŋő řěÿĺšĳ ćőŕřőś ő śşźěśšćőćăŋĺĺ śńăąőčő řěÿěŋĺ£ śšőţăśšĺůěśłőčő ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ćĺďă dX_t = a(t; X)dt + dW_t; t ∈ [0; T ]; (13.105) čďě ťşŋłűĺőŋăń a(t; x), t ∈ [0; T ], x ∈ C[0; T ], £ćń£ěšś£ ŕřőčřěśśĺćŋő ĺğňěřĺňżň, š.ě. ŕřĺ ń¿ążţ t ∈ (0; T ], D ∈ B(R) {(s; x) ∈ [0; t] × C[0; T ] : a(s; x) ∈ D} ∈ B([0; t]) × B(C[0; T ]):

Őŕşśłă£ őąśşęďěŋĺě ďěšăńěľ, ğăňěšĺň, ůšő śěľůăś ňż ďń£ ŕřĺňěřă őąřăšĺńĺśĳ ł ąőńěě őąźěňş śńşůă¿, łőčďă ŋěőą£ğăšěńĳŋő a(t; x(·)) = b(t; x(t)), čďě b : [0; T ]×R → R.

Ĺďě£ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ (˙; F; (F_t)_{t∈[0,T ]}; Q) ĺ ŋă ŋěň ğăďăšĳ ŕřőűěśś X = (X_t; F_t)_{t∈[0,T ]} ĺ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě B = (B_t; F_t)_{t∈[0,T ]} šăłĺě, ůšő Q-ŕ.ŋ. ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; T ]

X_t = ∫_t 0 a(s; X)ds + B_t

(ŕřĺ ¡šőň, łőŋěůŋő, ŋăďő ğăąőšĺšĳś£ ő ŕřőćěřłě ďőńęŋżţ ĺğňěřĺňőśšěľ). Ďń£ ŕřőśšőšż ňż ŕőńőęĺńĺ šăłęě X_0 = 0 ∈ R^m. Ćżąěřěň ˙ = (C[0; T ])^m, F = B((C[0; T ])^m), F_t = B((C[0; t])^m), t ∈ [0; T ] ĺ őŕřěďěńĺň ňěřş Q = Q_T (śň. (13.104)). Ěśńĺ ŕřĺ ¡šőň śůĺšăšĳ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ şśńőćĺ£, őąěśŕěůĺćă¿źĺě ŕřĺňěŋěŋĺě šěőřěňż Čĺřśăŋőćă, šő B_t = W_t − ∫_t 0 a(s; W )ds; t ∈ [0; T ]

ąşďěš ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň ŋă őšřěğłě [0; T ]. Őśšăěšś£ ŕőńőęĺšĳ X_t = W_t, ůšőąż ğăćěřÿĺšĳ ŕőśšřőěŋĺě śńăąőčő řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (13.105).

Őąřăšĺňś£ šěŕěřĳ ł őďŋőřőďŋőľ ďĺťťşğĺĺ, š. ě. řăśśňőšřĺň řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ dX_t = b(X_t) dt + ff(X_t) dW_t; t ¿ s; X_s = x; (13.106) čďě W_t | m-ňěřŋżľ ćĺŋěřőćśłĺľ ŕřőűěśś, ă ťşŋłűĺĺ b: R^n → R ĺ ff : R^n → R^{n×m} şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň šěőřěňż 13.6, łőšőřżě ć ďăŋŋőň śńşůăě śćőď£šś£ ł őďŋőňş šřěąőćăŋĺ¿: śşźěśšćşěš L > 0, šăłőě ůšő |b(x) − b(y)| + |ff(x) − ff(y)| 6 L|x − y|; x; y ∈ R^n; (13.107)

(|ff|^2 =^n ∑ i=1 m∑ k=1 ff^2_{ik} ), ĺğ łőšőřőčő ćżšěłăěš, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő c > 0

|b(x)| + |ff(x)| 6 c(1 + |x|); x ∈ R^n: (13.108) Őąőğŋăůĺň ěďĺŋśšćěŋŋőě śĺńĳŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (13.106) ŕřĺ t ¿ s ůěřěğ X^{s,x}_t .

Ďăńěě ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ĺğńőęěŋĺ£ ŕőńőęĺň n = 1.

Šěőřěňă Ď13.24. Ďń£ łăęďőčő x ∈ R őŕřěďěńěŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś X^{s,x}_t , t ¿ s,

£ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňăřłőćśłĺň ŕřőűěśśőň.

2 Śőćěřÿĺć ğăňěŋş u = t + v, ĺňěěň (ŕő£śŋĺšě ŕőďřőąŋěě) ďń£ x ∈ R, t; h ¿ 0,

X^{t,x}_{t+h} = x + t+h∫ t b(X^{t,x}_u ) du + t+h∫ t ff(X^{t,x}_u ) dW_u = x + h∫ 0 b(X^{t,x}_{t+v}) dv + h∫ 0 ff(X^{t,x}_{t+v})dW_v;

(13.109) čďě W_v = W_{t+v} − W_t, v ¿ 0, ěśšĳ ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě ć śĺńş šěőřěňż 4.3.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

X^{0,x}_h = x + h∫ 0 b(X^{0,x}_v ) dv + h∫ 0 ff(X^{0,x}_v ) dW_v: (13.110)

Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ŕřőűěśśż W_v ĺ W_v ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ŕő¡šőňş ć śĺńş ńěňňż Ď13.20 ğăłń¿ůăěň, ůšő ďń£ łăęďőčő x ∈ R

(X^{t,x}_{t+h})_h¿_0^D= (X^{0,x}_h )_h¿_0; (13.111)

š. ě. řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőűěśśőć, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć (13.111), śőćŕăďă¿š. 2 Şŕř. 13.25. Ŋăľďĺšě ŕěřěţőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ňăřłőćśłőčő ŕřőűěśśă {X^{s,x}_t ; t ¿ s}, £ćń£¿źěčőś£ śĺńĳŋżň řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (13.106).

Ŋăř£ďş ś ĺŋšěčřăńőň Ĺšő ć ř£ďě ğăďăů ĺśŕőńĳğşěšś£ ĺŋšěčřăń Śšřăšőŋőćĺůă (ĺńĺ ĺŋšěčřăń Ťĺśłă { Śšřăšőŋőćĺůă), łőšőřżľ őąőğŋăůăěšś£ ∫_t 0 f(s; !) ∘ dW_s(!); (13.112)

čďě {W_s; s ¿ 0} { ąřőşŋőćśłőě ďćĺęěŋĺě, ă ťşŋłűĺ£ f ćţőďĺš ć őŕřěďěńěŋŋżľ łńăśś. Ůšőąż ŕő£śŋĺšĳ śşšĳ ďěńă śłăęěň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő łńăśśă ťşŋłűĺľ f ĺŋšěčřăń (13.112) śšřőĺšś£ ś ŕőňőźĳ¿ ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň ćĺďă N −1∑

i=0 f(t^∗_i ; !)(W_{ti+1} − W_{ti} );

čďě 0 = t_0 < : : : < t_N = t ĺ t^∗_i = (t_i + t_{i+1})=2, i = 0; : : : ; N − 1.

Řăśśňőšřĺň ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżě ŕő t ŕřőűěśśż W^{(n)}_t (!), n ∈ N šăłĺě, ůšő W^{(n)}_t (!) → W_t(!) ŕřĺ n → ∞ ďń£ ŕ.ć. ! řăćŋőňěřŋő ŕő t ŋă łăęďőň őčřăŋĺůěŋŋőň ĺŋšěřćăńě. Šőčďă (śň. [?, ś. 27]) ŕřĺ łăęďőň ! řěÿěŋĺ£ X^{(n)}_t (!) ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ şřăćŋěŋĺľ dX^{(n)}_t dt = b(t; X^{(n)}_t ) + ff(t; X^{(n)}_t ) dW^{(n)}_t dt ąşďşš śţőďĺšĳś£ ł ŋěłőšőřőľ ŕřěďěńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ X_t(!) ŕřĺ n → ∞ ďń£ ŕ.ć. ! šăłęě řăćŋőňěřŋő ŕő t ŋă őčřăŋĺůěŋŋżţ ĺŋšěřćăńăţ.

Łăł őłăğăńőśĳ (śň. [?], [?], [?]) ŕřőűěśś X_t £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£

X_t = X_0 + ∫_t 0 b(s; X_s)ds + ∫_t 0 ff(s; X_s) ∘ dW_s: (13.113)

İšő £ćĺńőśĳ ďőćőďőň ć ŕőńĳğş ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ şřăćŋěŋĺ£

dX_t dt = b(t; X_t) + ff(t; X_t) _W (13.114)

ś "ąěńżň ÿşňőň" _W , łăł şřăćŋěŋĺ£ (13.113), ă ŋě şřăćŋěŋĺ£ (13.33). Łřőňě šőčő, ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ ć ĺŋšěčřăńě Śšřăšőŋőćĺůă ŋě ŕřĺćőďĺš ł ŕő£ćńěŋĺ¿ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ůńěŋőć ćšőřőčő ŕőř£ďłă, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć ťőřňşńě Ĺšő (śň. (12.50) ĺ (13.85)). İšő ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ śšőţăśšĺůěśłĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ (śň. [?], [?]). Ć šő ęě ćřěň£ ğăŕăś ťşŋłűĺľ, ĺŋšěčřĺřşěňżţ ć śňżśńě Śšřăšőŋőćĺůă, £ćń£ěšś£ ąőńěě şğłĺň, ůěň śőćőłşŕŋőśšĳ ťşŋłűĺľ, ĺŋšěčřĺřşěňżţ ć śňżśńě Ĺšő (šřěąş¿šś£ ąőńĳÿĺě őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă čńăďłőśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć). Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ff(t; x) ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ŕő x, šő şřăćŋěŋĺě (13.113) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ łăł śńěďş¿źěě şřăćŋěŋĺě Ĺšő

X_t = X_0 + ∫_t 0 b(s; X_s)ds + 1 2 ∫_t 0 ff^′_x(s; X_s)ff(s; X_s)ds + ∫_t 0 ff(s; X_s)dW_s: (13.115)

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ff(s; x) ŋě ğăćĺśĺš őš x, š.ě. £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺěľ ff(s), šő őąě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ şřăćŋěŋĺ£ (13.114) śőćŕăďă¿š. Ć ŕőńĳğş ĺŋšěčřăńă Ĺšő ćżśšşŕăěš ĺ ŕřĺśşźěě ěňş ćăęŋőě śćőľśšćő "ŋěğăćĺśĺňőśšĺ őš ąşďşźěčő", łőšőřőě śşźěśšćěŋŋő ćő ňŋőčĺţ ňőďěń£ţ (śň., ŋăŕř., [?]). Ŕőďůěřłŋěň šăłęě, ůšő ĺŋšěčřăń Ĺšő £ćń£ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň (ŋăŕř., ŕřĺ şśńőćĺ£ţ šěőřěňż 12.11), ă ĺŋšěčřăń Śšřăšőŋőćĺůă ¡šĺň śćőľśšćőň ŋě őąńăďăěš.